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LE SPECTRE DU LAPLACIEN AGISSANT SUR LES
p-FORMES DIFFÉRENTIELLES D'UN FIBRE EN CERCLE

Paul-Andi NAGY

1. Introduction

Soit (Z",g) une variété riemannienne connexe, compacte et orientée. Notons
AP(Z) l'espace des p-formes différentielles C°° muni du produit scalaire <a, fi) = Jz oc A
* f$ où * désigne l'opérateur de Hodge. Le laplacien agissant sur les p-formes de Z est
défini par

A = dd* +cTd

où d désigne la différentielle extérieure et d* la codifférentielle, adjoint formel de d par
rapport au produit scalaire {•,•). La théorie elliptique nous assure que cet opérateur a
un spectre discret, noté

0 = A0,p(Z, g) < Ai,„(Zf g) < A2(P(Z, g) < . . . < \n,p(Z, g) < . . . .

La multiplicité de la valeur propre nulle est le p-ième nombre de Betti de Z, un invariant
topologique. Les valeurs propres non-nulles se répètent avec la multiplicité, s'il y a lieu.

Afin de comprendre, sur des cas particuliers, le lien entre la géométrie de la variété
et le spectre des p-formes il est important d'avoir des exemples de calcul explicite du
p-spectre. Ces exemples peuvent également servir pour tester des conjectures. À notre
connaissance, les variétés riemanniennes (Zn,g) où le spectre des p-formes, 1 ^ p ^
n - 1 a été calculé sont contenues dans le tableau suivant.

R"/r
S"

PC"
G

tores plats
sphères de courbure constante
projectif complexe canonique

groupes de Lie compacts avec une métrique bi-invariante
variétés de Heisenberg, pour les 1 -formes invariantes par S1

12]
[17]
[17]
[24]
[11]

Notons que les exemples cités ci-dessus possèdent des groupes d'isométries de di-
mension suffisamment grande, ce qui permet d'appliquer les méthodes de la théorie des

Classification math. : 5BG25,53C20.
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représentations pour le calcul du spectre. Remarquons aussi que, à l'exception des tores
plats et des produits riemanniens, on ne connaît pas d'exemples de calcul explicite du
spectre des formes d'une famille continue, non constante, de métriques.

Dans cet article on considère la question suivante. Soit IN", g) une variété rieman-
nienne compacte, connexe et orientée et S1 — M ~ N un fibre principal au-dessus
de TV. Fixons 0 € A1 (M, R) une forme de connexion principale et munissons M de la
famille de métriques (gr ) r>o définie par

(1) gr = rr*g+ T20® 0.

gr est une famille continue de métriques invariantes par S1. Pour tout T > 0 , n :
(M, gr) — (N, g) est une submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques.

QUESTION 1.1. — Est-il possible d'exprimer le spectre du laplacien agissant sur les p-
formes de (M,gr) par le biais des fonctions algébriques dépendant de T et du spectre d*un
opérateur différentiel " horizontal" (qui ne dépend pas de T) canoniquement associé à la
géométrie du fibre ?

La réponse à cette question serait donc un principe de séparation des variables;
d'un coté la géométrie de la fibre et de l'autre la métrique de la base et la géométrie du
fibre. Les deux cas suivants sont déjà connus.

• Lorsque p = 0 (le cas des fonctions) on déduit de [1] que le 0-spectre de (M, gT)
est de la forme \x + y? où \i est dans le spectre du laplacien horizontal agissant sur les
fonctions /c-équivariantes de (M, gr)>k € 2 (voir aussi la section 2).

• Lorsque (M, gr) est un produit riemannien (c'est-à-dire que M est un fibre trivial
muni de la connexion plate canonique) le /?-spectre de (M, gr) est donné par

k2 k2

(2) {A,IiP(7V, g) + —2 Jn€N.Jt€2 U {Anip-i(N,g) + —jJnefcUeZ-

Dans les deux cas précédents, le spectre du laplacien horizontal qui intervient dans l'ex-
pression du p-spectre de {M, gr) n'est pas connu en général. Cependant, le comporte-
ment en T du p-spectre de (M, gr) est déterminé par des formules exactes.

Le but de cet article est de présenter la réponse à la question 1.1 dans le cadre sui-
vant:

(N2r, g, J) est une variété de Hodge, avec forme de Kâhler œ vérifiant

[o>] € H2(N, 1). Le fibre S1 - M - N est donné par ci (M) = [co] et

6 est une 1 -forme de connexion dans M de courbure égale à la forme

deKàhlerde (TV,g).

Dans ce cas, le p-spectre de (M, gr) est exprimé par des fonctions algébriques de va-
riables T et le spectre du laplacien horizontal (qui ne dépend pas de D . Lorsque ce
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spectre est connu il est possible de produire de nouveaux exemples de calculs explicites
du spectre. Donnons deux exemples de telles situations (cf. la section 2).

EXEMPLE 1.1. — Les sphères de Berger.

Considérons le fibre principal donné par la fibration de Hopf S1 - S2r+1 - PC
Soit V le champ de vecteurs induit sur la sphère par l'action du cercle. Lorsque S2r+1 est
muni de sa métrique canonique de courbure 1, notée g0, soit 0 la 1-forme associée à V
via go- C'est une forme de connexion principale dans la fibration de Hopf. Soit (PC, g, 7)
muni de la métrique de Fubini-Study et de la structure complexe canonique, renormali-
sées de façon que dû = n* œ où œ est la forme de Kàhler de (PCr, g, 7). Alors (PCr, g, J)
et la fibration de Hopf muni de la forme de connexion 0 vérifient les conditions de (3).
Munissons S2r+] des métriques gr définies en (1). Dans la section 2 on explique com-
ment calculer le spectre des formes de la famille (S2r+l, gj)t T > 0. Remarquons que

EXEMPLE 1.2. — Une classe de variétés d'Heisenberg.

Soit H2r+\ le groupe d'Heisenberg et F un sous-groupe discret cocompact (voir [11]
pour la classification de ces sous-groupes). On a alors une fibration principale

(4) s 1 - H 2 r + 1 / r ^ rr

où 7r est un tore de dimension 2r. Munissons ffcr+i /Fde la métrique invariante à gauche
canonique (de matrice 72r+2 dans la base canonique de H2r+i). Par rapport à cette mé-
trique soit 0 la 1-forme associée à V, le champ de vecteurs induit par l'action du cercle.
C'est une forme de connexion principale dans le fibre considéré, de courbure CÛQ =

r
53 dyx A dxj. Soit^/(R2r), œ) l'ensemble des structures complexes linéaires J sur IR2r,
7 = 1

compatibles avec coo et telles que CÛQ(V,JV) < 0 pour tout v € R2r, v * 0. Un tel J
produit une métrique kàhlerienne plate sur 7n de forme de Kàhler ouo» par la formule
hj = -u)0(-,7). Alors la fibration (4) muni de la connexion 0 et le tore (rr, hj,J) véri-
fie les conditions de (3). Par la construction de (1) on obtient une famille de métriques
hjj sur H2r+]/F indexée par^([R2r, o)0)x]0, oo[. Dans la section 2 on indiquera com-
ment calculer le spectre des formes de cette famille en se servant de la réponse à la ques-
tion 1.1.

Répondre à la question (1.1) permettrait d'étudier la limite du p-spectre de (M,
lorsque T - 0, T - oo. Ces questions ont été beaucoup étudiées dans la littérature.
Rappelons quelques résultats obtenus.

• Lorsque T — 0 la famille (Mtgj) converge vers (N>g) à courbure et diamètre
bornés. Alors le p-spectre de (M, gj ) converge, dans un certain sens, vers le p-spectre de
(N, g) (cf. [6], [8], [18]). En particulier, le nombre des petites valeurs propres du laplacien
des p-formes de (M, gr) lorsque T - 0 est donné par la suite spectrale de Leray (voir
aussi [5]). Dans [5] les auteurs donnent une estimation asymptotique quand 7 - 0 des
p-valeurs propres petites où l'on voit apparaître la courbure du fibre.
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Dans le contexte décrit en (3) on retrouve facilement ces résultats. De plus, on ob-
tient des formules exactes en T pour les petites valeurs propres.

• Lorsque T - oo la famille d'espaces métriques (M, dgT ) converge au sens de
Gromov-Haussdorf vers (M, dc), où dc est la distance de Carnot. Notons que l'espace li-
mite n'est plus un objet riemannien. Dans le cas où la courbure du fibre définit une struc-
ture presque complexe par rapport à la métrique g de JV, il a été montré que le spectre
du laplacien des p-formes converge vers le spectre du laplacien de contact (voir [23] où
l'auteur se place dans le cadre des variétés de contact). Nous retrouvons ces résultats,
dans le cas particulier de (3) par les formules du thm. 2.1 (voir la section 2).

2. Présentation des résultats

Nous nous plaçons dans le contexte géométrique suivant : (N2r, g) est une variété
de Hodge, avec structure complexe / et forme de Kàhler œ. Quitte à renormaliser la mé-
trique g et à changer ƒ en - / e n peut supposer que [co] € H2(N,1). Le fibre S1 *- M -
N est donné par C\ {M) = [œ] et 6 est une 1-forme de connexion de courbure égale à la
forme de Kàhler de (N, g).

Afin de pouvoir présenter notre résultat faisons quelques préparatifs. Nous allons
désormais travailler avec des formes à coefficients complexes. En utilisant l'action du
cercle sur M, définissons l'espace des p-formes k- équivariantes par

Apk{M) : = {oc e AP(M) : R;<x = zk • a V z e S1}

où Rz est la translation avec z s S1. Nous avons une décomposition en somme directe
d'espaces de Hubert

(5)

Jtez

Comme le cercle agit isométriquement sur {M, gr), le laplacien des métriques gj pré-
serve l'espace des formes Jfc-équivariantes, k e 1. Par (5), le calcul du p-spectre de
(M,gr) se ramène au calcul du spectre des opérateurs Up(T) : = ^gT\^p.kiM) pour
tout k e 1. Remarquons aussi qu'il suffit de considérer k e N car la conjugaison com-
plexe donne un isomorphisme entre APtk(M) et APl~k(M), k € H. Aussi, par la dualité
de Hodge on peut se restreindre aux formes de degré pair.

Si V est le champ de vecteurs de M induit par l'action de S1 on considère l'espace
des p'formes horizontales de M qui est défini par

Ap(H) : = {a € AP(M) : iva = 0}

où iy désigne le produit intérieur. On a des espaces de p-formes horizontales et *>
équivariantes notés APtk(H) et définis de manière évidente. Il est facile d'établir que

(6) Ap'k(M) = Ap'k(H)®\Ap-llk(H) A
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Le premier pas vers la séparation des variables dans le spectre de AgT est de calculer
l'action du laplacien des métriques gr sur la décomposition (6). À cet effet définissons la
différentielle horizontale

dH :AP(H)~ A^(H)

comme étant la composante horizontale de d dans (6). Notons que du n'est pas une
différentielle exacte, car

(7) d\ = -Lfy

où L : AP(H) — A^2(H) est la multiplication extérieure par n* œ et SPy est la dérivée
de Lie dans la direction V. La structure complexe ƒ (dont le relevé à A* (H) sera noté
également par/) permet d'y remédier. Si les opérateurs 3H»3H :AP(H) - A ^ ^ H ) , pe
N sont définis par

(8) dH = ^(dH + {-\)piJdH]), dJi = ^

alors d2
H = 0 et (d^)2 = 0. Lorsque D : A* (H) - A* (H) est un opérateur différentiel

on notera D* son adjoint formel par rapport à la métrique TT* g sur A* (H). Définissons
maintenant le laplacien horizontal AH :AP(H) — AP(H) en posant

(9) &H = dHdi + dùdH.

Quelques propriétés du laplacien horizontal sont rappelées dans la remarque suivante
(voir 122]).

REMARQUE 2.1. — (i) C'est un opérateur d'ordre 2, positif et hypoelliptique (voir
122]). Pour tout T > 0 l'opérateur AH - jt(2v)2 est elliptique. La restriction de AH à
l'espace des formes it-équivariantes, k e 2, est isomorphe à un opérateur elliptique et
jouit donc de toutes les propriétés de cette classe d'opérateurs, en particulier de l'exis-
tence d'un spectre discret.

(ii) OnaAHTT' = TT* A sur A* (TV).

Par rapport à (6) on a sur Apk(M)

(10) AgT

(voir [23] pour une formule dans le cadre plus général des variétés de contact). C'est un
examen attentif de la structure des opérateurs intervenant dans la formule (10) qui nous
conduira à la séparation des variables dans le p-spectre de AgT. Continuons avec nos
définitions.

Pour k € 2 soit «£*•* : = Ker L* n APtk(H) l'espaces de p- formes primitives,
it-équivariantes et horizontales. L'identité

(11)
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(cf. [23]) nous assure qu'il n'y a pas de formes primitives non-nulles en degré > r.

Pour k € N et 0 ^ q ^ ron définit les espaces

**'* : = Ker d*H n Ker dLJ n #*M

^ : = Ker BH n &**.

Ces espaces étant préservés par le laplacien horizontal, il a un sens de parler du spectre
de AH en restriction à ces espaces, qui sera noté lqk, respectivement ïq'k. Donnons
quelques précisions sur le spectre de AH.

REMARQUE 2.2. — (i) La première valeur propre de la restriction de A# à £*•* resp.
~Pq'k est k( r - q). Pour le voir, notons que BHBH* + hî* d/7 = \ (&H -k(r-q)) sur
L'espace propre correspondant est donc êq'k : = Ker 5̂ 7 n ^7* n

(ii) Considérons le complexe différentiel \A*ik(H), J^}t k e N et soit Hfc* (M) sa
cohomologie (connue dans la littérature sous le nom de cohomologie de Dolbeault). Par
la théorie de Hodge on peut voir que éqk s H£{M) si k *• 0. Lorsque k - 0 on a

(îii) Par la théorie de Hodge on obtient une suite exacte

0 - éqk dS Wqk - 0.

Par l'identité [AH. BH * ] = kdn* cela nous conduit à

(13) ïP'k = {k(r- q)} u {y G I*-hkm > k(r - q+ 1 ) } .

La valeur propre k(r-q) apparaît avec la multiplicité bk{M) : = dimc Hq(M).

Supposons que 0 ^ p^(j]-l,0^q^2p+letkeNet définissons une famille de
fonctions fk

q : [0, oo[x]0, oo[- R+, l ^ / ^ 4 par

z+ T2[(p- [|])(cp+ p- 1 -

+ -y]4xT2 + THr- q)2 + 4Jt2 + - ^

(14)
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où par définition cp = r - 2p - 1. Définissons également une famille de collections de
nombres par

q q **f/i > klr-q)}, i = 1,2

(15) 23%*(D: -{f£kll*.T):veïq'k}

ZÏÏIT) : = {fffbi, T):ue Z**f/i > 0}.

Faisons la convention suivante. Étant donnée une collection, notée <&, du type défini en
(15) et À G D&, on définit la multiplicité de À dans V comme le nombre des apparitions de
A dans r€\ cette multiplicité est égale à 0 si A n'est pas élément de <%. L'union d'un nombre
fini de telles collections sera leur réunion comme ensembles, avec la convention que la
multiplicité d'un nombre dans cette union est la somme des multiplicité de ce nombre
danschacünëdes^collections de l'union^

REMARQUE2.3. — Les collections S ^ ( D et 2^*(D sont presque les mêmes. En
effet, par (13) on arrive à

2 # < r ) = {f3
p

q
k(k(r-q), T)} u [tffil*. T)/n e Z"-l'k,n > fc(r - q+ 1)}.

Soit H*rim(N) la cohomologie primitive de la base. La réponse à la question (1.1)
est donnée par le téorème suivant (cf. [19]).

THÉORÈME2.1. — Soitk e N cf 0 < p < r - 1. SiQ ^ p ^ \\] - 1 lespectrede
est l'union de

La partie exacte respectivement coexacte du spectre correspond à l'union de

{^T)}i=u,q=ôrp etde £k

respectivement

En cohomologie on a H2*»2 (M) s H2
p^(N) e H

Sip^ [ | ] te spectre de U*^ < r ) est l'union de

fe exacte resp. coexacte du spectre est donnée par l'union de

C ? = F Ï et &r-0-i+*L
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r-p-2'

En cohomologie on a H2p+2 (M) =

REMARQUE 2.4. — Le théorème (2.1) fait apparaître le spectre de la restriction de AH

aux e s p a c e s ^ * , 0 < <7 ̂  r. Le diagramme suivant montre que ce spectre est déterminé
par le spectre de AH agissant sur les formes Jt-équivariantes et primitives

0 - KerWJihT) n E**(A) *"* F*-2'k(\) n (é)1 - 0

fl-ifc(A - A:) n (J*?)1] © [F*»-1-*(A + k) n (â

0

où l'on a posé F^'*(A) = Ker(AH - A) n ë#'k et £fll/:(A) = Ker(AH - A) n nSq'k. Notons
aussi que Fr'k(A) = 0 si A * 0.

Par conséquent, la connaissance du spectre de AH agissant sur les formes k-
equivariantes de degré 0 < q ^ r nous donne le spectre des formes de (M, gr ) pour tout
T > 0. Remarquons que les fonctions qui interviennent dans l'expression du spectre
sont universelles dans la catégorie de variétés considérées. Pour la preuve de ce théo-
rème voir [19]. On en déduit également la réponse à la réciproque de la question 1.1.

COROLLAIRE2.1. — Le spectre de Uk(T0), To > 0 fixé, détermine le p-spectre k-
équiuariant du laplacien horizontal (voir 119] pour les détails).

Présentons maintenant quelques applications de nature non-calculatoire. Tout
d'abord, il est élémentaire de retrouver, à partir du théorème (2.1), les résultats asymp-
totiques (T - 0, T — oo) présentées dans l'introduction ainsi que le phénomème du
spectre en degré moitié lorsque T - oo mis en évidence dans [23] dans un cadre plus
général. Remarquons maintenant que les groupes de cohomologie de Dolbeault pro-
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duisent des valeurs propres privilégiées pour le laplacien AgT.

REMARQUE 2.5. — Fixons 0 ^ p ^ [ f ] e t f c € N . Pour m = 0, p + 1 définissons

Jt2

A f / : = k(cp + 2m- 1 ) + T2m(cp+ m- 1) + —^

( 1 6 )
 P * 2 Jfc2

Vm ~ CP m m cp m ^2'

En se servant du fait que k(r - ^) est la première valeur propre de AH par le théorème
(2.1) on obtient que le spectre de L ^ . 2 ( r ) agissant sur les formes cofermées contient
les valeurs propres

A p.k • p.k x p.k
Ao < Aj < . . . < Ap+i

avec A '̂* la première valeur propre. La multiplicité de A%k est égale à b*^ s i m " ° e t

supérieure où égale à b*{p,m)+3 + s ign(Ar)^ ( p . m ) + 2 pour 1 < m < p + 1.

On obtient également que le spectre de L ^ V ^ ^ ) agissant sur les formes fermées
contient les valeurs propres

La multiplicité de /J£' est égale à b\p si m = 0 et supérieure où égale à

2(P-W)+3 si 1 ^ m ^ p + 1. De plus, p £ * est la première valeur propre de

' s u r ^es f ° r m e s fermées.

REMARQUE 2.6. — Supposons maintenant que T — 0. On voit donc que les petites
valeurs propres doivent avoir des formes propres S1-invariantes. Le théorème (2.1) nous
assure que lorsque T est petit les premières valeurs propres de U^p+i tT^ s o n t

A0 " ^ 0 < A l < ^1 < "-A/H-l < f p « -

La multiplicité de AJJ;0 est &2p+2 si m = 0 et b2(/?-m)+3 s i l < m ^ p + l . L a multiplicité
de fjfjf est Z72p si m = 0 et J?2<p- w)+2 si 1 ^ m ^ p + 1. Ce sont toutes les petites valeurs
propres de A g r . On raffine donc, dans la situation géométrique considérée, le résultat
de [5] qui donne l'asymptotique des petites valeurs propres de {M, gr) pour une base N
arbitraire.

À l'aide de ces résultats on peut calculer le spectre des sphères de Berger (voir
l'exemple 1.1) de la façon suivante. Le spectre des métriques g ^ étant connu (c'est à
un facteur près le spectre de la sphère canonique) on détermine le spectre des formes k-
équivariantes de g^ en utilisant une version équivariante des calculs fait dans [171. Par
le corollaire 2.1 on obtient le spectre du laplacien horizontal agissant sur les formes k-
équivariantes. Il ne reste plus qu'a introduire ce spectre dans les formules du théorème
(voir [19] pour l'expression exacte du spectre).
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Pour le calcul de la classe de variétés de Heisenberg présentée dans l'exemple (1.2)
la démarche est la suivante. On détermine le spectre de A# agissant sur les formes k-
équivariantes. C'est un problème particulièrement simple, car dans ce cas A* (H) est pa-
rallélisable. Dans la bigraduation complexe de A* (H) donnée par la structure complexe
de la base A# agit essentiellement comme le laplacien sur les fonctions, or le spectre des
fonctions est calculé dans [11]. On conclut par le théorème (2.1) (voir [19] pour le calcul
complet).

REMARQUE 2.7. — En utilisant le théorème (2.1) on peut donner une réponse à la
question 1.1 dans le cas plus général où la courbure du fibre est parallèle pour la
connexion de Levi-Civita de la base. Cela permet de calculer le spectre de toutes les va-
riétés de Heisenberg. Une application potentielle serait de déterminer les classes d'isos-
pectralité, sur les p-formes, (p ^ 1) de ces variétés.
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