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CONSTRUCTION DE SURFACES A COURBURE MOYENNE
CONSTANTE

Frank PACARD

1. Introduction

Les méthodes de recollement pour construire des surfaces a courbure moyenne
constante sont maintenant bien comprises et ont déja été utilisées a plusieurs reprises
pour construire de nouvelles surfaces qui, en I'état actuel de nos connaissances, n'au-
raient pas pu étre construites par d’autres méthodes.

Les premiers résultats ont été obtenus 2 la fin des années 80 par N. Kapouleas [5],
qui a adapté aux surfaces a courbure moyenne constante, une méthode de recollement
mise au point par R. Schoen dans le cadre du probléme de Yamabe singulier [12]. Ré-
cemment, R. Mazzeo, D. Pollack et moi méme avons proposé un nouveau schéma qui
permet d’obtenir aisément tous ces résultats de recollement. Bien que les lignes direc-
trices de notre construction soient paraliéles aux lignes directrices de la construction
initiale de R. Schoen, notre méthode présente des nouveaux aspects qui permettent de
mieux comprendre la construction. En particulier, I'utilisation intensive des espaces de
Holder a poids permet de donner un cadre fonctionnel naturel a ces problemes. De plus,
notre méthode permet de souligner le réle prépondérant que semble jouer la fonction
de Green dans toutes ces constructions. Enfin, notre construction permet d'aborder le
probléme de la non dégénérescence des surfaces construites, notion qui semble avoir de
plus en plus d'importance en vue de la compréhension des espaces de solutions [4], [7]
[11].

Afin d’illustrer notre propos, nous décrirons dans le paragraphe suivant un résultat
type qui peut étre obtenu par notre méthode. Ensuite, nous esquisserons la construction
que nous proposons en mettant tout particulierement I'accent sur les points originaux.
Des applications a I'étude des surfaces a courbure moyenne constante non compactes,
complétes seront ensuite données.

Classification math.: 53A10, 49Q05
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2. Désingularisation de surfaces a courbure moyenne constante

Donnons pour commencer une application de notre méthode dans un cadre sim-
ple. Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que X, et X, sont deux surfaces com-
pactes a bord de R3, qui sont orientables et immergées.

On suppose que 0 € Z; N Z; et que les plans tangents a X, et X, au point 0 soient
tous deux égaux au plan x y. Définissons maintenant I'orientation sur ces deux surfaces
de telle sorte que v, le vecteur normal a X, soit égal a (0, 0, 1) au point 0 et v, le vecteur
normal a Z,, soit égal a (0,0, —1) au point 0. Ces orientations étant définies, on suppose
que les deux surfaces ont la méme courbure moyenne Hj qui est supposée constante,
non nulle, sur chaque surface. En effectuant une dilatation, si cela s'avére nécessaire, on
se rameéne alors aux deux cas suivants: Hy = 1 ou Hy = ~-1.

Sous ces hypothéses, on montre que I'on peut désingulariser 2, UZ,, c’est a dire que
I'on peut trouver une famille a un parametre de surfaces a courbure moyenne constante
qui converge vers la surface singuliére 3; U X,.

Avant d’énoncer notre résultat, précisons quelques notations et définitions. Soit =
une surface compacte a bord de R3, que I'on suppose orientée. On note v le vecteur
normal a . Alors, au moins localement, toute surface X' proche de X peut étre décrite
comme étant un graphe normal sur Z, c’est a dire qu'il existe une fonction w, définie sur
2, telle que

Sap— prtwpvip) ez,

décrit 2'. La courbure moyenne de £’, notée Hs, se calcule en fonction de la courbure
moyenne de X, notée Hs, et de la fonction w. Au premier ordre, on trouve que

Hs' = Hs + (Asw + |As1? w) + O(llwll 42).

oi1 A5 désigne la deuxieme forme fondamentale de =. Lopérateur As+|A;y |2 qui apparait
dans cette formule est appelé opérateur de Jacobi de Z. Par exemple, si £ est inclus dans
une spheére, 'opérateur de Jacobi de X est donné par

A52 + 2.

Par définition, la surface Z est dite non dégénérées’il n'existe aucun champ de Jacobi
sur X qui s'annule sur 0Z. C'est a dire que si w : £ — R est une solution de

Asw+ |AsiPw =0, et si wlgs =0,

alors w = 0.

On remarque qu'un hémisphére (par exemple ’hémisphére nord) est une surface
a courbure moyenne constante, dégénérée. En effet, si £ est I'hémisphére nord, on voit
que w(x,y,z) : = z/r estun champ de Jacobi qui s’annule sur le bord de Z.
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Nous pouvons maintenant énoncer le

THEOREME 1 ([9]). — Soient X, et X, deux surfaces compacte a bord, immergées,
orientables, non dégénérées et a courbure moyenne constante. Supposons que ces deux
surfaces sont positionnées et orientées comme indiqué ci-dessus et qu'elles ont la méme
courbure moyenne Hy. Alors, il existe €9 > 0 et (S¢) e 10,¢9) Une famille a un paramétre de
surfaces, telles que :

1. Pour tout ¢ €]0,¢&p), la surface S; est immergée, a courbure moyenne constante
égalea Hy.

2. Ilexiste T un déplacements de R3, qui dépend de ¢, tel quedS, = 9%; U 7(3Z3).

3. PourtoutR > 0, lasuite de surfaces S [R3\ Br] converge vers[Z,UZ;] N [R3\ Bg]
et la suite 8S; converge vers 0X, U 90X, quand ¢ tend vers 0, pour la topologie €* .

4. La suite de surfaces dilatées €' S, converge sur tout compact de R3, vers un caté-
noide d'axe vertical, quand ¢ tend vers 0, toujours pour la topologie €.

Le résultat que nous obtenons est en fait Iégérement plus fort que celui que nous
avons énoncé ci-dessus. En effet, on trouve non pas une mais deux familles géométri-
quement distinctes de surfaces qui désingularisent X, U Z;. La deuxiéme famille est ob-
tenue en échangeant le role joué par X, et Z,, ce qui correspond a modifier Hy en —Hj.
En particulier si (£; U ) \ {0} est une surface plongée, alors les surfaces de I'une des
deux familles de surfaces désingularisées sont elles aussi plongées pour ¢ assez petit.

De plus, nous obtenons des informations précises sur la vitesse de convergence de
S¢ vers Z; U Z,. Nous montrons qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que

dist(S;,Z) U Z;): = sup dist(p, S;) < cellogel.
peZ VI,

Bien que nous ne I'ayons pas démontré, tout nous porte a croire que cette vitesse de
convergence est optimale, c’est a dire qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que

dist(S,,Z; U Z3) 2 Tellogel.

Une fois que nous avons obtenu ce résultat d’existence, une question assez natu-
relle se pose : Les surfaces S;, qui sont construites a I'aide des surfaces =, et Z;, qui sont
non dégénérées, sont elles non dégénérées?

Afin de pouvoir répondre a cette question, nous devons placer le résultat précé-
dent dans un cadre plus général. Comme ci-dessus, nous supposons que X, et X, sont
deux surfaces compactes a bord, immergées, orientables, non dégénérées et a courbure
moyenne constante. Pour tout p; € Z;, i = 1,2, on peut appliquer un déplacement a
chacune de ces surfaces de telle sorte que d’'une part p; = p, = 0 et que d’autre part
les plans tangents au deux surfaces au point 0, soient égaux au plan x y. On demande
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aussi qu’en ce point les deux surfaces ont des orientations différentes et la méme cour-
bure moyenne. Fixons maintenant la surface X, et faisons tourner d’un angle 6 € S’
la surface X, autour de I'axe des z. Ceci nous permet de définir une famille de confi-
gurations initiales =, U X,(p), p2, 6) qui dépend de cinq parameétres. Bien entendu, le
Théoréme précédent s’applique a chacune des surfaces de cette famille et I'on obtient
ainsi une famille de surfaces a courbure moyenne constante S, ( p;, p2, €) qui dépend de
six parametres.

Bien entendu, nous démontrons que cette famille S;(p;, p2, ) dépend contind-
ment des six parameétres. Il n'est pas trés étonnant de constater que ce nombre de pa-
rametre est intimement lié a la question de savoir si les surfaces S, (p;, pz, 6) sont non
dégénérées. En effet, si tel est le cas on peut appliquer le Théoréme des fonctions impli-
cites qui nous assure I'existence d’'une famille a six parameétres de surfaces a courbure
moyenne constante dans un voisinage de cette surface (dans le cas o1 9%, et 92, ne sont
pas des cercles).

Malheureusement, nous n'avons pas pu démontrer que les surfaces S;(p1, p2, 0)
sont non dégénérées et ce méme pour de petites valeurs de &. En revanche, nous dé-
montrons que ces surfaces sont non dégénérées pour un choix générique des parameétres
p1, p2 et 6. Plus précisément nous avons la

PROPOSITION 1. — [9] Il existe & C Z; x Z; X S!, ensemble analytique (singulier)
de codimension 1, tel que, pour tout (p,, p2,€) € & et pour tout € assez petit, la surface
S:(p1, p2, 8) est non dégénérée.

Enfait, (p), p2) € Z) x Z; étant fixé, nous démontrons que si les courbures principales
de X en p; sont différentes de (Hp, Hp) ou si les courbures principales de 3; en p, sont
différentes de (—Hp, 3Hp) (ou le contraire), alors S;(p), pz, €) est non dégénérée pour
tous les choix de parameétre 8 mises a part au plus quatre valeurs de 6.

Ce dernier résultat exploite de maniére essentielle le contréle trés précis que nous
obtenons sur la surface S;.

3. Bréve description des principales étapes de la construction

Nous donnons dans ce paragraphe une idée des principales étapes de notre cons-
truction. Habituellement, les étapes des constructions de recollement sont les suivantes.
On commence par construire "a la main" une famille de solutions approchées qui dé-
pendent d'un parameétre ¢. Dans notre cas, ces solutions approchées seraient obtenues
en "recollant” a 'aide de fonctions troncature les deux surfaces X, et Z; auxquelles de
petits disques centrés en 0 ont été excisés, a 'aide d’'un caténoide d’axe vertical qui a
été préalablement réduit par un facteur ¢. Ensuite, il convient de perturber les solutions
approchées ainsi construites pour obtenir la surface désingularisée. Bien entendu, lors
de cette derniére étape, une analyse fine des propriétés de ’opérateur de Jacobi pour les
solutions approchées, quand le parameétre ¢ tend vers 0, est nécessaire.
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Nous procédons de maniére légérement différente. Dans un premier temps, on
consideére un caténoide paramétré par

X(s,0): = (coshs cos @,cosh s sin 9, s).

On tronque ce caténoide en ne conservant que I'image de [ - s, 5] X S* par X. La surface
correspondante est notée Cg,. Lidée est maintenant de construire une famille de dimen-
sion infinie de surfaces a courbure moyenne constante égale a Hp qui sont proches de
Cy,- Ces surfaces sont obtenues comme perturbation normale de C;, et la famille de sur-
faces est paramétrée par les deux bords des surfaces. Cette étape est décrite en détail
dans les paragraphes 3.1 2 3.3.

Ensuite, on considére les deux surfaces ;. On commence par perturber chaque sur-
face X; en lui ajoutant dans la direction de la normale, ¢ fois la fonction de Green, pour
I'opérateur de Jacobi, avec un péle en p;. Cette premiére déformation, dite déformation
analytique, a pour principal effet d’'occulter complétement la géométrie de Z; au point
pi. De plus, elle permet de déformer Z; en une surface Z;(¢) qui ressemble localement
au graphe de la fonction + ¢ log r et sera ainsi plus facilement recollable a un caténoide
dont les bouts ressemblent eux aussi au graphe de la fonction logarithme. Cette étape est
décrite dans le paragraphe 3.4.

Les surfaces X;(¢&) sont ensuite tronquées et, comme dans le cas du caténoide, on
construit une famille de dimension infinie de surfaces a courbure moyenne constante
qui sont des graphes normaux sur chacune des X;(¢). Une fois de plus, ces familles de
surfaces sont paramétrées a I'aide de leurs bords respectifs. Cette étape est décrite dans
le paragraphe 3.5.

Enfin, nous étudions avec soin les données de Cauchy aux bords des surfaces de ces
familles de dimensions infinie. En utilisant la théorie du degré, on montre qu'il existe des
données de Cauchy qui coincident, permettant ainsi de recoller les différentes surfaces
et de produire une surface a courbure moyenne constante S,. L'un des principaux avan-
tages de notre construction est d’éviter toute utilisation de fonctions troncature qui, en
raison de trés grand degré de nonlinéarité des équations qui sont en jeu, ont été la cause
de beaucoup de complications dans les constructions précédentes. Cette derniére étape
est décrite dans le paragraphe 3.6.

3.1. Les caténoides

Une paramétrisation isotherme d’'un caténoide d’axe de révolution z, est donnée
par

X(s,0): = (coshs cos 8,coshs sin @, s).

Choisissons alors le champ de vecteur normal donné par

1
v(s,0) : = —— (- cos 8, — sin 0, sinh s).
cosh s
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Dans ce cas, il est facile de voir que 'opérateur de Jacobi pour le caténoide est alors
donné par

cosh? s.) '

On montre aussi sans trop de problémes que, pour toute fonction scalaire w définie sur
R x S!,1a surface paramétrée par

1 2 a2
ZL:. = coshz P (ass + 399 +

Xp:=X+wyv,

est a courbure moyenne constante égale a Hy si et seulement si w est solution de1'équa-
tion aux dérivées partielles non linéaire suivante

1 w  Vw Viw
w = Hy, + ' , ,
0 coshZ s 2 (coshs cosh s’ cosh s)

1 . w Vw Viw
coshs coshs’ coshs’ coshs/’

)
+

Dans cette formule importante qui permet de voir la structure des nonlinéarités du pro-
bleme, Q' est un polynéme homogéne de degré 2 et Q"' est un polynéme qui ne contient
aucun terme de degré inférieur ou égal a 2. De plus, pour tout k € N, les coefficients de
ces polynémes sont des fonctions de s et de 6 qui sont bornées dans @*(R x S?!) et ce,
uniformément en .

3.2. Del'utilité des espaces de Holder a poids

On étudie dans un premier temps 'opérateur Z quand il agit sur des espaces a
poids: Pour ceci, pour tout k € N, pourtout § € R et pour tout & € (0,1), nous dé-
finissons I'espace

@ff“(ﬂ% xS§Y: = {w € @,’;g(m xSV i llwllkas: = s;;lg (cosh‘s slwlk,a,fs,sm) < oo},
ou par définition |w|k «,[s,s+1) désigne la norme usuelle dans I'espace de Holder classique

@k (]s, s+ 1[xS).

Si I est un intervalle fermé de R, fég""‘(l x S!) désignera I'espace des restriction des
fonctions de ZF*(Rx S') a Ix S*. Bien entendu, cet espace est muni de la norme induite.

11 est facile de voir que
LG RxS") — @%Rx S,

est un opérateur borné et qu'il est de Fredholm si et seulement si § ¢ Z. Les propriétés
de & sont faciles a établir, en effet il suffit de projeter Z sur I'espace des fonctions de la
forme w,(r) e° etI'étude de Z se raméne a I'étude de la suite d’opérateurs

L = ; (_dz_ —_ nz + 2 )
" cosh?s \ ds? cosh?s/’
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Les propriétés de Z peuvent étre résumées dans la

PROPOSITION 2. — Sid < 0, l'opérateur & est injectif et n'est pas surjectif. Soitn € N,
si6 €ln, n+ 1[, l'opérateur Z est surjectif et n'est pas injectif, son noyau est de dimension
2(n+1). .

Certains champs de Jacobi (solutions de I’équation homogéne Zw = 0) sont sim-
ples a identifier puisqu'ils correspondent a des familles a un parameétre de surfaces mi-
nimales auxquelles appartient le caténoide. En particulier on trouve

¢%*: =tanhs,
qui correspond a la translation du caténoide le long de I'axe des z,
$%" : =1 - s tanhs,
qui correspond aux dilatations du caténoide,

1+

1
= cos @ et Pt =
cosh s cosh s

qui correspondent aux translations du caténoide dans une direction perpendiculaire a
I'axe des z et enfin

sin 6,

Pl = (co:h ~+ sinh s) cos 6, et ol = ( + sinh s) sin 6,

coshs

qui correspondent aux rotations de 1'axe du caténoide dans une direction perpendicu-
laire. On remarque que ces champs de Jacobi engendrent le noyau de I'opérateur 2,
lorsque le parametre § € 10, 1[.

Par la suite nous ne considérerons que des caténoides tronqués. Pour toute fonction
définie sur S', définissons alors I'opérateur de projection

'’ (E an ei"e) ;= E a, e'"®.
nez Inl22

Dans le cas d'un caténoide tronqué, nous obtenons, a la place de la proposition précé-
dente la

PROPOSITION 3. — Supposons que & € ]1,2[. Alors, pour tout so € R*, il existe un
opérateur

Gsy 1 €% ([—50, 50] X S') — @2*([-s0, 50] X S1),
tel que, pour tout f € @2’_"‘2([-—50, so) x S1), la fonction w = Gy, ( f) est solution de

Zw

f dans (-sg, sp) x S!
™w = 0 sur {xsp} x SL.

De plus, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de sy telle que ||Gs,( f)llz,a6 <
cll fllo,as-2-
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Quelques remarques s'imposent. Le choix de I'intervalle dans lequel on prend le para-
métre & ainsi que le choix, qui peut paraitre étrange, de la condition au bord m"”"w = 0
sont en quelque sorte imposés par le fait que I'on désire avoir une majoration uniforme
de la norme de I'opérateur G;,. Par exemple, si I'on suppose toujours que § € ]1,2{ et
si 'on impose comme condition au bord w = 0, on peut toujours résoudre I'équation
ci-dessus mais cette fois, la norme de l'inverse de & dépend de sg et tend vers +o0 quand
so tend vers +oo.

3.3. De I'utilité d’'un Théoréme de point fixe
Définissons
1
Se: = =g loge. (2)

Le choix de cette constante sera justifié dans le paragraphe 3.5. On note C; I'image par
'homothétie de rapport & ducaténoide tronqué défini par X ([-s, s¢] X S'). Autrement
dit

C: =eX([~se 8] % SH).

Notre objectif est maintenant de rechercher (presque) toutes les surfaces a courbure
moyenne constante égale a Hyp, qui sont des graphes normaux au dessus de C;.

On constate en utilisant (1) que, pour résoudre ce probléme, il suffit de résoudre
" 1 1 2 ’ 2 .
pour tout couple (¢, ") e (’62""(81)) , 'équation

Zw = € Hy+eQw/e) dans  (=s; ) x S!
3)
n'w = ¢ sur {#s,} x SL.

ou Q regroupe I'ensemble des termes non linéaires. Afin de résoudre cette équation non
linéaire, on utilise bien entendu le résultat de la Proposition 3 ainsi que les propriétés de
Q et Q' qui permettent de mettre en ceuvre un Théoréme de point fixe pour les applica-
tions contractantes.

Pour tout ¥ > 0, on montre qu'il existe une constante ¢, > 0 et & > 0 tels que, pour

’ r 43 2 . .
tout £ €]0, 5] et pour tout (¢, ¢”) € (fez'“(sl)) vérifiant |17 (12,6 < k€2, il
existe une unique solution de (3). Le fait que I'on restreigne notre étude aux données aux
bords dont la norme est plus petite que « £3/2 sera justifié dans le paragraphe 3.5.

Afin d'effectuer le recollement, toutes les informations dont nous aurons besoin
sont contenues dans I’'opérateur qui au couple de données aux bords (¢.+, $_) associe
les données de Cauchy de w solution de (3) aux deux bords. Analytiquement, on définit
I'opérateur de Cauchy

& (TT" ((eZ,a(sl)))z _— (@2'0‘(81) x @l.a(sl))z

(d)f,f,d)f_') —  (w(xsg, ), 0sw(xsg,+)),
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ol w est la solution de (3). Lopérateur % est clairement un opérateur non linéaire dont
on montre qu'il est trés proche d'un opérateur linéaire qui est simplement donné par

H(pL 87 : = (¢, Ded) .
Ou par définition

Dy (Z an ei"e) D= Z Inlay, .

nez nezZ

En effet, on montre que I'on al'estimation suivante
3/2
(% = B (DL, b)) | praxerap < c€V3,

qui est valable pour tout ||¢ 2.« < k £€¥/2. Remarquer, et ceci est trés important, que la
constante ¢ ne dépend pas de k, pourvu que ¢ soit choisi suffisamment petit.

Pour résumer, on a obtenu une famille de dimension infinie de surfaces a courbure
moyenne constante égale a Hy, qui sont proches de C;. Cette famille est paramétrée par
les données aux bords ¢, et 'on notera C, (¢, ¢”) la surface correspondante.

3.4. DeI'utilité de ]la fonction de Green

Déformation analytique. Considérons le cas de la surface Z,. Au voisinage de l'ori-
gine, X, peut étre localement paramétrée comme un graphe vertical

B, 3 (x,y) — (x,y, u(x,y)) € %, C R®,

Avec ces notations, la courbure moyenne de X; au point de parameétre (x, y) est donnée
par

Vu
Hu(x,y) =V (W) .

Lopérateur de Jacobi prend alors la forme suivante

Vw Vu-Vw u
(l+|Vu|2)”2 (1+|Vu|2)3/2 :

Ayw: =V<

On note Az, I'opérateur de Jacobi pour X correspondant au champ de vecteur nor-
mal v,. Par hypothése la surface est non dégénérée. Il existe donc une fonction I solu-
tion de

AsTp = =21, dans b
ro = 0 sur 32].

Au voisinage de I'origine, I'opérateur Az, est proche de I'opérateur A, et on montre ai-
sément qu'il existe des constantes ay, a), a; € R telles que

Io(x,y)=-logr+as+ay x+ay+ o(r? logl/r),
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Pour tout € > 0 nous définissons la surface £, (¢) comme étant la surface paramé-
trée par

Z)\B, > p— p+eh(p) vip) € R
ot par définition, nous avons posé
re : = € coshs,.

Ce choix sera lui aussi justifié ultérieurement. Remarquons que la surface X (¢) a main-
tenant deux bords. L'un qui correspond au bord de X;, et que nous désignerons par bord
extérieur, et I'autre qui est I'image de 3B, N X; par p — p + eIy(p) V(p), et que nous
désignerons par bord intérieur.

Déformation géométrique. Une fois que cette déformation analytique de la surface
initiale a été faite, nous passons maintenant a la déformation géométrique. Dans un pre-
mier temps, dans la définition de X,(¢), on modifie le parameétre € en £ — e, pour tout
e €] — & ¢[. Ensuite, étant donné R € R?, on fait agir la rotation d’angle |R| dans le
plan engendré par les vecteurs (0,0, 1) and (R/|R|, 0). Enfin, on translate la surface par
le vecteur (T, d) € R? x R.

Lensemble des parameétres ci-dessus estnoté.«Z = (T, R, d,e) € R x RZx Rx Ret
on notera X, (¢&,.#7) la surface obtenue aprés toutes ces transformations. Par définition,
la norme de .« est donnée par

latll : = V4 | Tlig2 + 1logel™! |d| + €% | Rligz + lel.
R g

Le point important est I'étude de I'influence des transformations géométriques décrites
ci-dessus sur le sur le bord de X, (¢). On montre qu’'un voisinage du bord intérieur de
21 (¢,22) est paramétré par

(x,y) — (x,y,—s]ogr+ (e ]bgr+ d+ R1x+R2y+£r"2(T1x+ sz)) + 0(53’2)),
(4)

si [ls2]l < k €32, Ici aussi, le point important c’est que ¢(£3/2) peut étre majoré indépen-
damment de k pourvu que ¢ soit choisi assez petit. De plus, la restriction de la fonction

(x,y) — (e logr+d+Rix+Ry+er?(Tix+ sz)),

a 3B, est une fonction qui appartient a 'espace Vect{1, e*¢}.

On procéde maintenant comme dans le paragraphe précédent et I'on construit, a
partir de X, (¢,/) une famille de dimension infinie, de surfaces a courbure moyenne
constante, qui est paramétrée par la donnée au bord ¢"' € m"(#*>*(S')). On notera
3, (,#, @"') la surface correspondante.

Une fois de plus, toutes les informations concernant 2, (¢,.#, ¢'’) qui seront néces-
saires pour le recollement, sont contenues dans I'opérateur de Cauchy qui a .« et ¢"
associe les données de Cauchy qui correspondent 4 X, (¢,.#, ¢"’). Nous ne donnons pas
les détails mais les résultats sont trés proches de ceux obtenus dans le paragraphe pré-
cédent pour le caténoide. On effectue un travail semblable avec 2.
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3.5. Justification du choix de s, et de 7,

Comme promis, nous justifions notre choix de s, et de r,. Au voisinage de I'origine,
la surface modifiée X, (¢) est paramétrée par

(x,y) — (x,y,u(x,y) — €logr+ 0(er)). (5)

De plus, étant donné que le plan tangent a X, en 0 est le plan x y, on voit que u(x,y) =
o(r?).

D’autre part, on constate que la partie inférieure de I'image du caténoide de G, par
une homothétie de rapport ¢ peut étre paramétrée (modulo une translation) par

(x,y) — (x, y, —&logr+ o r'z)) . (6)

La comparaison de ces deux développements limités montre que, pour minimiser la dis-
tance entre ces deux surfaces, il suffit de minimiser une expression de la forme

o(P+er+er?),
Autrement dit, il faut choisir
r~ g4,
ce qui correspond au choix effectué au paragraphe 3.4. Etant donné la relation entre les
variables r et s

r = ¢ coshs,

le choix de r ~ £3/4 correspond donc au choix de
s - log e
3 °B®

ce qui est conforme a notre choix dans le paragraphe 3.3.

Avec de tels choix on constate que la distance entre les deux surfaces est majorée
par une constante fois £3/2. C’est la raison pour laquelle nous ne nous intéressons qu’aux
perturbations des bords intérieurs, perturbations qui sont mesurées par la norme de ¢,
etla norme de.«, de I'ordre de k €32, Pour une constante k > 0 fixée assez grande.

3.6. Le recollement

Il s’agit maintenant de déterminer ¢, , ¢’ et .«Z de telle sorte que les données de
Cauchy des trois surfaces Xy(¢,., ¢”), G, (P, d”) et Z,(¢,.2, p)) coincident. Lexis-
tence de telles données est une conséquence de la Théorie de degré de Schauder. Plus
précisément, on utilise les limites des opérateurs de Cauchy définis dans les paragraphes
précédents (par exemple % pour C; (¢}, _)). Ces opérateurs sont linéaires et'on mon-
tre montre facilement que, pour le probléme limite, il existe des données de Cauchy qui
coincident, ensuite on utilise un argument de degré pour démontrer que le méme résul-
tat subsiste pour les opérateurs non linéaires (tels que .% pour C, (¢, ¢”’)). Ceci termine
la construction de S;.
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4. Surfaces a courbure moyenne constante et un nombre fini de bouts
de type Delaunay

Les premiers exemples de surfaces a courbure moyenne constante font partie d'une
famille a un parametre de surfaces de révolution qui ont été découvertes en 1841 par De-
launay [1]. Nous renvoyons a I'article de J. Eells [2] qui montre comment les courbes
qui engendrent ces surfaces apparaissent de maniére naturelle comme roulettes de co-
niques.

Dans cette famille de surfaces de révolution, deux sous familles se distinguent. La
premiére est constituée de surfaces plongées, les onduloides. Géométriquement parlant,
ces surfaces sont engendrées par une courbe qui est obtenue en repérant la trajectoire
d'un des foyers d'une ellipse qui roule sans glisser sur une droite. La deuxieéme sous fa-
mille est constituée de surfaces immergées les nodoides, obtenues en recollant les trajec-
toires des deux foyers d’'une hyperbole qui roule sans glisser sur une droite. Nous don-
nons maintenant une définition analytique de ces surfaces.

4.1. Surfaces de Delaunay plongées : les onduloides

Pour tout T € (0, 1/2), définissons la fonction o comme étant I'unique solution de
(3s0)2+471%cosh?0 =1, et  3,0(0)=0. (7)
Ensuite, nous définissons la fonction k
dsk=72(1+€7), et  k(0)=0. (8)
On vérifie alors sans peine que la surface de révolution paramétrée par
Xr:(5,0) — (T€”* cos 6, T e’ sin 6, k(s)),

est une surface a courbure moyenne constante qui est plongée. Le fait que cette surface
est & courbure moyenne constante est essentiellement di au fait que o est solution de
(7) et le fait que la surface soit plongée est une conséquence du fait que k est strictement
croissante [13]. Les surfaces décrites ci-dessus ainsi que leurs images par des déplace-
ment sont appelées onduloides.

Quand 7 tend vers 0, ces surfaces convergent vers une réunion de sphéres de rayon
1 alignées sur I'axe des z alors que quand 7 tend vers 1/2, ces surfaces convergent vers
un cylindre droit de rayon 1/2.

4.2. Surfaces de Delaunay immergées: les nodoides

Cette fois ci, pour tout T > 0, nous définissons & comme étant I'unique solution de

(3:6)2 +4T2sinh?6 =1, et  9,0(0) =0. 9
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Ensuite, nous définissons la fonction k
sk=7(1-¢€7), et k(0 =0. (10)
La surface de révolution paramétrée par
(5,8) — (1% cos 0, T e’ sin 0, k(s)),

est une surface a courbure moyenne constante qui est immergée. Remarquons que cette
fois ci, la fonction k n'est plus un difféomorphisme et ceci entraine que la surface n’est
pas plongée. Les surfaces décrites ci-dessus ainsi que leurs images par des déplacement
sont appelées nodoides.

Quand T tend vers 0, ces surfaces convergent vers une réunion de sphéres de rayon
1 alignées sur I'axe des z.

4.3. Lopérateur de Jacobi pour les surfaces de Delaunay

Comme nous I'avons fait dans le cas des caténoides, nous pouvons étudier les pro-
priétés de I'opérateur de Jacobi associé a une surface de Delaunay. Celui ci est donné
par

1
TZeZU’

% : =

(3% + 35+ 4 2 cosh(20)) . 11

Certains champs de Jacobi sont faciles a déterminer puisqu'ils correspondent a des
familles a un parametres de surfaces a courbure moyenne constante. Par exemple

¥*: =gy,
qui correspond a la translation de la surface de Delaunay le long de I'axe des z.
N 1-712
w&- T = —T—T—os d9rk-+v1-712¢% cosho (1 + 13; 0),

qui correspond au variations du parameétre 7. Ensuite,
¥!*: =1 cosho cos 6, et &;" =17 cosho siné,

qui correspondent aux translations de la surface de Delaunay dans une direction per-
pendiculaire a I'axe des z. Et enfin

Y2~ : = kT (cosho + 05¢e”) cos 6 et $;~ = kT (cosho + 05¢?) sin ¥,

qui correspondent aux rotations de '’axe de la surface de Delaunay dans une direction
perpendiculaire.

Lobservation essentielle est que tous ces champs de Jacobi croissent au plus linéai-
rement par rapport a s. En utilisant la projection de I'opérateur de Jacobi sur 'espace
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des fonctions engendrées par e'"?, on détermine aisément les propriétés de % . On dé-
montre qu'il existe une suite (Yn(T))nzo € R, vérifiant

Yo(T) = n1(T) =0,

et,pourtoutn 2> 1

Yn(T) < Yne1(7).

Les constantes y,(T) sont appelés racines indicielles, elle déterminent les différents
comportement asymptotique (quand s — *o) des solutions de I'équation homogéne
Zw = 0. Ces racines indicielles jouent une réle essentiel dans la compréhension des
propriétés de I'opérateur de Jacobi lorsqu’on le fait agir sur les espaces a poids que nous
avons définis dans le paragraphe 3.2. En effet, on montre que I'opérateur

% R xS — @ (Rx ShH,

est de Fredholm si et seulementsid ¢ {+y,(T) : n € N}. De plus, nous avons la

PROPOSITION 4. — Supposons que § < 0, alors l'opérateur % est injectif et n'est
pas surjectif. Pour tout n 2> 1, l'opérateur %, est surjectif et n'est pas injectif si 6 €
Iyn(T), Ynar (T)[.

Ce résuitat est pour les surfaces de Delaunay, une traduction du résultat de la Proposi-
tion 2 que nous avions énoncé pour les caténoides.

Soit x une fonction troncature telle que x = 1 pourtouts > 1 et x = 0 pour tout
s < —1.Définissons

& =Vect{ x¥J*, (1 - x)¥J* : j=-1,0,1}.

C’est un espace de dimension 12. On vient de voir que, lorsque § < 0, I'opérateur % est
injectif mais n’est pas surjectif. Néanmoins, nous avons le résultat suivant

THEOREME 2. — [7] Supposons que$ € ] — y, (1), 0[. Alors, l'opérateur
%G (Rx S ez — € (Rx S,

est surjectif et son noyau est un espace de dimension 6.

Nous verrons dans le paragraphe suivant que, sous une hypothése non dégénérescence,
le résultat précédent peut étre étendu a toutes les surfaces non compacte a bouts de type
Delaunay.
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4.4. Le role des surfaces de Delaunay et espace des solutions

Les surfaces de Delaunay jouent un réle trés important dans I'étude des surfaces
a courbure moyenne constante non compactes. Par exemple, N. Korevaar, R. Kusner et
B. Solomon [6] ont démonté que tout bout plongé d'une surface a courbure moyenne
constante est asymptote a une surface de Delaunay.

Supposons que M est une surface a courbure moyenne constante avec k bouts
E;,..., Ex de type Delaunay. Modulo un déplacement, chaque bout E; est un graphe
normal au dessus d'une demi surface de Delaunay

[Si,+00) x §*  (5,0) — X;, + wi vy, € E;,

ou T; €1]0,1/2[, v, est un champ de vecteur tangant a la surface de Delaunay para-
métrée par X, et ou la fonction w; € ’ég""([sj,ﬂo) x §') pour tout § €] — y2(1),0[.
Pour chaque bout, on trouve, comme nous l'avons fait pour une surface de Delaunay, 6
champs de Jacobi qui correspondent aux transformations géométriques évoquées pré-
cédemment et qui sont associées aux racines indicielles +y ;(t;), pour j = -1,0,1.0n
les note

¥/*  for  j=-1,01 e i=1,...,k

Enfin, on note %), I'opérateur de Jacobi associé a M.

On décompose M en une partie compacte M° et les différents bouts E;. Nous défi-
nissons alors sur M I'espace

k

k. . K, : =

EFNM) : ={we CEEM) : 1whkas: = D NWig lkas + 1w lkame < +o0
=1

ot || |lk,«.5 €stla norme qui a été définie dans le paragraphe 3.2.

On note
g : =@, xVecti x(- ~ SH¥L* : j=-1,0,1}.

Le résultat du Théoreme 2, qui n'était valable que pour des surfaces de Delaunay, peut
alors s'énoncer ne toute généralité sous la forme du

THEOREME 3. — Supposons qued € n{;l] ~ y2(T;), 0[. Supposons de plus que l'opé-
rateur

D 1 EFX (M) — &7 (M),

est injectif. Alors %y défini de &2 (M) ® @ dans &3 (M) est surjectif et son noyau est un
espace de dimension 3 k.
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Nous pouvons maintenant donner la définition de surface a courbure moyenne
constante non compacte non dégénérée.

DEFINITION 1. — Nous dirons que la surface a courbure moyenne constante M est
non dégénérée si l'opérateur de Jacobi

Sy : EFX (M) — &5 (M),

est injectif pour tout§ € (-, 0).

Cette définition étend aux surfaces non compactes, la notion de surface non dégénérée
que nous avons déja utilisée pour les surfaces compactes a bord. Par exemple, une sur-
face de Delaunay est toujours non dégénérée.

Les surfaces de Delaunay mises a part, de nombreuses surfaces a courbure moyen-
ne constante non compacte, complétes, a k bouts ont été construites par N. Kapouleas
[5] et plus récemment K. Grosse-Brauckmann a construit des familles de telles surfaces
qui ont une symétrie [3).

On notera 4 ; I'ensemble des surfaces a courbure moyenne constantes de genre g
qui ont k bouts de type surface de Delaunay. Il sera utile de décomposer cet ensemble de
la maniere suivante

AM,g = Mg U Mg U My,

otx./tk'fg désigne I'ensemble des surfaces dont tous les bouts sont asymptotes a des ondu-
loides et ', désigne 'ensemble des surfaces dont tous les bouts sont asymptotes a des
nodoides. Enfin ..It,c’f'g désigne I'’ensemble des surfaces dont les bouts sont des deux types.

R. Kusner, R. Mazzeo et D. Pollack ont étudié les propriétés de ¢ [7]. Le résul-
tat principal de leur étude est que cet ensemble est localement une variété analytique
de dimension 3 k au voisinage de tout élément non dégénéré. Bien que de nombreux
exemples de surfaces appartenant a ./ ; aient été mis en évidence grace aux travaux de
N. Kapouleas et K. Grosse-Brauckman, I'existence de surfaces non dégénérées était un
des problémes ouverts qui a motivé la construction de nouvelles surfaces [8].

4.5. Construction de nouvelles surfaces

On démontre, en utilisant la technique exposée dans le paragraphe 3, que des sur-
faces a courbure moyenne constante appartenant a./ x peuvent étre construites a partir
de surfaces de Delaunay et de surfaces minimales a k bouts asymptotiques a des caté-
noides.

On note 5#; x I'ensemble des surfaces minimales de genre g ayant k bouts, tous de
gk 8 g ay

type plan ou bien de type caténoidaux. Comme nous I'avons fait pour les surfaces a cour-

bure moyenne constante, nous décomposons cet ensemble en

Hyk = Hyp U Hh U xg‘fk,
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ou J(; , désigne I'ensemble des surfaces dont tous les bouts sont asymptotes a des caté-
noides qui ont la méme orientation et 5#;; désigne I'ensemble des surfaces dont tous les
bouts sont asymptotes a des caténoides qui ont des orientations différentes. Enfin Jé’g‘?k
désigne I'ensemble des surfaces dont au moins I'un des bouts est de type plan.

L'espace o i a été étudié par J. Perez et A. Ros [11]. Comme dans le cas des surfaces
a courbure moyenne constantes, on retrouve le fait que 5#,x est une variété analytique
au voisinage de tout élément vérifiant une certaine condition de non dégénérescence.

DEFINITION 2. — Nous dirons que la surface minimale M € 3, U 5, est non
dégénérée si l'opérateur de Jacobi

By : EFN(M) — & (M),

est injectif pour tout$ € (-, -1).

Ici, la définition de I'espace é‘g""‘(M ) est identique a celle donnée dans le paragraphe
précédent pour les surfaces a courbure moyenne constantes. 1l suffit simplement de
remplacer le role joué par les surfaces de Delaunay de parameétre T, par des images des
caténoides par des homothéties de rapport T > 0.

En utilisant les éléments de #; i, nous démontrons le

THEOREME 4. — [8] Soit 3, € J(;’ x Y J@",’c On suppose que Xy n'est pas dégénérée.
Alors, il existe deux familles distinctes de surfaces a courbure moyenne constanteXf,3; €
g k. indexées par € €]0, £], qui sont construites en recollant des demi surfaces de Delau-
nay sur chaque bout de la surface € Z.

Les surfaces £ sont construites de telle sorte que :

1. Pour tout R > 0, les suites de surfaces ! ¥ N Bg convergent vers Z, N Bg, quand
€ tend vers 0, pour la topologie €.

2. SiZy € Ay alorsIy € My etZ; € M.
3. SiZo € A alorsI7 € ULy,

4. Les surfaces X7 sont des points non dégénérés de g,

Les deux familles distinctes de surfaces de .#; x correspondant 4 un méme élément 2
sont obtenues en recollant des demi surfaces de Delaunay (qui peuvent étre des ondu-
loides ou bien des nodoides) sur chaque bout de la surface minimale € Zg, selon I'orien-
tation choisie pour Z. Si tous les bouts de £, sont asymptotiques a un caténoide dont
I'orientation est fixée, alors on peut attacher des nodoides a chaque bout ou bien des
onduloides a chaque bout. En revanche, si les bouts de £, sont asymptotiques a des ca-
ténoides d'orientations différentes et sil'on attache des onduloides sur tous les bouts qui
ont une orientation donnée, on doit alors attacher des nodoides sur les autre bouts, qui
correspondent a l'autre orientation.
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4.6. Les surfaces construites par N. Kapouleas

Il est instructif de voir comment les surfaces obtenues par N. Kapouleas, peuvent
étre obtenues par notre méthode. En effet, les solutions construites par N. Kapouleas,
sont qualitativement distinctes des solutions qui sont décrités ci-dessus.

Etant données les étapes de notre construction telles qu'elles ont été décrites dans le
paragraphe 3, la construction de N. Kapouleas correspondrait a la stratégie suivante. On
part de la sphére unité S2. On se donne un certain nombre de points py, ..., px € S? et
un certain nombre de réels a;, ... , ax € R\ {0}. Dans un premier temps, on perturbe la
sphere S? en utilisant la solution de Green. Plus précisément on considere (si elle existe)
la fonction I'solution de

k
ApT+2T=)_a;6p,. (12)

i=1
Ensuite, on définit, pour tout £ > 0, la surface §%(¢) par
S\ {p1,.... Pk} @ p — p+el(p)v(p)

Le reste de la construction est identique a ce qui a été esquissé dans le paragraphe 3:
On essaie alors de recoller cette surface avec des demi surfaces de Delaunay dont les
parametres T j sont trés petits. La relation entre 7;, £ et le parametre a; est

a;e=T2.

Malheureusement, comme nous I'avons déja fait remarquer, I'opérateur A g2 +2 n'est
pas injectif et, afin que I'équation (12) ait une solution, il faut que le membre de droite
vérifie la relation de compatibilité suivante

k
Z a, pi = 0.
i=1

Cette relation est une contrainte que doivent vérifier les points p; ainsi que les coeffi-
cients a; pour que la construction soit possible (balancing formula). Remarquons que
dans la construction du Théoréme 4 et bien que cela ne soit pas explicite, nous impo-
sons aussi une telle contrainte qui est cette fois ci est implicitement contenue dans le
fait que la surface minimale X, existe.

5. Surfaces de type dipoles

Bien entendu le résultat de désingularisation de surfaces compactes a bords, ob-
tenu dans le Théoréme 1, s'étend aisément aux surfaces non compactes. On peut par
exemple remplacer les surfaces X, et 2, par des surfaces non dégénérée de 4 ;. Dans le
cas particulier ou1 Z; et Z; sont deux surfaces de Delaunay tangentes qui sont désingula-
risées grace a notre méthode, la surface désingularisée est appelée surface de type dipéle
par analogie avec les solutions obtenues par R. Mazzeo, D. Pollack et K. Ulhenbeck dans
le cadre du probléme de Yamabe singulier [10).
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