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Séminaire de Théorie Spectrale et Géométrie VIII. 1
CHAMBERY-GRENOBLE

1984-1985

INTRODUCTION AUX QUASICRISTAUX
par Laurent GUILLOPE

L'origine de cet exposé est un article du Monde (I5],voir
aussi [15,16)) "L'interdit du pentagone' relatant 'la découverte d'un cris-
tal paradoxal” Son mystére nous motiva suffisamment pour tenter de
cerner le paradoxe . pourquoi la symétrie d'ordre 5 était-elle bannie du
monde des cristallographes, quelles structures nouvelles étaient proposées,

comment comprendre le néologisme introduit de '"quasicristal' ?

En cristallographie classique, toute structure cristalline macros-
copique (8C) provient d'une distribution en réseau ( 4c) de la matiere
i 1'échelle microscopique des constituants atomiques. Cette structure (s )
est étudiée via des expériences de diffraction, dont nous exposons, pour
commencer, le principe général ([12)) : les figures de diffraction résul-
tent des interférences des ondes diffusées par chacun des sites de (4c)
L'amplitude de diffusion globale s'exprime en terme de transformée de
Fourier et d'aprés la formule de Poisson, son support est lié au réseau
réciproque de ( 4c) . Ainsi les symétries des figures de diffraction re-

flatent celles ae (sc) .

Les figures de diffraction obtenues par Schechtman-Blech-
Gratias-Cahn [10] & partir d'un certain alliage d'aluminium-manganase
présentent sans conteste des symétries d'ordre 5, ce qui est contradictoi-

re avec la théorie classique comme nous le voyons dans le second para-

graphe.

Les cristallographes se doivent donc de trouver de nouveaux



VIII. 2

modeles. Les pavages de Penrose, qui présentent des symétries locales
d'ordre 5, avaient déji attiré 1'attention i propos de cristaux d'or ([8]).
Nous les présentons brievement, & la maniére originale i.e. comme des
puzzles ordinaires. Apreés avoir établi qu'on peut réellement paver le plan
tout entier avec les deux types de pavés (un losange fin F de plus petit
angle /5 , un losange gros G de plus petit angle 21/5) conformément
a certaines regles, on montre que tout pavage a, asymptotiquement, une
proportion de § pavés F pour 1 pavé G, ol & note le nombre
d'or (1+4/5)/2 . En corollaire aucun pavage de Penrose ne posséde deux
translations linéairement indépendantes le laissant invariant. En passant
notons les pavages de Penrose tridimendionnels ([8]) et les propriétés

exotiques des pavages planaires (citées dans [4]).

Le modele de Duneau-Katz ([2,3]) présenté au §4, permet de
générer les pavages de Penrose de maniare globale. On se limite a trai-
ter le cas d'une structure unidimensionnelle "quasi-périodique'. Le prin-
cipe général n'est pas difficile & décrire ; la justification des résultats
étant malgré tout liée i des problemes combinatoires et géométriques bien

délicats, nous renvoyons aux papiers de Duneau-Katz,

Nous terminons par un calcul de transformée de Fourier %(S)
de structures discretes S a la Duneau-Katz. Formellement, ce n'est
qu'un exercice utilisant la formule de Poisson et les propriétés des dif-
férents produits fonctionnels relativement 4 la transformation de Fourier :
3(S) est la somme de masse de Dirac en les points d'un sous-groupe
(en général non discret) de type fini. On a ainsi une justification aux
appellations ''quasipériodique, quasicristal'. L'étude des convergences
en jeu introduit des conditions diophantiennes classiques dans les proble-

mes quasipériodiques.

Notons pour finir la similarité frappante des figures de diffrac-
tion de [10] avec celles obtenues par le calcul des transformées de

Fourier de pavages de Penrose ([3], [8]).
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l]. — FIGURES DE DIFFRACTION

A - DIFFUSION

Soit l'espace E (de dimension n =3 dans la pratique), de
dual H et notons (.) le produit de dualité entre E et H . Si E est
muni d'une structure euclidienne on peut identifier E et H , ce qu'on évi-
tera néanmoins de faire dans cet exposé. On notera O le point origine
standard de E et pour le point courant M de l'espace affine, r notera

le vecteur OM .

Etant donné un échantillon de matiere 9 , d'étendue macros-
copique finie et dont certaines propriétés macroscopiques laissent suppo-
ser une structure microscopique (i.e. a l'échelle atomique, de l'ordre
de I'angstrém) réguliere, on se propose par une expérience de diffraction

d'étudier cette derniere.

A cet effet, on envoie sur %; un faisceau monochromatique d'on-
des électromagnétiques. Vu la dualité ondes-corpuscules on peut dire de
maniére équivalente qu'on envoie un faisceau de particules d'un certain
type (photons, électrons, neutrons...) d'énergie E = hvo = hc/)\0 (h

constante de Planck, c¢ vitesse de la lumiere, v_ fréquence, )‘0 lon-

0
gueur d'onde) et d'impulsion Py (|p0| =h/) 0) . On notera "o le vecteur

d'onde x_ = 21Tp0/h .

0

Ce faisceau est décrit par 1'onde exponentielle
-1 _ - :
(1.1) Aoexp [i(2nh (po,r) + cpo)] = AO exp[l((no,r) +cp0)] .

En chaque point M1 de la structure microscopique 7 (suppo-
sée se composer d'un ensemble discret L de centres diffuseurs), l'onde

(1.1) va diffuser i.e. créer pour chaque vecteur d'onde x , une onde
A, 1y wo) exPi((n, T) + @)

Le facteur f(Ml, )

0) est lié aux caractéristiques (charge, masse...)
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des particules en présence dans le choc, on le suppose indépendant du

site M1 de L (.e. L homogene). La phase ® est déterminée par
R . $ o = + .

les conditions de continuité (n,rl) 9 (no,rl) 9 - Soit

P = (uo-n,rl) +ch . Ainsi l'onde diffusée par % a une composante mo-

nochromatique de vecteur d'onde x du type Adiffw exp i((u—uo,r)ﬂpo)

d'amplitude

(1.2) Adiff(n) = Aof(n, KO) MELexp[i(u-uo,r(M))]

B - TRANSFORMEE DE FOURIER

Soit de une mesure de Haar sur E . On définit la transfor-

mée de Fourier sur l'espace g(E) des fonctions de Schwartz sur E par
2 -i{n,e
.3  fes®, fn=1 XM gede, nen.
E

On note alors dn la mesure de Haar sur H (dite compatible

avec de) , définie de maniére unique, telle que l'on ait la formule de

Plancherel

2 A 12

[ [e|'de= [ |fm)|"dn , fe8E) .

E H
La transformée de Fourier inverse est alors donnée par

v ile,
¢ €SH) , oE) =‘]"cp(1'\)e< n)dn, e€H.
H

Si E = ]R.n = H avec coordonnées (xl,...,xn) et si de = Cdx_...dx

1 n 1" "n”’
ona dn=C (2n) dxl...dxn

On étend la transformée de Fourier.a g'(E) , espace des dis-

tributions tempérées sur E par

Tcs'E®), (T,9)=(T,9), pcs®,

ol c~p est la fonction sur H définie par é(n) = @(-n , neH . Ce
prolongement de la transformée de Fourier est compatible avec (1.3) si

on injecte l'espace Lrln (E,de) des fonctions intégrables & croissance mo-
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dérée sur E dans S'(E) en associant & f ELlln(E,de) la mesure f(e)de.

Si L est unréseau de E (i.e. un Z-module libre de rang n
engendrant E) , le réseau réciproque )\ de L dans H est le réseau

A défini par

A= eH|(\,L)c 2n Z{ .

La transformée de Fourier de la masse de Dirac 6(e0) est

I'exponentielle exp(i(eo, n)) et on a la formule de Poisson
N -n
2 5(8) = (2m 2z 8 .
geL AEA

C - FIGURES DE DIFFRACTION

N———

En terme de transformée de Fourier, la formule (1.2) se ré-
écrit
/\
A=A fu,n) 2 dM)(n-n) .
diff 0 0 MecL 0

Supposons, conformément au canon cristallographique, que % est homo-
gene, infiniment étendu et constitué de centres diffuseurs disposés en un

réseau L . On a alors, d'aprés la formule de Poisson

Ay = @M A G K) D S(h-K A

0 A€EA

0

Le faisceau diffracté, frappant un

%
/ écran sensible (¢) , imprime sur (g)
*0 des taches de diffraction (qui dans ce

w0
m modele sont purement ponctuelles, cf.
remarque 3) correspondant aux vecteurs
(€)
fig. 1.a d'onde #x du réseau affine no+/\ (figd.a).

En diffraction monochromatique (i.e. seuls les faisceaux de m&me
énergie que le faisceau incident impriment l'écran), les variations de 1'o-

rientation du faisceau incident, et de son énergie, permettent d'étudier le
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réseau A . Dans cette situation, il y a toujours une tache de diffraction

correspondant au vecteur d'onde incident et aux hautes énergies, la sphere

| R R | % " {|n = \nol} a une courbure

7 / / / / [ 7 / / faible, si bien que I contient ap-

/ f / / [ [ / 0 / proximativement une section plane
F/ 7 / / - “‘/ du réseau k,+A : on obtient sur ()

/ M / J L ‘; quelques taches au voisinage de la

| T / / [ ] TK07 ' tache centrale créée par le faisceau
incident (fig. 1.b).

fig. 1.b
Remarques
1.1. Les grandes énergies correspondent aux petites longueurs d'on-

de. Dans la pratique sont utilisés les rayons X , dont le spectre s'étale
] 2 o -2 o

de 10 4 10 A (neutrons 1.2A, électrons 5.10 A). Rappelons pour

mémoire que les distances interatomiques sont de 1'ordre de 1'angstrom

et que le spectre visible s'étale de 4000 & 7000 A .

1.2, En fait les centres diffuseurs ne sont pas ponctuels : ils sont
constitués par une distribution de particules (noyaux, électrons,...) re-
présentée par une fonction de densité p . Supposant que les distributions
p soient identiques en chaque site, la distribution cristalline est repré-
sentée par la convolution

0% (T 6(¢) dont la transformée de Fourier est 3, p()6(\) -

2eL AEA

Le support S de l'amplitude de diffusion n'est pas affecté, au contraire
des intensités de cette amplitude aux vecteurs d'onde diffractés (dont S
est 1'ensemble). Il se peut méme que p s'annule en un point de §,

créant un phénomene d'extinction sur la figure de diffraction.

1.3. L'échantillon de matiere a été supposé infiniment étendu, autre
hypothese peu conforme 2 la réalité physique. Corrigeons-la en introdui-

sant la fonction caractéristique X de 7 . La distribution cristalline
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est alors représentée par

xlpw 20 8(9)]
eeL

de transformée de Fourier

1.4 3«0p T sl .
AEA
Le support de (1.4) n'est plus ponctuel. Néanmoins, 3( est
pratiquement nul en dehors d'un voisinage de 1'origine (c'est la décrois-

sance 3 '« de la transformée de Fourier d'une fonction intégrable. Si

1 sin(xja/2)
m = {‘Xi| < a] , on a X(Kl""’ Kn) = Cg T) . Ainsi le Support
des fonctions d'onde diffusé (1.4) est dispersé autour des sites du réseau

réciproque, ce qui correspond i l'observation des taches de diffraction

et aux pics de Bragg (maxima locaux des amplitudes de diffusion).

1.4. Si la distribution p4 ( 2. 6(8)) est invariante sous l'action
d'une transformation linéaire g %ge est une symétrie de la structure cris-
tallographique), sa transformée de Fourier le sera aussi (pour l'action
déduite de celle covariante de g sur H). Généralement, on interprete
toute symétrie observée dans une expérience de diffraction comme prove-
nant d'une symétrie de la structure. Si g est d'ordre fini (et ce sera
le cas lorsque la maille du réseau cristallin contient un nombre fini de
particules élémentaires), alors il existe sur E un produit scalaire g-
invariant : on est amené i l'étude des sous-groupes discrets d'isométries
de E , i quotient compact dont on évoque quelques résultats au paragra-

phe suivant.

2. — RESEAUX ET GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES

On suppose dans ce paragraphe E" euclidien et on note ¢g(n)

le groupe des isométries de E . Un groupe cristallographique I" est un
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sous-groupe discret de €(n) tel que E/TI" soit compact.

THEOREME 2.1. (Bieberbach [14])) Ily a en dimension n

un nombre fini de groupes cristallographiques, i conjugaison

pres. Le sous-groupe des translations 1“t de T est d'indice

fini dans T et tout ensemble minimal de générateurs de I‘t

est une base de l'espace vectoriel E .

La classification a été explicitée en dim n = 1(2) , n = 2(17),
n=3(230) , n=4 (4895) , n=5(?) . Sans s'y attarder, nous démontrons

directement la proposition suivante qui justifie 'l'interdit pentagonal' :

PROPOSITION 2.2. En dimensions 2 et 3, un élément de tor-

sion_d'un groupe cristallographique est d'ordre 2,3,4 ou 6 .

Preuve. Soit y un élément de torsion d'ordre m . En di-
mension 3 (resp. 2), vy aune droite de points fixes (resp. un point
fixe). Soit O wun point fixe de vy . Le réseau ponctuel L = { O est
y-invariant. Prenant l'espace vectoriel d'origine O, on a un réseau T

invariant par 1'isométrie linéaire Y associée & vy .

En dimension 3 si T note la projection orthogonale sur 2, la

droite invaviante de Yy on a 1+'7+?[2 +...+'§'m'1 =mm, ce qui impli-
que (1-HE c £/m : 1-MHT est discret et de rang maximal dans 1'ortho-
gonal de 7 . La restriction de Y au 2-plan A% étant d'ordre m ,

on est ramené aila dimension 2,
Tout point M du réseau L est centre d'une rotation Yot
d'ordre m . Soient Mo . M1 des points du réseau I tel que

1 0 0
on a d(Ml,M+) = 2sin(n/m)d(M0,M1) , d(M+, M) =2 cos(2n/m)d(M0, Ml)

. = M - A
d(MO,Ml) soit minimale. Notant M . = M -M M1 , M:t YMO(Mil) ,

et le lemme résulte alors de l'observation : {2 cos(2n/5), 2 sin(m/m)m=>7 }

clo,1[ (mais 2sin@n/5) > 1) .
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Remarque 2.2. Les ordres 2, 3,4,6 sont effectivement possibles.
L'ordre 5 n'est pas interdit en dimension supérieure : on a par exemple

5.5 B
(Z ,IR,g) avec g(xl,x X, X x5) —g(xz,x Xys Xgs X

2) 3’ 4’ 39 4’ 1) *

3. — LES PAVAGES DE PENROSE ([i,4,9D

A - DEFINITION

Les pavages de Penrose sont obtenus dans la construction ori-
ginale i partir de deux pavés élémentaires, des losanges bosselés de cOtés
identiques d'angles @n/5,m/5) pour l'un (F) , (2n/5,3mn/5) pour l'au-

tre (G) .

Par losange bosselé, on entend un lo-

sange avec encoches et dents qui donnent
des conditions d'emboitement (fig. 2.a).
Pour décrire F et G il est plus com-
’ mode de préciser les conditions d'adja-
cence qu'ils satisfont en orientant et

en coloriant de maniére bicolore leurs

cdtés. On pointe d'abord G (resp. F)
en un sommet P d'angle 2n/5 (resp.
4n/5). Dans G (resp. F) chaque cOté

pointe vers P (resp. vers son extré-

mité d'angle 41/5) . Les cOtés de cou-
leur (>>) sont ceux qui contiennent P,
les autres étant de la couleur complé-
mentaire (>) (fig. 2.b). Notons que l'aire
de G est dans un rapport § avec

cellede F .



VIII.10

LEMME 3.1. Il vy a 7 configurations possibles en un sommet.
5 ;S @ Q @
% J Zg

Remarquons que (#) les cbtés (>) d'un pavé F sont toujours

adjacents & un pavé G.

En un sommet S d'une partie pavée P on appellera pétales
les losanges ayant pour sommet S ., Un sommet sera dit unipétale (bi-
pétale resp.) s'il est commun i un pavé (resp. deux pavés). Sur le bord
dP d'une partie pavée simplement connexe P on a une orientation ca-
nonique qui induit la rotation §(P) sur le cycle ordonné des sommets
de OP et une longueur (si C est une partie connexe de 3P contenant

p sommets, ¢g(C)= p-1) .

PROPOSITION 3.2. On peut paver le plan avec les pavés F
et G.

Preuve. On construit par récurrence une suite de parties pavées

simplement connexes (Pi) et une suite de points (Si) telles que

) PO est une configuration élémentaire (i.e. il y a un et un seul

sommet qui ne soit ni unipétale ni bipétale).

i Pl < Pi+1 )

(i) S; € 3B N3P,

(iv) - Si Pi est convexe en Si et Pi non convexe, on pose Pi+1 Pi
Sivp T 8BS

-Si P estconvexe on pose S, . = §(P)S, et P *PuP ol
i i+l i'i
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P est un pavé (F ou G) le long de S84, (avec la restriction

() .

1

- Si P1 est concave en Si , alors on compleéte, de maniére mini-

male P en P de sorte que, si P est convexe en S.
’ i i+ que, i i+1 °’

, si Pi est concave en Si+l (et alors

1

Si soit intérieur a Pi+1

P S
i est convexe en Si+2) Si et

-

. soient intérieurs 4 P
i+1 & i

On prend pour Si+1 le premier sommet convexe de P1 suivant Si .

Si la récurrence ne s'arr8te pas, tout point du bord de P1 est in-
térieur a PI pour I suffisamment grand et on tourne indéfiniment autour

du pistil initial : la suite P1 converge vers un pavage global du plan.

Et le procédé ne se bloque pas, comme il résulte des remarques

suivantes :

e On vérifie que pour les fleurs élémentaires le procédé fonc-

tionne au moins pour gommer tous les sommets concaves de leur bord.

e Les sommets concaves de aPi ont au moins deux pétales.
Une suite de sommets concaves adjacents en compte au plus deux et s'il

y en a deux, l'un au moins est bipétale.

e Les configurations du bord avec un sommet concave entre
deux convexes sont en nombre fini et on peut les compléter pour intério-
riser ce sommet. Il en est de meéme pour les configurations du bord
avec deux sommets concaves entre deux convexes, i l'exception de deux
de type spécial qui n'interviennent pas au cours de la construction de la

suite (Pi) grice i la remarque suivante :

e Le bordde P1 ne contient jamais d'arc (SISZS3S4) bor-

dant 3 pavés G, avec Sz ou S, sommet pointé de G .

3

B - DEFLATION-INFLATION

La déflation D (dont l'opération inverse, l'inflation I, existe) trans-

forme tout pavage de Penrose { en un pavage D() ,dont les pavés sont
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homothétiques de ceux § dans un rapport 1/% et satisfont les condi-

tions d'adjacence :

Unpavé P (resp. G) de ¢ est découpé en un 3 pavé F et
deux £ pavés G (resp. un G, deux3 G et $ F) comme il est indiqué

sur la figure 3

Les sommets pointé§ (resp. non pointés) de § deviennent non
pointés (resp. pointés) dans D() et les sommets de D()-f sont non

pointés. On vérifie facilement qu'ainsi, les regles d'adjacence sont vérifiées.

Un sommet du pavage ¢ de type J (resp. D,K, Q,S3,S4,85,S)
se transforme en un sommet de type K (resp. Q, S4,S3,S,S,S,Ss) dans
D(@® . Chaque pavé G de ¢ (resp. chaque cdté (> des pavés F)
donne un sommet de type J (resp. D). En outre le bord de la fleur élé-
mentaire de type S dans D(P® obtenu i partir d'un sommet S3 (resp.

S4,S5) contient 3 (resp. 4,5) sommets de type J .

L'opération inverse I de la déflation est alors définissable :

les pavés de I(» sont homothétiques de ceux de ¢ .dans un rapport ¢ .

Observons que si la déflation opere de maniére locale au sens
ol l'image d'une partie finie est bien déterminée, ce n'est pas le cas

pour l'opération d'inflation.
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PROPOSITION 3.3. Soit & un pavage de Penrose et notons

n?(P)(r) = n?(r) son nombre de pavés ? inclus dans le disque

de rayon r centré en 0 . Alors d(r) =nF(r)/nG(r) converge

vers le nombre d'or lorsque r — o .

Preuve., Vu la forme explicite des configurations locales (resp.
(*)) , un pavé G (resp. F) est adjacent a au moins un pavé F (resp.

deux G) . On en déduit

nF(r) sznG(r) + O(r)
nG(r) s4nF(r) + O(r)

(O(r) provient des effets de bord) et donc lim n?(r)/r2 >0, d(r) borné

indépendamment de ¢ .

Modulo les effets de bord, (asymptotiquement négligeables) on
obtient

no(D@)() = n_(@)@) + n, @)

nG(D(P))(r) HF(P)(I‘) + ZnG(P)(r)

soit, si f est la fonction définie par f(u) = (1+u)/(2+u)

(3.1) d@D(@))(r) = fd(@)() .

Soit (ri) une suite convergeant i '« . Par le procédé diago-
nal, on peut en construire une sous-suite (pi) telle que pour tout n ,

d(In(P))(pi) converge vers dn . D'apres (3.1), on a alors

dn - f(dn+1)
dg = f(n)(dn) .

En remarquant que les suites (un) vérifiant la relation de récurrence
L = f(un) convergent vers ¢ , uniformément par rapport i la condi-

tion initiale on conclut d0 =9 .

Ainsi la suite d(P)(r) , bornée et avec un seul point d'adhérence

% , est convergente, de limite & .
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COROLLAIRE 3.4. Soit  un pavage de Penrose. I1 n'existe

pas deux translations de vecteurs linéairement indépendants qui

laissent invariantes le pavage ¢ .

Preuve. Supposons que ce soit le cas. Alors le groupe engendré
par ces deux translations admet comme domaine fondamental une certaine
réunion finie de pavés. On en déduit que d(P)(r) converge vers un nombre

rationnel, ce qui n'est pas.

4. — LA GENESE DES PAVAGES DE PENROSE
SUIVANT DUNEAU & KATZ ([2,3,6D)

Soit E espace vectoriel, E 1 et E2 deux sous-espaces supplé-

mentaires de E | P la projection de E1 parallelement i E2 ,

n
L= ¢ Zvi un réseau de E ,
i=1

un borné de E .

y;, la maille {Z‘,uivi\OSuisl} et D

Alors pl(D+E1) est un ensemble discret de E : est-ce l'en-

semble des sommets d'un pavage de E_. (avec éventuellement un nombre

1
fini de pavés élémentaires) ?

Examinons le cas ol E est de dimension 2 ., Si E1 =E,
alors la réponse est oui avec le pavage P(YL) naturellement associé
a la maille i, - Supposons que E1 soit une droite (distincte, ainsi que
E2 , de va et Rv2) . Une condition nécessaire et suffisante pour que,
en projetant l'ensemble des arétes GY(.D+E1) de P(YL) contenues dans
D+E;, on obtienne un pavage de E; est que tout point de LN (D+E1)

soit commun 3 exactement deux ar8tes de GY(D+E1) .

Si un point de (E+E1) NL est commun 3 trois (resp. deux)

ar8étes de QY(B+E1) alors on peut modifier D, sans altérer la bande
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D+E 1 de telle sorte que D contienne une translatée de la maille fer-

mée y’L (maille ouverte ‘;(L resp.) .

. - +
Si D ule2 uzez, OSuls 1, Osu2<1 , pl(e+D+E1) (ee E)

est 1'ensemble des sommets d'un pavage Pl 4 deux pavés élémentaires.

LEMME 4. 1. Pl est invariant par une translation si et seule-

ment si la pente de V. , relativement & L , est rationnelle,

Preuve. Soit tl(e El) le vecteur de la translation laissant
invariant le pavage Pl . Alors la suite des n+m pavés P1 entre e1

(sommet de Pl) et e1+t correspond biunivoquement & une suite

1

(n@)) (@) =1 n fois, n(i)=2 m fois) telle que P1 = pl(en ) et entre

@
1
jnv1 + jmv

e1+jt et e1+(j+1)l:1 on a la méme suite. On en déduit

9 = jt1+ ez(j) (avec ez(i) uniformément borné), d'on

t1 = nv1+mv2 . Le lemme en résulte.

La construction précédente est générale :

THEOREME 4.2. (Duneau-Katz). Soient El,E2 comme pré-
cédemment, p =dim E, . On suppose @L+E1)ﬂL = {0} od

VL est d'adhérence Yy, - Alors l'ensemble des p-facettes du

pavagé q, associé a YL, incluses dans '\?'L+_E1 est une sur-

face (linéaire par morceaux) ¥ de dimension p . Si la projec-

tion p, restreinte 3 toute p-facette de ¢, est un difféomor-

phisme, alors la projection pl(Z) induif un pavage de E 1

n » » -~ -
avec au plus (p) types de pavés élémentaires.

Les pavages de Penrose sont obtenus alors en prenant E = 1R5,

)
L = Z ’ YL
trie g(g(xl,..., X5) = (XZ’ Xas Xy 7
aux deux orbites dans l'ensemble des 2-facettes de Y;, sous l'action deg .

le cube unité, E1 un des plans invariants par l'isomé-

Xgs X Les deux pavés correspondent

Si D = p2(D+E1) ,ona B= szE

2 : c'est & partir de cette

1
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forme produit qu'on étudiera la transformée de Fourier des projections

S = pl(BﬂL) au paragraphe suivant.

5. — QUASIPERIODICITE

Soit E un espace vectoriel, E1 et E2 deux sous-espaces

supplémentaires de E , P, la projection de E; parallelement & son
supplémentaire. Via la transposée tpi , le dual Hi de Ei s'identifie
4 un sous-espace (noté aussi Hi) du dual H de E ; on a alors

H = HleaH notent les projections associées i cette décompo-

2 (M2
sition). Si on a des mesures de Haar (dei,dni) sur Ei , Hi compa-

tibles (au sens de 1. B), les mesures de Haar de = del® dez et

dn = dn1® dnz sont aussi compatibles.

L'espace g'(El)Qs e'(E (é note le produit tensoriel de la

2)

théorie des espaces nucléaires) est un sous-espace de §'(E) =s‘(E1)§9 g'(Ez) ,

sous-espace appliqué par la transformée de Fourier sur g (Hl)@) C‘”(Hz) .

D'autre part, g'(El)é e'(Ez) est le dual de s(E1)® C°°(E2) . La pro-
jection P, donne l'opération d'image réciproque pill': s(El)—- g(El) & C°°(E2)
et par dualité l'image directe p , : S(H) — g(Hl)é €'(H,) . On définit

1

dont on notera i 1'application duale (i : 8'(H,) ® C%®H,) =
1y 1# 1 2

= C°°(H2, 8'(H) ~8'(H) est 'évaluation.en 0).

nf3 3 5 ;3 —_ > gt i i =
enfin 1'application i¥* . S(Hl) g(H1)® e (Hz) définie par ll(cp) PR 6E2(0)

LEMME 5.1. Le carré suivant est commutatif

3

' ' & ®©
S'(E) & €'(E,) §'(H)) & C=(H,)

Piy i

& ,
8'(E)) 8'(H))
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Preuve. 11 suffit d'observer que le carré suivant est commutatif

s(El) ® C, (Ez) §(H,)® C (H,)

pour conclure d'un argument de densité.

PROPOSITION 5.2. Soit L. un réseau de E , soit D un bor-

né suffisamment régulier de E2 et B la bande Dy E1 , de
fonction caractéristique Xg - Alors la transformée de Fourier
de TD,L = eEZL XB(e) 6(p1(e)) est limite dans ﬁ’(Hl) de som-

mes finies de masse de Dirac aux points du sous-groupe nl(A) .

Si n=2 etsi H1 a une pente diophantienne par rapport au

réseau N alors la convergence a lieu dans s‘(Hl) .

Un nombre réel p est dit diophantiensi 3622, C> 0,
w,q € Z , |p-p/q| 2 qu_CJ . Tout nombre algébrique est diophantien :
ainsi la condition diophantienne est réalisée si les pentes (relativement

4 une base de L ) de E1 et E2 sont algébriques.

. ® ©
Preuve. Soit (cpn) € CO(Ez) (resp. ‘Un € CO(EL)) telle que
9~ Xp (resp. ¢n—> 1) simplement. Lfexistence de la suite (cpn) ré-
sulte de la régularité supposée de D . Alors
= i 1 \J
T = lim lim 2 (¢m®cpn)6(p1(e)) dans &' .

n-o m—eo €L
On a

T (y ®%) 80 () =p My @) ELa(e))

geL
T =z~ A~ -n
Y &%) 2 8(8) = () ®®,) 2 8(e) = (‘bm®cpn)* (2m — 2Z25(0) -
gel eeL AEN

Soit d'apres le lemme 5.1
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6.1 T (@6 B)n) = @M L -m (D, ) € H
eeL AEA

Ona lim 'q]m(?-nl()\)) = 5‘“1(’*” dans &' . Pour passer a la

m —eo
limite dans (5.1) nous utiliserons le lemme :

LEMME 5.3. Soit @ €8(H,)

a. 2 cp(nz(x)) 6(n1(x)) est sommable dans ,B’(Hl)
AEA

b. S8Si n=2 et si la pente de la droite H1 est_diophantienne

dans une base du réseau A, 2, cp(nz(x)) 6("1()‘» est som-
A
mable dans 8§'(H <A

1)‘

Celui-ci implique la convergence de )\QGDA cpn(—nz(x)) wm(nl—nl(X))
vers 7, én(-nz(x))6(+n1(>\)) dans ,p'(Hl) , avec convergence dans s'(Hl)
AEAN :
dans le cas de b , ce qui démontre la proposition.

Preuve du lemme 5. 3.

a. Il suffit de montrer que > Qp(nz(x)) est absolument
m (M€K

convergente pour tout compact K de H1 . Soit d2 une distance sur H2 .

-1
La projection K2 de ™ (K) sur H2 est un ensemble discret avec

Inf%dz(vz, v'z)/vz, v'z eKz » Vo # V'z $> 0 . On applique alors le lemme sui-

vant :

1

LEMME 5.4. Soit y une fonction C° sur E normé. Alors

il existe une constante C telle que

Ixe ll < cya | (x|* [xPde , va> 0, ve
“e-eonsa

OEE.

b. Soit My la pente de la droite Hi dans une base de |\ .
On a alors ”10‘1’>‘2) = (xlpz- >\2)V1 R “20‘1’)‘2) = (xz— “1>‘1)v2 ol on a
posé = Mooy » Vq = (l/p,pl/u)v2 = (1/p,p2/u) . Munissons H et
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H2 d'une norme telle que vy et Vg soient unitaires et posons

By, = n [mw|smi,
O = Inf “nz()\-)\')\ , » et \' distincts dans AN “_11(BM)$

On a alors pour ), \' € B

v
(5.2) I 0= | = [0 2Dy~ AymAy) | < 2M

1-
(5.3) a0 = |0gmA) =iy O -a] = Cy=ag] e

Si (A,\") réalise le minimum L2 (<< 1) approximativement, on a
Ay~ X'z == ul(Kl-k'l)'Fe (e2= 1) . On en déduit, avec (5.2)
1-0
! _ + . 1
0‘1 xl)(pz ul) < 2M+1 soit avec (5.3) O = CM . On adonc pour
6 € 8(H,)

©

Z |8 m (Wm0 | = Z Z |8( 11, )ty ) |
NI =0 |m ()€ [n,n+1l
s 7 Sup lempl 2 om0
n=0 |nl\e[n,n+1[ \nl(X)Isn
& -1
sC. T Sup |8(n)] o (|| + |o'Pdn
0n=0 ‘nl\e[n,nﬂ[ 1 n IHz 2

otl
<" sup (|ng|” " Jetnph [ (ol+|e'Pan, -
n1€H1 H2

La proposition est 4 rapprocher de la notion de fonction presque

périodique [13)

e une fonction continue bornée sur E est presque périodique
si la famille de ses translatées est relativement compacte

pour la topologie de la convergence uniforme sur E .

® = lim vol(K) | [ t(e)e’<5s ®)de
5 K
((K), pavés compacts convergeant vers E) existe pour tout € dans H

Si f est presque périodique, alors A

et est nul pour € en dehors d'un sous-groupe dénombrable () de H
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(x(f) est appelé ensemble des fréquences de f). La fonction f est
alors limite uniforme sur E de polyndmes trigonométriques i fréquences

dans () .

Une distribution presque périodique [11] est une distribution
bornée T dont la famille des translatées est relativement compacte dans
I'espace des distributions bornées @®' : une condition équivalente est l'écri-
ture de T comme somme finie de dérivées de fonctions presque pério-
diques. Ces distributions (tempérées) satisfont la propriété faible de pres-
que périodicité suivante : la transformée de Fourier de T est limite
dans &' de sommes finies de masse de Dirac i support dans un sous-
groupe de type fini de H .

La distribution TD est bornée (appliquer le lemme 5.4).

L
1A . ~ _ -
L'écriture formelle TD,L )\22/\ XD( 1T2(>\))6(111()\)) ne semble pas abso
lument convergente (que ce soit dans §' , &' ou F(B') :la transformée

de Fourier ;(D décroit lentement 2 l'infini d'une part, les propriétés

2
diophantiennes des quantités géométriques liées 2 El’Ez’L interviennent
aussi d'autre part.
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