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FONCTIONS HARMONIQUES SUR LES VARIETES

Erwann AUBRY

Un des buts de I'étude des fonctions harmoniques sur les variétés est de trouver des
invariants caractéristiques de la métrique dans le comportement du Laplacien. Une des
premiéres études menées dans ce sens fut celle des fonctions harmoniques bornées sur
les variétés complétes. On va rappeler brievement des résultats qui illustrent la dépen-
dance du Laplacien vis-a-vis de la métrique (plus particuliérement de la courbure).

1. Lexemple du disque hyperbolique, conformément équivalent au disque usuel
(donc admettant les mémes fonctions harmoniques) montre qu’en courbure section-
nelle négative, le nombre de fonctions harmoniques bornées peut étre trés grand (au
moins égale au nombre de fonctions continues sur le cercle d’aprés le théoréme de Diri-
chlet).

2. Unrésultat de P. Li et F Tam [13] montre que sur les variétés a courbure sec-
tionnelle positive a I'infini les choses sont bien mieux contrélables. En effet, une variété
compléte vérifiant ces hypothéses a un nombre de bouts fini (on appelle nombre de bout
d'une variété relativement a une partie compacte le nombre de composantes non bor-
nées de son complémentaire ; le nombre de bouts de la variété est la borne supérieure
(finie ou non) de ces nombres] que les auteurs classent en deux catégories: si E est un
bout, on pose Vg () = Vol(E N Bp(t)). Silafonction t/Vg (t) estintégrable, on dit que le
bout est non parabolique ; sinon, on dit qu'il est parabolique. Les auteurs ont montré que
pour chaque bout non parabolique, on peut construire une fonction harmonique bornée
qui tend asymptotiquement vers 1 sur ce bout, et vers 0 sur tous les autres bouts non pa-
raboliques (ils montrent aussi que pour chaque bout parabolique il existe une fonction
harmonique qui tend vers l'infini le long de ce bout, qui est bornée le long de tous les
autres bouts paraboliques, et qui tend asymptotiquement vers 0 le long des bouts non
paraboliques). Ils en déduisent que la dimension de I'espace des fonctions harmoniques
bornées est égale au nombre de bouts non paraboliques (et que la dimension de l'espace
des fonctions harmoniques bornées d'un coté est égale au nombre total de bouts).

3. Lecasde la courbure de Ricci positive est plus délicat que le précédent puisque
I’hypothése sur la courbure est plus faible. En se référant au théoréme structurel des va-
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riétés compleétes de courbure de Ricci positive de Cheeger-Gromoll, dont on déduit que
de telles variétés n'ont qu'au plus deux bouts, on peut s'attendre a ce que la dimension
de I'espace des fonctions harmoniques bornées soit de dimension finie. En fait on a le
résultat suivant plus fort :

THEOREME 1 (S. Y. Cheng [4]). — Toute fonction harmonique de croissance stricte-
ment sous-linéaire (i.e. il existe x € M tel que f(x) = o(d(xy, x))) sur une variété a
courbure de Ricci positive est constante.

La démonstration de ce théoréme (donnée dans la deuxiéme partie de ce papier)
découle directement d’'une estimation du gradient du log des fonctions harmoniques
positives (lemme 1.1).

Une telle rigidité des fonctions harmoniques sur les variétés a courbure de Ricci
positive inspira a Yau la conjecture suivante :

On dira d’'une fonction a valeurs réelles définie sur un espace métrique (M, d) qu'elle
est a croissance polynomiale d'ordre au plus k s'il existe une constante C > 0 et un point p
de M telle que f(x) < (1+ C.d(x, p)¥) pour tout point x de M.

CONJECTURE 1. — Soit M" une variété complete a courbure de Ricci positive. Si on
note . # 4(M) l'ensemble des fonctions harmoniques a croissance d'ordre au plus d sur M,
alorsona:

dim %y < dim o5 (R™) .

On rappelle que #% (R") est engendré par les polynémes homogeénes harmoniques
de degré au plus d. On a donc dim# = C,‘Ld - Cg;,}_, = 0(d" ).

Jusqu’aux travaux de T. Colding et W. Minicozzi ([6], [7], (8], [9]) cette conjecture
n'avait été démontrée que danslescasd = let n =2 parP. Liet FE Tam [13].

Danslecas d = 1 (cf. [15]), ils ont montré que si M” est une variété a courbure de
Ricci tel que le volume des boules géodésiques est a croissance polynomiale d’ordre au
plus k, alors dim o4 (M) < dim 54 (R¥).

Dans le cas n = 2 (cf. [16]), ils ont montré que si M est une variété dont la partie
négative de la courbure est intégrable, alors pour tout bout ¢; :

Y,
a; =1- lim e (r) existe

r—e TIr

etpourtouts > 0,ona:

k k
> dim Hpr-ay-(RP) = K < dim (M) < Y dim Hy1-a (R?)

i=1 i=]

avec k' = card{i/x; = 1} et, par convention: dim#;(M) = 0sid < 0.Deplusilya
égalité dans la seconde inégalité si la courbure est positive a I'infini. En remarquant alors
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qu’en courbure partout positive, les surfaces sont soit isométriques a R x S, soit elles
n'ont qu'un bout.

Ces deux résultats partiels vis-a-vis de la conjecture de Yau sont toutefois beaucoup
plus forts que ceux conjecturés. En particulier, ils laissent penser que le R” par rapport
auquel on compare le comportement harmonique de nos variétés n'est pas celui ayant
la méme dimension, mais celui de méme croissance des volumes (phénomeéne déja ob-
servé dans I'étude des inégalités isopérimétriques).

Le but principal de ce papier est d’exposer la démonstration, die a P. Li ({12]), d'un
résultat récent de T. Colding et W. Minicozzi qui a le double mérite d’étre beaucoup plus
simple que la preuve originale, et de démontrer le résultat plus large suivant:

Dans toute la suite on dira d'une variété riemannienne qu'elle vérifie I'hypothése
(D) si:NxeM,Vr' 2 r>0,0na:

Ve(r') < vx(r)co(%')"

(ol Vi (r) est le volume de la boule géodésique de centre x et de rayon r).

De méme on dira qu'elle vérifie 'hypothése (4 ) si: 3A > 0, tellequeVx € M,V r > 0,
et pour toute fonction sous-harmonique positive sur M, on a:

A fFZ2Vwinfx
By(r)

(ot Bx(r) désigne la boule géodésique de centre x et de rayon r).

THEOREME 2 (Colding-Minnicozzi, Li). — Pour toutes constantes (y et v, il existe une
constante C(C,, v) > 0 telle que pour toute variété riemannienne compléte (M", g) véri-
fiant (9g, ) et (4t),pour tout fibré vectoriel euclidien E de rang m sur M, et pour tout
sous-espace linéaire S4(M, E) C I(E) de sections de E vérifiantVu € Sq4(M,E)ona:

a)Alul?2 <0
b) lul(x) € 0(p?(x))

alors,ona:
dim Sz(M) < mCAd¥™!.

Le lien entre ce théoréme et la conjecture de Yau est le cas du sous espace de sec-

tions &% du fibré trivial en droite (i.e. [(E) = #%). Lidée de la démonstration est de
munir Sz (M, E) des formes bilinéaires symétriques positives suivantes :

(f’g)r=/ (f.gdv.
Bp(r)

Si K est un sous-espace vectoriel de dimension finie de S;(M, E), alors, ce sont des pro-
duits scalaires pour r assez grand. On compare alors les boules unités de Sy (M, E) pour
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ces différentes métriques. Plus particuli¢rement, on étudie det A7 ot A! est définie par
(o )r=A(A7 -, ).

La démonstration se décompose en deux lemmes. Le premier démontre que si M
est une variété compléte a croissance polynomiale des volumes (hypothése (2/)), et K
est un espace vectoriel de dimension k dont les éléments vérifient une inégalité de la
moyenne (.#), alorson a:

mAC(2d)¥-}

(det A;lﬂ/zdn)l/" ’

Enfin, le deuxieme lemme montre que si les éléments de K sont a croissance polyno-
miale d’ordre au plus d, et M vérifie (97 ), alorson a:

k<

4 1 ~k(2d+v+1/2d)
det A{H1207 > (14— )

2d
En combinant les deux inégalités on a que la dimension k du sous-espace de S4(M, E)
est majoré par une constante ne dépendant que de d et des caractéristiques de M. On
en déduit que S; (M, E) est de dimension finie, et que sa dimension est majorée par la
constante précédente, d’oui le théoréme annoncé.

Ce rapport comporte deux parties. Dans la premiére, un peu technique, on dé-
montre que les variétés a courbure de Ricci positive vérifient les hypothéses 72/, , et
¢ du théoréme de Colding-Minicozzi, Li (c’est donc une partie de résultats analytiques
et géomeétriques), et dans la seconde on présente la démonstration de Li du théoréme
cité plus haut. La premiére partie de ce rapport a été écrite de fagon a rendre sa lecture
possible par le plus grand nombre. On y trouvera beaucoup de choses classiques.

Je tiens a remercier G. Besson pour m’avoir proposé de m'intéresser a ce sujet dans
le cadre de mon stage de magistére, et de m’'avoir inviter a I'exposer dans ce séminaire.

1. Quelques propriétés des variétés a courbure de Ricci positive

1.1. La courbure de Ricci et le Laplacien

La courbure de Ricci, comme toutes les autres notions de courbure, est un outil per-
mettant I'étude locale des variétés riemanniennes. Nous ne travaillerons, dans la suite,
que dans le cadre riemannien. C'est-a-dire que la connexion de nos variétés est celle de
Levi-civita. Si (M, g) est une variété riemannienne le tenseur de courbure est :

R(X,Y,Z,W)=g(DxDyW — DyDxW - Dix,y;W,Z). (1)
On a alors, en particulier, les relations suivantes :

a) R(X,Y,Z,W)
b) R(X,Y,Z,W)

"R(Y,X.Z,W) = R(YDX!WJZ) (2)
R(Z,W,X,Y)
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La courbure de Ricci, notée Ric, estune tracede R. Si e}, - - - , e, € T,M est une
base orthonormale, alors:

n n
Ric(v, w) = tri3 R(v, w) = Z R(e;, v, e;, w) = Z R(v,e;, w, ¢) . (3)

i=1 i=]

D’apreés les formules (3), Ric est une forme bilinéaire symétrique. On dira que la
courbure de Ricci de M est minorée par k si (Ric - kg) est une forme bilinéaire positive.
Pour toute fonction f de classe C* définie sur M, on définit A f par:

Af=-trpDdf =~ Ddf(ee). )
i

On peut alors démontrer facilement la formule suivante, qui nous servira beaucoup
dans la suite:

A(fh) = fAh+hA f - 2g(9 f,Vh), (5)

et dont on déduit que toute fonction harmonique est de carré sous-harmonique.

On démontre aussi, en utilisant le théoréme de Stockes la formule suivante, appelée
formule de Green:

RN
L(fAh—hAf)dUg—AU(fav aV)(’Un--l

out U est un ouvert tel que U est une variété a bord, dvg est la mesure canonique de
(M, g), v est la normale intérieure et w,_-; est la mesure induite sur la sous-variété oU .

Pour montrer que le théoréme exposé par Li dans [12] se place bien dans le cadre
de la conjecture de Yau nous devons montrer la croissance polynomiale du volume des
boules et I'existence d'une inégalité de la moyenne pour les fonctions sous-harmoniques
positives sur les variétés a courbure de Ricci positive.

1.2. Régularité de la fonction distance

Soit x un point donné de M, une variété compacte. On définit alors :
U, = {v € M | 3¢ > 0 telque t — exp,(tv) minimisesur [0,1+ e]} .

On admet connus les faits suivants (dont la démonstration peut étre trouvée dans {10]) :
U, est un ouvert, M = exp, (Uy) I exp,(8U,), exp, est un #Z* difféomorphisme sur son
image et exp, (8U,) est de mesure nulle. On notera exp, (3U,) = Cut(x)) et on dira que
p € M est conjugué a x si d, exp, est non injective.
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1.3. Courbure de Ricci et croissance du volume des boules

Les théorémes de comparaison sont des outils permettant, sous de bonnes hypo-
théses sur la courbure (en général on minore la courbure de Ricci ou on encadre la cour-
bure sectionnelle), de comparer la géométrie d'une variété avec celle d'autres variétés
de référence, de courbure sectionnelleconstante. Le premier résultat est I'inégalité de
Bishop-Gromov::

THEOREME 3 (Bishop-Gromov). — Soit (M", g) une variété riemannienne compléte
dont la courbure de Ricci vérifieRic > (n — 1) kg, ot k est un réel donné. Alors, pour tous
lese, Rtelsque0 < ¢ < R,ona, Vx € M:

(VX(R)) VK(R)
€ ———,
Vi () VE(e)

(6)

oit VK(r) désigne le volume de la boule de rayon r dans l'espace complet simplement
connexe de courbure sectionnelle constante égale a k (cest-a-dire R" si k = 0, S"(1/k)
sik>0et(H", go/-1/k) sik < 0), oit (H", gy) est l'espace hyperbolique canonique).

Démonstration. — Pour démontrer cette formule, on doit étudier les variations
de la mesure canonique de M en fonction de la distance a un point donné. Cette
étude peut étre faite en passant par celle du Laplacien de la distance sur une variété.
11 est naturel de I'exprimer dans la carte normale centrée en un point x fixe. Soit &
10, [xS"~! — M I'inverse de la carte normale en m, i.e. ®(r, v) = exp,(rv). Onaalors
& vg = 6(v, r)drdv. Supposons r.v € Uy, alors, pour tout voisinage U assez petit de v
dans S"~!, pour tout ¢ assez petit, tout point (¢, u) de [r,r + €] x U esttel que ¢- u ap-
partienne a U, (puisque Uy est ouvert). Donc la fonction 8 est réguliére et non nulle sur
un voisinagede [r, r+¢] x U etlafonction p = d(m, .) estrégulieresur®({r, r+ el x U).
On en déduit que, quand ¢ et le diamétre de U tendent vers 0,

Ap[d(r,v)]- (/
[

r.or+e]lxU

o(t, u) dtdu)

= / Apdyg
&([r,r+e]lxU)

= - _w’_
a@rrselxun OV
= Vol,1[®({r} x U)] - Vol,_ 1 [®({r+ ¢} x U)]

=/ O(r,u)du—/ O(r+¢& u)du
U U
00
=/ ——(t,u)dtdu
{rr+elxu  OT

1 00
- —{r,u) (/ o(t, u)dtdu)
o(r,v) or [r,r+e)xU
136

D'ouil vient que Ap = — 557 sur M \ Cut(x).

n
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En fait, on peut montrer que Ap se décompose en une partie réguliére, que nous
venons de calculer, définie sur Uy, et une partie singuliére qui est une mesure négative a
support dans Cut(x).

Pour mener plus loin notre étude de la fonction 6, on a maintenant besoin de la
formule de Bochner:

ProrosiTion 1 (formule de Bochner). — Pour toute fonction f C* sur(M,g),ona:

gld(af),df)=\Dd fI*+ éA(ldez) +Ric(V £,V f). (7

Démonstration. — Les formules de Bochner sont les formules obtenues en tragant
des formules de commutation de tenseurs. Ici on calcule la différence :
DDd f(X,Y,Z)-DDd f(Y,X,Z)

or,ona:

DDd f(X,Y,Z) =X-Dd f(Y,Z)-Dd f(DxY,Z)-Dd f(Y,DxZ)
=X(Y-df(Z)-X-df(DyZ))-(DxY)-d f(Z)+d f (DpyyZ) (8)
-Y-df(DxZ)+d f(DyDxZ),

d’'otr:
DDdf(X,Y,Z)-DDdf(Y,X,Z)=R(X,Y,Z,V f). 9
D’autre part :
DDd f(X,Y,Z)=DDd f(X,Z,Y) (10)

(Par (8) et la symétrie de Dd f).

On obtient, en tragant la relation (9) et en utilisant (10) :

tryo DDdf(Y) = Dy(tr)2 Dd f) + tr)3 R(Vf,Y)

. an
=-dA f(Y)+Ric(Vf,Y).

Enfin,ona:d(ld f|?)(X) = 2g(DxV f,V f),d’ou

Dd(ld f1*)(X,Y) =2g(DxV f,DyV f) + 2g(DxDyV f,V f) - 2g(Dp,yV £,V f)
=2g(DxV f,DyV f)+2g(DDd f(X,Y),V f)

soit, en tragant

—-;-Aldf|2= |Dd f1?+tr;; DDA f(V f) . (12)
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En combinant (11) et (12) on obtient la formule annoncée. 0
Nous adopterons par souci de concision, la notation f'(r, v) pour %-r[ (r,v).
En posant f(y) = r = d(x,y) et en notant que |dr| = 1 et que r est réguliére sur
$(Uy),ona:

"

0 _ 0 o' _ 6 2
gld(Ar),dr) = é—rAr—- Py (Ar)e,
on obtient:
6’ ) 2 5., 0 D
—_——_— = - -+ —_,—). 13
) |Ddr| (Ar) Rlc(ar ar) (13)
Onposeb=971—“1,alors:
b’ o 0 1
% s Ried, 2) = - (1Dar - —Lar?) <o,
(n ) > Rlc(ar > |Ddr| n_l(Ar) 0 (14)

La derniére inégalité étant une conséquence de I'inégalité de Schwarz (le n— 1 provenant
du fait que Ddr(%, 5 ) = d(dr(a—a,))(ga;) = d(l)(a—ar = 0 puisque r ~ $(r, v) est une
géodésique).

En utilisant I'hypothése sur la courbure (on remarquera qu’elle n'a pas été utilisée
dans ce qui précéde), on obtient:

b’ +kb<O0.
On pose alors:
b
F=3%
ol1 b est solution de I'équation ) )
b’ +kb=0

avec pour conditions initiales 5(0) = b(1,0) = 0 et b'(0) = b (u,0) = 1 car 6(r,v) =
r"~! puisque I'application tangente a ex p,, au point 0,, est idr, m, donc une isométrie
de T,,M.. On pose aussi "
f=%-
On a alors
W =bb' +kb) <0,

donc h décroit et, comme k(0) = 0, on en déduit que f’ = h est négative.

On en déduit que f aussi décroit. On appelle b* le prolongement de ba R* x $"~!
obtenu en prolongeant par 0 en dehors de Uy — on remarquera que b est définie sur %
tout entier (mais peut étre négative en courbure positive, ce qui ne correspond plus a la
géométrie!), alors que b n'est définie que sur le segment de direction u contenu dans Us,.
Alors b* /b reste décroissante car si le segment ¢ — ¢- u atteint le bord de Uy aprés que
b ne s’annule, alors la décroissance implique que b s’est annulé auparavant, ce qui est
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contradictoire. Donc b* (¢, v)"~! est minorée (resp. majorée) par i’:b-‘(‘s')—")n—] b(t) sur [0, €]
(resp. sur [, R]). En intégrant ces inégalités, nous obtenons:
JF vt (rov)"1dr <14 [F*r,vym-tar
bt (r,vydr [y b ldr
[T b(rdr VB
S [y b(ndr T VK@)

R
Ve (R) =/ (/ b*(r, u)"’]dr) dv
sn-1 \Jo

Vk(R) £ . i
< n
< _V"(e) - (/; b (r,v) dr) dv

VX(R)
< — .
< Vo Vi ()

D’'ou nous tirons:

(]

Remarque. — Dans la démonstration précédente, on a montré que la fonction A est
négative pour r < 0. Ceci s'écrit aussi:

br < El
b - b’
On obtient donc:
_arg T sik=o0

< (n- 1)V=kcoth(~=kr) si k<0

soit, si k < 0, on a toujours:

THEOREME 4. — Pour toute variété riemannienne (M", g) vérifiant Ric(M) 2
k(n-1)g (k 2 0) et pour tout point x € M, sion noter(y) = d(x,y), alorsona:

-Ar < —n—%—l—(l + \/—_kr) .

Cette relation nous servira dans la suite. On peut interpréter cette comparaison du Lapla-
cien de la distance comme un équivalent local du théoréme de Bishop-Gromov. Encore
une fois, cette relation est vraie sur tout M au sens des distributions.

1.4. Courbure de Ricci et analyse sur les variétés

Nous devons maintenant démontrer que sur les variétés a courbure de Ricci posi-
tive, une propriété de la valeur moyenne est vérifiée par les fonctions sous-harmoniques.
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Nous allons démontrer un résultat plus général, d'abord di a J. Moser mais pour une
classe d'opérateurs beaucoup plus générale que le simple Laplacien (qui pose déja assez
de problémes a lui seul), mais, pour la preuve duquel nous suivrons la démarche de S-
T. Yau et R. Schoen, qui offre un bon échantillon des techniques classiques utilisées en
analyse sur les variétés (a ce titre je conseille, pour ceux que le sujet intéresse, les livres
de Yau et Schoen [17]).

THEOREME 5. — Pour tout entier n et tout p €10, 2], il existe des constantes Cy (n, p)
et G(n, p) telles que pour tout réel positif k, pour toute variétés riemannienne compléte
(M", g) vérifiant Ric > —(n — 1)kg, pour toute fonction u positive et sous-harmonique
surM, pourtoutt €}0,1/2[ etr > 0,0na:

1

su u? < C T—Cz(l"'\-’;r) (
P ! Vol(B(r)) Jpin

u? dV) . (15)
B((1-T)r)

On voit bien alors que dans le cas particulier d'une variété a courbure de Ricci posi-
tive (k = 0), on obtient I'inégalité (W). Pour prouver ce théoréme, quatre lemmes sont
nécessaires. Le premier, qui est important en lui-méme, et qui nous resservira dans la
seconde partie du rapport, est une estimation du gradient du logarithme des fonctions
harmoniques positives :

LEMME 1.1. — Pour tout entier n, il existe une constante C(n) telle que pour tout réel
positif k, pour toute variété riemannienne compléte (M", g) vérifiantRic 2> —(n - 1)kg,
pour toute fonction u harmonique positive sur M, pour tout r > 0 et tout point x de M,
ona:

v
Vul ¢ (ﬂ) sur By5(x) , (16)

< n
u
ol B, (x) désigne la boule géodésique de M de centre x et de rayon r.
Démonstration. — En appliquant la formule de Bochner a u, on obtient :

1
|Ddul® + EA(|Vu|2) - (n-1DkiVul’ <o

or:
A(Vul?) = 21VulA(IVul) - 219(Vul)|?,

d'ou:
(n - 1Dk|Vul® - |[VulA(IVul) > |Ddul? - |V|Vull?. 17

On peut alors choisir, en tout point pou Vu = 0 (on remarquera, pour la suite, qu'alors
|V u| est localement C*), une carte normale telle que u;(p) = |Vul(p), u;(p) = 0 pour
i > 2.0naalors:

vj(|v“|)=vj( Z“?)=m=“1j'
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d’olr:
vunlP=>"u;. (18)
J
De plus,ona:
2 _ 2
IDdul® =" ;. (19)

En mettant ces deux expressions dans (17), on trouve:

(n-1DkIVul® - [Vulaqvul) > 3wt - > ud;
ij j

> Z uh + Z us; 20)

i=l i=1

2
> S ()

i=] i=]

2 . e
or Au= -3 uy; =0,doncud = (Z u,~,-) . On obtient donc finalement (utilisant la
i=1
symétrie de la matrice (u; ;))

(n-1DkIVul® - |Vula(lVul) ?ﬁIV(IVuI)IZ. (21)

On pose maintenant ¢ = |Vu|/u. On va chercher a majorer A¢. On a alors, en utilisant
I'inégalité précédente :

A(|Vul) =ubLd -2Vep.Vu
Ap = (qulA(IVul)> 2V¢.Vu

|Vulu u (22)
IV (1Vul)|? 2V¢.Vu
| ———— )+ (n- Dk + ————
((n-—l)IVqu) (n= ke
Onposee=2/(n-1).0na:
_ ViVuj IVulVu
Ve = u u?
V.V V.V V.V
2Ve.Vu 2 ¢) ¢.Vu eVé.Vu 23)
u u u
Vo.V v(Vul).v vul?
= (2-¢) ¢ u+£ ( uzl) u—s‘ l;}
u u
V.V vV v vul?
< 2-9 ¢ u+E| ( ulz)ll uI_EI l;l .
u u u
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D’autre part,

[V ATuhlIVul =£( 1V1Vul| ) |V u?
(IVqu)”Z ©oyude

e (1VIVull? | [vul®
\5( IVulu * u3 )

1 (IVIVu||2+¢3) .

= n-1 [Vulu

ul

(24)

En faisant la synthése des inégalités (12), (13) et (14) on obtient la majoration souhaitée :

2 )Vd).Vu_ 1

3. (25)
n-1

A¢<(n—l)k¢+(2—
u n-1

Pour obtenir 'approximation annoncée, on pose:
Fy) = (rP-p(»?) d(y) ou ply) =d(xy).

Puisque F| . = O si u n'est pas constante, F atteint son maximum en un point xp

intérieur a By (r). Supposons, dans un premier cas, que xp n'est pas conjugué a x (c’est-
a-dire que xp n'est pas dans le cut-locus de x). Alors F est C* au voisinage de x; (car p
l'estet F(xg) = 0 = ®(xg) # 0= Vu = 0).Onadonc:

VF(x) =0,
AF(xg) 2 0.
Soit, en xq :

Vp: V¢
r-p2 ¢
) Ap? +2Vp2-V¢
¢ rP-pr (rP-pte T

) (26)

D'our:

A 2 vp2)?
¢— Lp + 21Vp] = 0. (27)
¢ rP-p? (12— p2)?

Or, d’aprés laremarque 1,0on a:

~Ap? = =2pAp+2|Vp|?
=2-2pAp
< 2+2(n-1)(1+Vkp)
< C+kp),

(28)
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ou C est une constante ne dépendant que de n. On a de plus:
Vol =2pIVpl=2p
et (d'apres (4) et I'inégalité de Schwarz) :

Ve.Vu  2pVp.Vu
du (r? - p?)u

2p
<o z%
En utilisant les résultats précédents, ona:

1
0> ﬁFz —2GrF - G+ VEn’

ou G, et C; ne dépendent que de n. D'ou:

F(x) =supF
B(r)

C
£(n-1) [C1r+\/C12r2+ 21,2(1 +\/Er)2j|

n_

< Cor(1+Vkr).

D'oli:

\Y 1+ Vk
sup “'sc,.( f’),

Belri2y U r

ou C,, ne dépend que de n. Enfin, dans le cas ol xj et x sont conjugués, on appelle o une
géodésique minimisante joignant x et x;. Soit X un point de o proche de x. Alors aucun
point de o n'est conjugué a X, donc pz(y) = d(X, y) est réguliére sur un voisinage de o.
Deplus,ona:
pi(y) +d(x,x) 2 p(y),
pi(xg) +d(x,x) 2 p(xo) .
On pose alors:
- [Vul
F(y)=|r - (ps+d(x, )| —.
¥ = [ = (pr+ dlx, 0)*] —
Onaalors:
F(y) < F(y), F(x) = F(xp).
On peut alors appliquer ce qui précéde a F, et passer a la limite quand d(x, ) — 0. On
obtient bien I'estimation annoncée. O

LEMME 1.2. — Sous les hypothéses du théoréme, si Ah = 0 et h > 0 sur B(r), alors

sup h 7¢I ) inf b, (29)
B((1-T)7) Bl1-m)r)
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Démonstration. — Par I'estimation précédente, ona:

1
|V log hl < C1(1+\/Er)r >

ou p(x) = d(x, O) et O estle centre de B(r). Soit x) un point de B(r) tel que

h(x;)= sup h,

B({1-1)r)
alors,ona:
h(x)) ~ /“'T)’ ds
log —— < (1 ++k
o) S 11+ vkr) o r-s
= log‘r‘C‘“*‘T” )
D'oti:

sup h(x) < h(O)7~ QI+ Fn)
B((1-1)n)

De méme, on montre que:

h(O) < ( inf h) T-C1(1+\?r) .
B((lI-7)r)

En combinant ces deux inégalités, on obtient le résultat annoncé.

LEMME 1.3. — Supposons que Au < 0 etu 2> 0 surB(r). Alors

C
/ IVul? € = .
Bir) T°r° JB((1-71)n)

(30)

Démonstration. — Soit ¢ € Cy° (B(r)) une fonction telleque ¢ = 1 sur B((1-1)r),
¢ =0suroB(r),0 < ¢p < 1,et|Vep| < C/(Tr). Alors, on a (en utilisant encore une fois
la formule de Green et le fait que ¢ soit a support compact dans la boule ouverte B(r):

02 ¢2uAu
B(r)

= ¢2|Vu|2+2/ duve - Vu.

B(r) B(r)

D’ol:

¢*|Vul’ < -2 Puve - Vu
B(r} B(rn)

1/2 1/2
< ( ¢2qu|2) (/ u21V¢|2) .
B(r) B(r)
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Soit :
/ iVul? < %1 Vul?
B((1-T1)r) B(r)
<4 / w|Vel?
{(B(r)
C
<=5 ?
asr< Jpry

Ce qui prouve le lemme. O

Le dernier lemme dont nous aurons besoin est I'inégalité de Sobolev suivante :

LEMME 1.4. — Soit M" une variété complete telle que Ric(M) > —(n — 1)k. Alors il
existe des constantes positives C, et C;, ne dépendant quede p > 1 et de n telles que:

/ 1P < CereCZ\'F’/ IVel|Pav, (31)
B(r) B(r)
V ¢ lipschitzienne et nulle sur oB(r).
Démonstration. — Soit x; € 0B(3r), et p;(x) = d(x),x).Six € B(r),alorsona:
n-1
-LApp L —+(n- 1)‘\/];=¢X.
2r

Or:

Ae 20P1 = _ =20/ (Zchpl +4oz2) < —202e7%0P
On remarquera que cette inégalité est vraie au sens des distributions. On a alors V¢ €
Gy (B(r)):

20 Pe 2514V < 20(/ e 21 v VpdV

B(r) B(r)

< Za/ e 2% |V ep|dV .
B(r)
Puisque 2r < p; < 4rsur B(r),ona:

¢dV < a“e“""/ |Vp|dV

B(r) B(r)

< clreCZ*T’/ IVldV .
B(r)

Par un argument de densité, on voit alors que I'inégalité précédente est vraie pour ¢ po-
sitive et lipschitzienne a support dans B(r). EnI'appliquant alors a |¢|? et en appliquant
Héolder, on obtient I'inégalité annoncée. O
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On va maintenant pouvoir montrer le théoréme énoncé plus haut, d’abord dans le
cas p = 2, puis dans le cas général. Soit B = 1 — 7/2 et h la solution du probléeme de
Dirichlet:

h=u, sur dB(Br).

Alorsona A(u — h) > 0sur B(Br). D’apres le principe du maximum, ona:

{ Ah=0, dans B(Br),

0 < u<x hsur B(Br).

D'olr:

- %
2 2 -G 1+ kr) fB((l—T)Y)
sup u‘< sup h°GT ™2 .
BT B-mn) Vol(B((1 = T)r))

D’autre part,ona:

/ h2<2/ u2+2/ (h - u)?.
Bl(l-T1)r) B((1-7)r) B((1-7)r)

Or (h— u) € C3(B(Br)).D'ou:

/ (h-u)?< rzec3‘-’;'/ IV (u~- h)?
B(B8r) B(Br)

< 2r2eC3*'7'/ [Ivh? +1vul]
B(Br)

S 4r2eC3\'kr/ lvu'z’
B(Br)

oi1 on a utilisé le principe de Dirichlet, selon lequel [ |V f |2 est minimale pour les fonc-
tions harmoniques a valeurs au bord fixées. On peut alors appliquer le lemme 1.3 pour

obtenir:
/ (h-u)? < C'r'zec3"k'/ w .
B(BT) B(r)
D'ou:
/ hZ g (CT—26C3\ kf+2)/ uz.
B(Br) B(r)
Soit :

) C]T—qu-hir) )
su u g u
B((l-I':r))r) Vol[B((1 - T)r)] /5(,)

< Gureaimio (VOB ) (oo
s Vol[B((1 - 7)r)]1/ \ Vol[B(n]1 ) *

Or, en calculant sa dérivée logarithmique, on obtient facilement que la fonction
r~"e-(n=UVkr \ol[ B(r)] est décroissante, soit
Vol[B(r)]

< - -n —T(n-l)\-?r.
VollB(Q-7)n] 1T e
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D'oui le résultat annoncé dans le cas p = 2. La démonstration du cas général se fait en
itérant le cas p = 2. On sait d'apreés ce qui précéde que Vé €10,1/2],V0 € [1/2,1 - §]:

2
C+Fr) ( fB((9+6)r) uav )

2< -
sup u” < 6 Vol[B((8 +6)1)]

B(ér)

Or,é6+6>1/2,dou:

sup u? <6
B(6r)

2
CO+.Fr) (fm(9+6)r) u dV)

Vol[B(r/2)]

D’autre part,ona:
/ u?dvV < sup uz'p/ uPdv
BU(6+6)r) B(6+6)r) B((6+0)r)

1-p/2
< | sup u? / PAV
B p u u .
B(6+6)r) B(r)

[y, wPav
M 9 = 2, K: —(r)_____ R
(0)= sup u VollB(r/2)]

on aalors montré que V6 €]0,1/2],v8 € [1/2,1 - 8]:

Sion pose:

M(0) < K6'C‘1+‘T’)M(6+6)1"’/2 .
Enchoisissant0p=1-T1etf; = 0;_; + 2'iT,pour i=1,273,...
M(ei—l) S KlziC(l*’\,'T’f)M(ei),\

oA =1- p/2etK; = KT=CI* ¥ Enitérant, ona:

i .
YA caaEn 3 A N
M(6o) < K™ 2 =i M(8;)" pourtout j>1.

En faisant tendre j vers I'infini, on obtient :

2/p
M(eo) < T—C'U"’\,Ef) [IB(T) updv]
<

Vol(B(r/2)

ou C’ ne dépend que de net p. D'ou:

sup uP g 7 PCUREN2 Sy P4V _
BL(1-T)r) Vol[B(r/2)]

On conclut alors en utilisant le méme théoréme de comparaison des volumes que dans
lecas p=2.
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2. Les fonctions harmoniques a croissance polynomiale

Une fois démontrés les lemmes techniques de la premiére partie, nous passons a
une partie beaucoup moins fastidieuse. Nous commengons par démontrer le résultat de
Cheng sur les fonctions harmoniques a croissance strictement sous-linéaires :

THEOREME 6. — Toute fonction harmonique de croissance strictement sous-
linéaire (i.e. il existe xo € M tel que f(x) = o(d(xg, x))) sur une variété a courbure de
Ricci positive est constante.

Démonstration. — La démonstration est simple une fois démontrée I'estimation
du gradient du log des fonctions harmoniques positives donnée dans la partie précé-
dente (1.1):

Soit A = sup | f|. Alors, pour tout ¢ > 0, h = f + A + £ est une fonction strictement
B(r)
positive sur B(r). On a alors:

sup |V f| = sup |Vh|
B(r/2) B(r/2)

C
<= sup(f+A+e¢)
T B(ri2)

2C
< —=(sup f +£/2).
r B

On obtient donc le résultat recherché en faisant tendre € vers 0, puis r vers I'infini. O
On va maintenant prouver le théoréme principal énoncé en introduction.

L'idée de la démonstration est de considérer les formes bilinéaires symétriques po-
sitives suivantes sur H; (M) :

(f.8r= fgdv.
Bp(r)

Si K est un sous-espace vectoriel de dimension finie de H; (M), alors, ce sont des pro-
duits scalaires pour r assez grand. L'idée est alors de comparer les boules unités de
H4(M) pour ces différentes métriques. Plus particuliérement, on étudie det A7 ou A/
est définie par (-, ), = (A{' TR

La démonstration se décompose alors en deux lemmes. Le premier démontre que
si M est une variété compléte a croissance polynomiale des volumes (hypothése (W)),
et K est un espace vectoriel de dimension k dont les éléments vérifient une inégalité de
la moyenne (M), alorson a:

mAC(2d)¥!
= (detA;Hl/Zd)r) :
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Enfin, le deuxiéme lemme montre que si les éléments de K sont a croissance polyno-
miale d’ordre au plus d, et M vérifie (W), alorsona:

1 ) -k(2d+v+6)

(1+1/24d)
detA,+/ r;(l*‘ﬁ

En combinant les deux inégalités on a que la dimension k du sous-espace de H; (M)
est majoré par une constante ne dépendant que de 4 et des caractéristiques de M. On
en déduit que H;(M) est de dimension finie, et que sa dimension est majorée par la
constante précédente, d'ou le théoréme annoncé.

LEMME 2.1. — Pour toutes constantes G et v, il existe une constante C(G, v) telle
que pour toute variété riemannienne complete (M, g) vérifiant les hypothéses (Wg,,v) et
(M), pour tout K, espace vectoriel de dimension k de sections d’un fibré E de rang m sur
M?", vérifiantYu € K, Alul?® > 0, pour toute base (u;) de K, pour tout point p € M,
pourtoutr > Qete € 10,1/2[,0na:

k
Z/ luil> < mCae~ " sup / jul>  pourv > 1
i=1 Y Bptn) ue{(A,U)} J Bp((1+6)r)

ou A = (a,) est un vecteur unitaire de Rk etU = (u;).

Démonstration. — Pour tout x € Bp(r) on définit le sous espace Ky = {u €
K/u(x) = 0} de K. On peut voir Ky, comme le noyau d'une application linéaire de K
dans I'espace vectoriel E, de dimension m. On en déduit donc que K, est de codimen-
sion au plus m. On peut alors construire par changement de base orthonormée une base

k m
(vi)de K telleque v; € Ky, Vi€ [m+1, k). Alors 3 lu;12(x) = 3 |v:/?(x). Onadonc:

i=1 i=1

A
mil? < Ivil®
' Ve(r(1+¢€) = p(x)) Jp,ca+e1n) '

-V -V
AMGl2arart | o / 2 (<1+s)- p(x))
Vp(r) ue(A.U) J By((1+6)r) r

k

AmC -
Z/ |2 < =5 (sup/ |u|2)/ ((1+5)— M) :
By(r) Vp(r) \wauv) Js,ca+0m) By(r) r

i=]

On pose alors f(p) = ((1+ £)-2)7".IIne reste plus qu’a étudier [ A,(p) f(p)dp,
o1 Ap(p) = Vol(Sy(p)). Soit & = 2174 avec g assez grand pour que & < 1 + £/2. Alors,
ona:
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i+)

r ri2 q-1 e s
/0 Ap(p)f(p)dp=/ Ap(p)f(p)dp+z:/, i Ap(p) f(p)dp
0 i=0 V%

i+l

q-1 i+1 i
S2Vp(N+Y f (“2 ') [V,,(az r) -V, (%)]
i=0

ik I\ (alr
gcvp(r)+2((1+s)- 2) Vp(—z—)[q,a"-n

i=0
q-1 ai+1 -v
<Cvp(r)(1+§((l+s)— > ) )
= (1+e/2)a’\ ™
< CVy(n) (1+iz=o: ((1+£) - —2—) )

<cv,,(r)(1+/ ((1+£)-(1+s/2)-2—) dp)

oc

2 -v
= CV,(n) (1+—3—/ [(l+s)—(l+£/2)£] dp)
In x 0 2
= Vp(r)O(e™*)

d’ot le résultat. O

LEMME 2.2. — Pour tout v > 0 et &, pour toute variété riemannienne compléte
(M, g) vérifiant I'hypothése (W, .. ), pour tout espace vectoriel K de dimension k de sec-
tions d'un fibré E sur M vérifiant tout u dans K est de croissance polynomiale d'ordre au
plusd, alorsVpe M,VB > 1,Vd > 0,Vry > 0,3r > ry tel que pour toute base {u;} de
K orthonormée pour le produit scalaire Ag, = f B(Bn) (u,v),ona:

k
Z/ Iuilz 2 kB—(2d+v+5) .
=1 Bp(r)

Démonstration. — Soit (u,~)§‘=1 une base de K Ag,-orthonormée. D’apres les hypo-
théses sur la croissance des volumes dans M et celle des u;,on a:

/ lvil? < C(1 + (Br)?@*)
Bp(r)

or:
1
(det4g, )" < 7 b7 Apr
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d'our:
v j v k
detAer < Ck(l + r2d+\ B](Zd-ﬂ))
r
k k(2d+ jk(2d+
< C'2 r( V)Bj (2d V).
Or, si le lemme est faux,on a:

Yr> 1, trg A, < kT24TVO

d'olr:

det A, < B—k(2d+v+5)

Br
et

j-1
Vje N* detA, = H det Agi, < B—Jk(24+v+6)
Bir k=0 Bk+1p
soit :
det Agj, = (det A,)7) > pik@divd)
Bir

dont on tire une contradiction quand j est grand. 0

Ce théoréme démontre la finitude de la dimension des H; (M), mais n'approche la
conjecture de Yau qu'a un O prés (contrairement aux cas n = 2 et d = 1). Toutefois il
s'applique a des variétés beaucoup plus générales que celles a courbure de Ricci posi-
tive (et que celles traitées dans les articles de Colding et Minicozzi) puisqu'il s’applique a
des variétés admettant des fonctions harmoniques bornées non constantes (par exemple
R"#R" pour n 2> 3). De méme, il s'applique a des opérateurs plus généraux que le Lapla-
cien; tout opérateur dont le noyau est composé de fonctions vérifiant une inégalité de la
moyenne de type (M). Grace aux travaux de Saloff-Coste on sait qu'ils sont nombreux.
On peut citer les opérateurs elliptiques L = 5%7 (a,- fé%) etL = a;; ou (a;;) est
uniformément bornée.

&
ox'ax]
On peut alors citer deux corollaires intéressants :

1. Si M" est une surface minimale de R", il existe p € M tel que V(Bp(r) N M) <
GR" et L est un opérateur uniformément elliptique sur M, alors I'espace des fonc-
tions L-harmonique 2 croissance polynomiale d’ordre au plus d est de dimension
finie majorée par Cd”~!, ol C ne dépend que de M et des constantes d’ellipticité
del.

2. Si M est quasi isométrique a une variété a courbure de Ricci positive, alors,
dim H, (M) < €d""1.

Ce résultat de finitude des dimensions des H; (M) ouvre le champ d'une nouvelle
recherche: les suites dim H; (M) sont-elles des invariants caractéristiques de la géomé-
trie d’'une variété par isométrie ou quasi-isométrie? On peut citer un premier résultat
dans ce domaine du a Colding, Minicozzi et Cheeger : si dim H,(M") = n+ 1 alors M est
isométrique a R"; si dim H, (M) = k + 1, alors le cone a I'infini de M est isométrique a
N x R (o1 N est un céne, éventuellement singulier).
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