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INÉGALITÉ DE WENTE ET SES APPLICATIONS AUX
//-SURFACES

Yuxin G E

Dans cet exposé, je vais présenter quelques résultats concernant l'inégalité de
Wente. D'abord, on étudie la meilleure constante pour la norme I 2 . Ainsi, on obtient
une nouvelle fonctionnelle qui est liée de façon surprenante aux surfaces à courbure
moyenne constante. Mais la minimisation de cette fonctionnelle est rendue probléma-
tique à cause d'un phénomène de concentration dû à l'action du groupe conforme non
compact qui la laisse invariante. On cherche alors des points critiques non minimisants.
On le fait à l'aide d'une méthode dite "topologique" introduite par J.-M. Coron [C]. Cette
méthode permet en particulier de prouver l'existence de points critiques non minimi-
sants pour des domaines qui sont des disques privés de trous suffisant petits. On ap-
plique d'autre part la méthode de minimisation sur l'espace des fonctions symétriques
sous l'action d'un groupe discret pour chercher des points critiques quand le domaine
est un anneau quelconque.

1. Surfaces à courbure moyenne constante et inégalité de Wente

Les surfaces à courbure moyenne constante sont celles dont la courbure moyenne
est partout égale à une constante H e IR. Les sphères ainsi que les bulles de savons sous
une pression constante sont des exemples concrets. Dans les coordonnés conformes,
une telle surface u : Q c IR2 — IR3 satisfait le système suivant

- A u = 2Hux A uyt dans Q, (1)

Iwxl2 - l«yl2 -2i(ux,uy) = 0, d a n s a (2)

Si H * 0, on se ramène au cas où H = 1, par une dilatation et un changement d'orienta-
tion. De plus, il est de type variationnel. Des solutions de ce système sur le disque unité
B(0,1) peuvent être obtenues comme des points critiques de la fonctionnelle d'énergie
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classique

= - ƒ \Vu\2dxdy - — ƒ u • ux A uydxdy.2 7n 3 ./n
Eo(u) = - ƒ \Vu\2dxdy - — ƒ u • ux A uydxdy. (3)

2 7 3 /
Uexistence des solutions minimisantes pour le problème de Plateau a été obtenue par S.
Hildebrandt [Hi] sous l'hypothèse que \H\diam(T) ^ 2, où Test une courbe de Jordan.
Dans [BC], H. Brezis and J.M. Coron ont trouvé une seconde solution non minimisante.
En général, l'équation (1) est à comprendre au sens des distributions car à priori, on n'a
seulement que u e H1. Pour obtenir la régularité des solutions faibles de (1), on a besoin
d'un résultat dû à H. Wente [Wl] (voir aussi [BC]).

Lemme 1. Soit Cl un domaine borné régulier dansJR2. Etant données deux fonctions
a,b G Hl(Cl,TR), on noteqp lasolution unique dans Wltl (Cl) du problème de Dirichlet

i -Acp = dxadyb- dxbdya, dansCl
q> = 0, surdCl. l

Alorsçp est continue surCl etq> e H1 (Cl). De plus, il existe une constante CQ(Q) ne dépen-
dant que de Q tel que

(5)

Ce qui est remarquable dans ce résultat, c'est qu'il ne peut pas être obtenu par une
application directe de la théorie de Calderon-Zygmund, à savoir en utilisant le fait que le
second membre de (4) est dans L1 (Cl). En fait, ce résultat provient de la structure algé-
brique de dxadyb— dxbdya, ce phénomène est à la base de la théorie de la compacité par
compensation. En 1992, F. Bethuël et J. M. Ghidaglia [BG] ont prouvé que l'on peut trou-
ver une majoration de CQ(C1) pour tous les domaines. On s'intéresse ici aux constantes
optimales. Plus précisément, on va étudier les constantes suivantes

Coo(Q)= sup ,, J1 ,^'1" ,, , (6)

Remarque. On note que ces constantes sont invariantes par transformations confor-
mes et donc ne dépendent que de la structure conforme de Q. Donc on peut étudier ces
constantes sur une surface de Riemann en général.

S. Baraket [B] a obtenu que G» (Cl) = — pour tout domaine simplement connexe.

Et puis, P. Topping [T] a généralisé ce résultat dans le cas général. Dans cet exposé, on va
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étudier C2 (fi), ou de la façon équivalente

40»-
2||V<p||2

Pour cela, on considère la fonctionnelle d'énergie

E(a,b,Cl) = -(||Vfl|l2 + IIVfc||̂ ), pourtout(a,b) eJr,

oùeyl'est une variété hilbertienne de dimension infinie^ = {(a, b) G HlxHl,\\Vq>\\L2 =
1}. Pour déterminer C2(fi), on fait l'appel à l'inégalité isopérimétrique. On peut établir
le résultat suivant

Théorème 1. On a

De plus, la meilleure constante est atteinte si et seulement si Cl est simplement connexe. Si
fi est le disque uinté dans M2, fi = B(0,1 ) = {(x, y) / r = yjx2 + y2 < 1}, alors Vapplica-

X y
tion ( -, ) réalise la meilleure constante. •

1 + r2 1 + r2

2. Applications aux H -surfaces

On établit tout d'abord l'équation d'Euler-Lagrange pour des points critiques de la
fonctionnelle E(a, b, fi).

Théorème 2.[H] Soir (a, b) G Jr un point criticque de E. Alors

1. il existe A = ||Va||2 = l|Vfc||2 telqueY= (fli,fci,<Pi) = (Aa,hb,\2cp) satisfait:

{a\,b\} dansQ.,
-Aai = {bx,cpi} dansCl,
-Ab\ = {<Pi,fli} dansQ,

où{%,r}} = dx^dyT) - dy^dxr] etn = (n1, n2) est vecteur normal unité sur 3fi;

2. Y est de C°° sur U;

3. la différentielle de Hopfœ = (dzY, dzY) est holomorphe. De plus, si on note t —
-n2 + in1 le vecteur unité tangent le long de 3fi, on a Im(œt2) = 0 sur3fi. Par
conséquent, si fi est simplement connexe, alors Y est conforme; si Cl est un anneau,

alors il existe c eJRtel que (dzY, dzY) = - j -
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En 1984, H. Wente [W2J a construit une immersion à courbure moyenne constante
d'un tore vers IR3. Vu l'équation d'Euler, le tore de Wente provient d'un point critique de
la fonctionnelle E sur un anneau. En effet, supposant que Y = (a\, b\, <p\) = (Aa, À&,
À2<p) est un point critique de E sur un anneau, on construit P = D. \Jdn Cl la surface de
Riemann obtenue en recollant Q le long du bord avec Q, une copie de fi munie d'une
orientation opposée. Le prolongement de Y est construit en prenant Y = Y sur fi et
Y = (Aa, Xb, -À2<p) sur fi. Dans le cas où cette application est conforme, son image est
un tore à courbure moyenne constante. C'est le cas du tore de Wente qui correspond
à un point critique de E sur un anneau qui vérifie en plus la condition de conformité.
A la lumière de cet! ! ! ! te observation, on peut se proposer de construire des surfaces à
courbure moyenne constante comme le tore de Wente en resolvant (1) et (2) variation-
nellement. La première étape consiste à étudier l'équation (1) à l'aide de E. D'après le
théorème 1, si O n'est pas simplement connexe, il n'y a pas de solutions minimisantes.
Donc il faut chercher des points critiques non minimisants. Pour cela, on étudie d'abord
les propriétés d'une suite minimisante de E. Le théorème suivant donne la description
complète d'une telle suite.

Théorème 3. (Concentration) Si fi est simplement connexe, il existe un certain
(a,b,qp) qui est une solution de (8) tel que

E(a,b,Cl) = inf

De plus, si (an,bn,qpn) une suite minimisante de E avec (an,bn) e<A'et I an= bn =
Jn Ja

0, alors (an,bn, <pn) aux transformations conformes près est relativement compacte dans
(H1)3. Si fi n'est pas simplement connexe, alors il existe ZQ G 3fi tel que

(\Van\
2,\Vbn\

2,\V<Pn\2) — <Q(Q)fQ.(QU>««, dans®'(]R2)t

où ÖZQ est la mesure de Dirac concentrée dans ZQ. •

Ce théorème signifie que si Q n'est pas simplement connexe, un phénomène de
concentration apparaît et le minimum n'est pas atteint. Le même fait a été observé par
P.L. Lions [L] pour l'injection de Sobolev dans le cas limite. On se rappelle que l'énergie E
est invariante sous l'action du groupe conforme. C'est le groupe conforme non compact
du disque qui entraîne de la perte de la compacité. D'autre part, une application directe
de ce théorème permet de déduire immédiatement que l'ensemble de niveau proche du
minimum a une topologie non triviale. Plus précisément, on a

Corollaire 1. SoitEjv = {(a, b) € «ŷ , E{a, b,Q) < y] et supposons Q. non simple-
ment connexe. Alors il existe e > 0 tel que si y < C2 (Cl) + e, alors £ j a la même topologie
quedCl. •

Par ailleurs, on étudie les propriétés asymptotiques d'une suite de Palais-Smale.
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Théorème 4. E satisfait la condition de Palais-Smale pour tout fi e ( C2 (fi ) , V2C2 (fi) ) .
Précisément, si{(ant bn)}ne^ c <A" est une suite de Palais-Smale, c'est-à-dire si {(an, bn)}
vérifie

Ei(an,bn) - & G (C2(fi), V2C2(n)), (9)

DEi(an, bn) - 0, dans H'1 (Cl) quand n - oo. (10)

alors il existe a,be H1 (Cl) tel que, quitte à extraire une sous suite,

an -a, bn-~ b, dans H1 (Cl).

En combinant le corollaire 1, le théorème 4 et quelques arguments supplémen-
taires, on peut conclure

Théorème 5. Soit {z,} "=1 une famille des points disjoints dans B(0,1). Alors il existe
n

€\ > Otelquesin < €\Vi= l,...,n, pour tout Clr = 5(0,1) \ ( J B(zitri), E admet au
i=l

moins un point critique non trivial •

La démonstration repose sur une étude détaillée de la topologie des ensembles
de niveau de E mentionnée ci dessus. On applique la stratégie de J.M. Coron [C]: on
construit un lacet dans^' qui n'est pas trivial dans Ejx pour y proche de C2(^)- Mais il
l'est dans I£j"* ( O \ En raisonnant par l'absurde, si E n'admettait pas de points critiques
dans E] 2Cz(n), on obtiendrait une contradiction sous certaines conditions (voir [G] pour
les détails).

On note que des points critiques de ce problème variationnel ne conduisent pas né-
cessairement à des solutions conformes (solutions du système (1) et (2)). En fait, œdz2

est une forme quadratique holomorphe sur P. La dimension du sous-espace vectoriel
des formes quadratiques holomorphesest égale à celle de l'espace des modules des
structures complexes sur P. En conséquence, pour chercher une solution conforme, il
faut varier aussi la structure conforme en même temps.

Récemment, avec F. Hélein [GH], Nous avons démontré le résultat suivant

Théorème 6. SoitClr = 5(0,1) \ B(0, r) avecO < r < 1 un anneau quelconque. Alors
le système (8) admet au moins une solution non triviale. •

Une première remarque est que le système (8) est équivariant sous l'action d'un
groupe discret. Ainsi, on peut appliquer une procédure de minimisation sur un espace
des fonctions symétriques. Pour cela, on considère un sous ensemble de Hl x Hl

Fm = {e = (a,b) e H1 x H 1 ^ o A = A o ©},
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où A est la rotation d'un angle 2TT/ m sur H2 . Nous avons montré que Ton peut minimi-
ser la fonctionnelle d'énergie E sur Fm pour tout m assez grand quand r est fixé et que
ces minima sont juste des solutions non triviales de (8).
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