
Séminaire de Théorie
spectrale et géométrie

EMMANUEL HEBEY
Meilleures constantes et inégalités de Sobolev optimales sur
les variétés riemanniennes compactes
Séminaire de Théorie spectrale et géométrie, tome 16 (1997-1998), p. 175-210
<http://www.numdam.org/item?id=TSG_1997-1998__16__175_0>

© Séminaire de Théorie spectrale et géométrie (Grenoble), 1997-1998, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Séminaire de Théorie spectrale et géométrie » implique l’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=TSG_1997-1998__16__175_0
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Séminaire de théorie spectrale et géométrie
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MEILLEURES CONSTANTES ET INÉGALITÉS DE SOBOLEV
OPTIMALES SUR LES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES

COMPACTES

Emmanuel HEBEY

Résumé

Ce texte a pour origine une série de conférences données à l'Institut Fourier dans
le cadre du séminaire de théorie spectrale et géométrie. Un état des lieux sur les pro-
blèmes de meilleures constantes et les inégalités de Sobolev optimales pour les va-
riétés riemanniennes compactes est proposé.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Pour alléger, nous supposerons
toujours M sans bord. Nous noterons n sa dimension, et supposerons de plus que n ^ 2.
Étant donné p ^ 1 un réel, Hf{M) désignera l'espace de Sobolev standard, obtenu par
complétion de C°° (M) pour la norme

Suivant les notations usuelles, ||.||p désigne la norme de l'espace de Lebesgue LP{M).
Pour p G [1, n[ réel, on pose

f/ —

n - p
Par inclusion de Sobolev standard, pour tout p G [1, n[ réel, Hf(M) c Lp* (M). On
écrira encore que pour tout p G [1, «[, il existe des constantes réelles A et B telles que
pour tout u e Hf(M),

II Mil p- ^A\\Vu\\p + B\\u\\p. Ulp.gen)-

Dans la notation Ultgen) ici utilisée, y se réfère à l'ordre de l'inégalité, "gen" à géné-
rique, et "1" à la puissance de l'inégalité, de sorte que nous parlerons d'inégalité de So-
bolev générique d'ordre p et de puissance 1 pour désigner (Iptgen)- On se souviendra que
l'inclusion H?(M) c Lp* (M) est critique au sens où pour q > p*, Hf(M) t Lq(M).

Classification math. : 46E35,53C21,58G30.
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Clairement, de l'inclusion Hf(M) c Lp* (M) on tire aussi que pour tout p G [1,«[,
il existe des constantes réelles A et B, distinctes des précédentes, pour lesquelles pour
tout u G Hf(M),

\\u\\P
p. ^A\\VU\\P + B\\U\\P Up.gen)-

On parlera ici d'inégalité de Sobolev générique d'ordre p et de puissance p.

Toujours pour p G [1, n[9 on n o t e ^ ^ M ) l'ensemble des réels A pour lesquels il
existe un réel B tel que (Ipigen) ait lieu pour tout u G Hf{M) avec pour constantes réelles
A et B. En abrégé,

<j&p(M) = \A G R t.q. 3B G R avec (Iptgen)\ -

De même, on note &P(M) l'ensemble des réels B pour lesquels il existe un réel A tel que
Ujjigen) ait lieu pour tout u G H f (M) avec pour constantes réelles A et B. En abrégé,

&P(M) = {B G R t.q. 3A G R avec Up,ge/Ï)} .

Si A G u#p(M), et si i4' ^ A alors ;4' G ̂ p (M) . De même, si B G mp{M), et si B' ^ B,
alors B' G â?p(M). Par suite, *J#P(M) et âSp{M) sont des intervalles d'extrémités droites
+00. Les meilleures constantes relatives à l'inégalité (Ipigen)* la première ap(M), et la
seconde /?P(M), sont définies par

| «p(M) = i:

= inf SB,

Avec le même type de construction, on pourrait définir des meilleures constantes rela-
tives à l'inégalité (ïpigen). Mais comme on s'en convaincra facilement, il s'agit ici ni plus
ni moins de <xp(M)p et f}p(M)p. Pour désigner ap(M) et f}p(M), on parlera ainsi de
meilleures constantes relatives à l'inclusion de H}

P(M) dans Lp* (M).

Introduisons maintenant la notion d'inégalité de Sobolev optimale. Nous dirons
que l'inégalité de Sobolev optimale (IpiOpt ) d'ordre p et de puissance 1 a lieu sur (M, g)
s'il existe un réel B tel que pour tout u G Hf(M)t

II «II p- < «

Nous dirons par ailleurs que l'inégalité de Sobolev optimale ( Ipopt ) d'ordre p et de puis-
sance p a lieu sur (M, g) s'il existe un réel B, a priori distinct du précédent, tel que pour
tout u G H?(M),

\\u\\p
p. ^ *p{M)P\\Xru\\P + B\\u\\P Up.opt)-

De la même façon, nous dirons que l'inégalité de Sobolev optimale Ux
PtOpt) d'ordre p et

de puissance 1 a lieu sur (M, g) s'il existe un réel A tel que pour tout « G P

Huil,* ^A\\Vu\\p + pp(M)\\u\\p Ul
PtOp[).
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Nous dirons ensuite que l'inégalité de Sobolev optimale (JpiOpt) d'ordre p et de puis-
sance p a lieu sur (M, g) s'il existe un réel A, a priori distinct du précédent, tel que pour
tout u e H^{M)t

\\u\\p
p. ^A\\Vu\\P + &p{M)P\\u\\P U£oPt)-

La lettre "I" se réfère ici aux inégalités de Sobolev optimales avec priorité donnée à la
première constante, tandis que la lettre "J" se réfère aux inégalités de Sobolev optimales
avec priorité donnée à la seconde constante. Comme on s'en convaincra facilement,

(Ip.opt) ^ (*p,opt> e* {Jp.opt* ^ {Jp.opt*

au sens où l'existence d'un réel B pour lequel (IptOpt) a Heu, respectivement l'existence
d'un réel A pour lequel (JPiOpt) a lieu, entraîne la validité de (IPtOpt) avec pour seconde
constante Bl/p, respectivement la validité de ( JPtOpt ) avec pour première constante Al/p.
Par ailleurs, on remarquera que dire que dPtOpt) a lieu, équivaut à dire que^p(M) est
fermé, ou encore que ocp(M) e ^p(M). De même, dire que (JptOpt) a lieu, équivaut à
dire que ffip(M) est fermé, ou encore que f}p{M) G âSp(M).

Deux programmes parallèles de recherche sont associés à ces notions de meilleure
constante et d'inégalité de Sobolev optimale. Dans l'un, on s'y réfère sous le nom de pro-
gramme^, priorité est donnée à la meilleure première constante. Dans l'autre, on s'y ré-
fère sous le nom de programme &3, priorité est donnée à la meilleure seconde constante.
Nous poserons pour commencer trois questions dans chacun de ces deux programmes.
Deux autres questions suivront.

Programme^ - Partiel Programme^ - Partiel

Question L^ : Que vaut la Question 133 : Que vaut la
meilleure constante ocp(M)l meilleure constante jS

Question ZA : L'inégalité Question 203: L'inégalité
optimale (IpiOp{ ) a-t-elle optimale Ul

PtOpt ) a-t-elle
toujours lieu? toujours lieu?

Question 3 ^ : L'inégalité Question %% : L'inégalité
optimale (IptOpt ) a-t-elle optimale (jgiOpt ) a-t-elle
toujours lieu? toujours lieu?

On le constatera au paragraphe deux, les trois questions du programme ^reçoivent
toutes des réponses complètes. Les réponses apportées aux questions du programme^,
plus précisément aux deux dernières, laissent par contre encore quelques points ouverts.
Pour une analyse plus détaillée du sujet que celle qui nous est ici, pour des raisons de
longueur, permis de faire, nous renvoyons à Hebey [28].
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1. Le programme^ dans sa première partie

On traite pour commencer du programme **ƒ- dans sa première partie. L'origine de
ce programme, en particulier l'étude de sa première question, remonte aux travaux d'Au-
bin [3], Fédérer-Fleming [19], Fleming-Rishel [20], Rosen [40], et Talenti [43]. Le premier
pas décisif, le théorème 1.1 qui suit, fut obtenu de façon indépendante par Aubin [3] et
Talenti [43].

THÉORÈME 1.1. — 1) Pour tout p e [1, n[, et tout u G @(K/I), l'espace des fonctions
régulières à support compact dans l'espace euclidien de dimension n,

II «IIp- ^K(n,p)\\Vu\\p (1.1)

où

n- p '

lorsque p > 1, et œn-\ désigne le volumede lasphère unité standard de Rn.

2) K{n, p) est la meilleure constante dans (1.1), et si p > 1, légalité dans (1.1) est
réalisée par les fonctions

où A est un réel quelconque strictement positif

Pour ce qui est de la preuve de ce théorème, elle est basée sur les travaux de Bliss [ 10]
et des techniques de symétrisation classiques. Grossièrement, on se ramène par symétri-
sation à l'étude de (1.1) sur des fonctions radiales. Le calcul de K{n, p) suit des travaux
de Bliss [10]. Pour p — 1, (1.1) n'est autre que l'inégalité isopérimétrique standard. Les
fonctions extrémales sont alors les fonctions caractéristiques des boules.

De ce résultat, comme démontré par Aubin [3], on tire la réponse à la question 1^.
C'est l'objet du théorème qui suit.

THÉORÈME 1.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
D'une part, pour tout p € [ 1, n[, la constante A dans (Ipigen) doit être supérieure ou égale
àK(n, p). D'autre part, pour tout e > 0, et tout p e [l,n[, il existe une constante réelle B
avec la propriété que pour tout u f

En particulier, (xp(M) = K( n, p) pour tout p et toute variété riemannienne compacte.
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La preuve de la première assertion ne nécessite nullement la compacité de la va-
riété. L'argument ici est purement local. Par l'absurde, de la validité d'une inégalité
(Iptgen) avec A < K(n, p), on se ramène par comparaison (locale) des métriques à la
validité sur l'espace euclidien d'une inégalité du type (1.1) mais avec une constante A' <
K(n, p) en lieu et place de K{n, p). D'où la contradiction et la première assertion du
théorème. Pour ce qui est de la seconde assertion, étant donné e > 0 réel, et x e M, il
existe une carte (£2, <p) de M en JC avec la propriété que les composantes gI;- de g dans
cette carte vérifient (1 + e)~löij < gij ^ (1 + e)öl-j en tant que formes bilinéaires. Du
théorème 1.1 il suit que pour tout e > 0, et tout JC G M, il existe (Q, <p) une carte de M
en x telle que pour tout w € S>(Q),

llMllf. < (K(n,p)p + e)\\Vu\\P. (1.2)

Le résultat s'obtient alors en recouvrant M par un nombre fini de telles cartes, et par
recollement des inégalités locales (1.2) via une partition de l'unité.

En ce qui concerne le théorème 1.2, comme démontré par Hebey [24], la constante
B peut être choisie de sorte qu'elle ne dépende que de n, p, e, un minorant de la courbure
de Ricci, et un minorant (strictement positif) du rayon d'injectivité.

La réponse à la question 1 ^ maintenant donnée, abordons les questions 2J4 et 3J^.
On se souviendra que la validité de UpiOpt ) entraîne la validité de (l),tOpt)> de sorte qu'une
réponse positive à la question 3u4t entraîne à son tour une réponse positive à la question

. L'implication inverse est par contre fausse, on s'en rendra compte assez vite.

Nous commencerons ici par le résultat suivant de Hebey-Vaugon [32]. Il règle entiè-
rement la question pour p = 2. Les réponses aux questions 2 ^ et 3*J& sont positives dans
ce cas.

THÉORÈME 1.3. — L'inégalité optimale (I^opt) a toujours lieu, à savoir sur toute va-
riété riemannienne compacte de dimension n^3.Il en va de même pour l'inégalité opti-
male (ilopt ) , qui a donc elle aussi toujours lieu.

La preuve de ce résultat est assez complexe. Elle passe par des arguments non tri-
viaux de théorie des équations aux dérivées partielles. Inutile de vouloir en donner les
grandes lignes, essayons juste d'en donner l'idée générale. Pour a un réel strictement
positif, et u G H^{M)t posons

/«(«) =

Le résultat à démontrer est clairement équivalent à l'existence d'un OCQ > 0 tel que

1
inf

K{nt
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Cette remarque faite, la preuve procède par contradiction : on suppose que pour tout
oc > 0,

inf ƒ„(«) <

D'une telle inégalité, par techniques variationnelles maintenant classiques, on obtient ce
qui suit : pour tout a > 0, il existe ua e C°°(M), ua > 0, et il existe À« e]0,K(n,2)~2[,
tels que

i
où dvg désigne l'élément de volume riemannien, et Ag le laplacien relatif à g. L'idée
consiste maintenant à montrer que pour oc grand, de tels ua n'existent pas. Cela res-
semble beaucoup à ce qui est donné gratuitement dans le contexte euclidien par l'iden-
tité de Pohozaev [39]. Pour montrer que les ua n'existent pas si <x est grand, on fait tendre
a vers +oo. Les ua développent alors un point de concentration. Une étude détaillée du
phénomène de concentration, et un argument de renormalisation, nous permettent de
revenir au contexte euclidien via des métriques qui approchent la métrique euclidienne.
Le contrôle de la différence entre ces métriques et la métrique euclidienne nous permet
d'utiliser l'identité de Pohozaev [39]. Cette identité fournit la contradiction recherchée.
D'où le résultat.

La question maintenant réglée pour p = 2, abordons les cas p * 2. Dans [3], Aubin
obtenait pour tout p la validité de (IpiOpt ) dans les deux situations suivantes : ou bien la
variété considérée est de dimension 2, ou bien elle est à courbure sectionnelle constante.
Le premier de ces résultats sera ensuite généralisé par Druet à l'inégalité (IptOp[). Tou-
jours dans [3], Aubin obtenait en plus la validité de (IPtOpt) pour tout p € [1,2], avec
p * 2 si n = 2, dans le cas de la sphère standard (Sn, h) de Rn+l. La véritable avancée
dans l'étude des questions 2u& et SJ^ pour p =*= 2, une petite révolution en fait, arrivera
quelque vingt années plus tard avec les travaux de Druet [16], [17]. Le tout commence
avec le résultat suivant.

THÉORÈME 1.4. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n,
etsoitpe [1, n[ un réel. Supposons p> 2, p2 < nt etla courbure scalaire de g strictement
positive en au moins un point de M. Vinégalité Up>op[ ) est alors fausse sur (M, g).

Aussi étrange que cela puisse paraître, la démonstration de ce résultat inattendu est
assez simple. En suivant ce qui est fait dans Druet [17], on reprend les fonctions extré-
males du théorème 1.1, fonctions extrémales que l'on localise sur M autour d'un point XQ
où la courbure scalaire Sg de g est strictement positive. Plus précisément, pour Xo e M
tel que Sg(xo) > 0, et pour e un réel strictement positif, on considère les fonctions

Ue =
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où r désigne la distance à xo, et <p est une fonction cut-off centrée en Jto. Étant donné a
un réel strictement positif, et si Ia est la fonctionnelle

II Mil J .

un développement limité en e donne

où Ai, A2, et A3 sont des constantes strictement positives indépendantes de e. Comme
p > 2 et p2 < n,

1 +2-^- < < 0.
P P P

Pour tout a > 0, on pourra ainsi trouver e > 0 petit de sorte que

K ( n , p ) p I a ( U e ) < 1 .

Il s'ensuit qu'il n'existe pas de constante réelle B pour laquelle {IpiOpt) ait lieu pour tout
u e HfiM). D'où le résultat.

Nous l'avons déjà dit, dans la mesure où la sphère unité standard (S", h) de Rn+l est
à courbure sectionnelle constante, l'inégalité (Ip>opt ) est vraie pour tout p sur ( S", h). Du
théorème 1.4, il suit par contre que l'inégalité (IpiOp{ ) est fausse sur (Sn, h) pour p > 2 et
p2 < n. En particulier, une réponse positive à la question 2 ^ n'entraîne pas une réponse
positive à la question 3 ^ .

Examinons maintenant l'optimalité des hypothèses du théorème 1.4. Dans la me-
sure où l'inégalité (IptOpt ) est vraie pour tout p ^ 2 sur la sphère unité standard (S", h),
ou encore en raison du théorème 1.3, l'hypothèse p > 2 est nécessaire. L'hypothèse
p2 < n est sans doute purement technique. Reste alors l'hypothèse la plus intéressante,
de nature géométrique, sur la courbure scalaire. Aussi surprenant que cela puisse pa-
raître, on le voit sur le résultat qui suit de Druet [17], cette hypothèse est elle aussi opti-
male.

PROPOSITION 1.1. — Soit(Tn,g) un tore plat de dimension «. Pour tout p e [1, n[,
l'inégalité (Ip

opt) a lieu sur(Tn,g).

La preuve de cette proposition est bien plus subtile que celle du théorème 1.4. Es-
sayons d'en donner les grandes lignes. On traitera ici du cas p > 1. Étant donné p €
] 1, n [, on suppose que ( IPtOpt ) est fausse. Par théorie variationnelle, on obtient alors que
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pour tout o: > 0, il existe une fonction strictement positive ua € C1 (M), et il existe un
réelÀa e]0,K(nt p)~p[t tels que

fTn ul dvg = 1

où
Aplgu = -divg(\Vu\p-2Vu)

est le p-laplacien de M. Lorsque oc — +oo, les ua développent un point de concentration,
à savoir un point x tel que pour tout <5 > 0,

limsup / up dvg > 0limsup / up

a-+oo JBx(ô)

où Bx(5) est la boule dans ( Tn, g) de centre x et rayon 5. Ce point est de plus unique. La
limite ci-dessus vaut alors 1 pour tout <5, tandis que

ua^0 dnnsCfoc(T
n\lx})

lorsque a -* +oo. Dans la mesure où ( Tn, g) est plate, il existe une boule B centrée en x
avec la propriété que (B, g) est isométrique à la boule euclidienne de même rayon. Du
théorème 1.1 il suit que pour tout u

II uil J.

Le reste de l'argument de Druet [17] consiste à montrer que cette inégalité, couplée avec
les équations satisfaites par les ua, conduit à une contradiction. Soit une boule plus pe-
tite B' c J5, toujours centrée en x, et soit rç régulière et positive telle que ri = 1 sur B',
et T] = 0 sur Tn\B. De développements non triviaux, on tire des équations satisfaites par
les ua et de l'inégalité de Sobolev locale ci-dessus, qu'il existe une constante C, indépen-
dante de a, telle que pour tout a,

r < -k-Mr "£dv* , r-- C $ —f p - + C
JTn 'd

Clairement,

et puisque les ua convergent C° vers 0 en dehors de x, le terme de gauche dans cette
inégalité tend vers 0 lorsque a tend vers +oo. Avec des arguments un peu plus subtils,
on obtient par ailleurs l'existence d'une constante C', indépendante de a, telle que pour
tout a,

f
•
Tn
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Par passage à la limite en a — +00 dans (1.3) on obtient alors la contradiction recherchée.
D'où le résultat.

La proposition 1.1 est en elle-même importante. Sa preuve Test cependant encore
plus. Elle contient ce que nous appellerons la "localisation de Druet" : la validité locale
d'une inégalité UpiOpt), entraîne sa validité globale. Pour ce qui est de la terminologie,
nous dirons que (IptOpt ) a localement lieu sur une variété compacte (M, g) si pour tout
x de M, il existe un voisinage ouvert Qx de x, et il existe une constante réelle Bx, tels que
pour tout u e 3>(Clx)>

\\u\\p
p. £K(n,p)P\\Vu\\$ + Bx\\u\\P.

Pour le contraste, ce changement de terminologie ne sera utilisé que dans le théorème
1.5, nous dirons que (IptOpt ) a globalement lieu sur (M, g) s'il existe une constante réelle
B telle que pour tout u € HP(M),

\\u\\p
p. ^K(n,p)P\\Vu\\P + B\\u\\P.

De la preuve de la proposition 1.1 si p > 1, et par recollement via une partition de l'unité
si p = 1, on tire le théorème qui suit.

THÉORÈME 1.5 (Localisation de Druet).— Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n, et soit p e [ 1, n[ donné. Si UPiOpt ) a localement lieu sur (M, g),
elle a aussi globalement lieu sur (M, g).

Nombre de résultats importants suivent de ce théorème. Il en va déjà ainsi de la
proposition suivante de Druet [17].

PROPOSITION 1.2. — Soit (Hn, h) un espace hyperbolique compact de dimension n.
Pour tout ps [1,«[, UpiOpt) a lieu sur (Hn, h).

La preuve de cette proposition suit très simplement du théorème 1.5. Si (Hn, h)
désigne l'espace hyperbolique simplement connexe, alors, d'après Aubin [3], pour tout
réel pe [1, n[, et tout u e &>{Hn),

\\u\\p
p. ^K(n,p)p\\Vu\\P.

Par isométrie locale entre une variété riemannienne et son revêtement riemannien uni-
versel, il suit de cette inégalité que UpiOpt) a localement lieu sur (H", h). Le résultat est
alors une conséquence simple du théorème 1.5.

Un autre exemple, peut-être encore plus frappant, des conséquences de la locali-
sation de Druet est la réponse positive apportée à la question Z*d> en dimension 2. Ce
résultat est là encore dû à Druet (communication orale). On en trouvera la preuve dé-
taillée dans Hebey [28].

THÉORÈME 1.6. — Pour toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension
2, et tout pe [1,2[, (l£opt) a lieu sur (M, g).
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Pour ce qui est de la preuve de ce théorème, sans perdre en généralité, on pourra
supposer que la courbure sectionnelle de g est inférieure ou égale à 1. Il suit alors des
travaux d'Aubin [3] que pour tout JC G M, il existe 5X > 0, tel que pour tout domaine
régulier fi c Bx(öx), Taire de 3fi majore l'aire, dans la sphère unité standard (S2, h), du
bord d'une boule ayant le même volume que fi. Étant donné p G [1,2[, à partir de cette
inégalité isopérimétrique et par symétrisation, via la formule de la co-aire, on obtient
que (IptOpT) a localement lieu sur (M, g). Le résultat suit maintenant du théorème 1.5.

À titre de dernière illustration des conséquences de la localisation de Druet, abor-
dons un résultat qui fut obtenu par Aubin, Druet et Hebey [4]. Les propositions 1.1 et
1.2 de Druet suggèrent l'énoncé suivant : l'inégalité UPiOpt) a lieu pour tout p en cour-
bure sectionnelle négative ou nulle. À conjecture de Cartan-Hadamard près, c'est là ce
qui est démontré dans [4], cet énoncé est effectivement exact. La conjecture de Cartan-
Hadamard est la suivante : étant donnés (M, g) une variété riemannienne complète sim-
plement connexe de dimension n à courbure sectionnelle négative ou nulle, et fi un do-
maine borné régulier de M,

Ag(dQ) > 1

où Ag(dCl) et Vg(fi) désignent respectivement l'aire de dû et le volume de fi. Cette conjec-
ture fut démontrée en dimension 2 par Weil [45], en dimension 3 par Kleiner [36], et
en dimension 4 par Croke [13], via la formule de Santalo. Par conjecture de Cartan-
Hadamard en dimension n, nous entendrons la validité de l'inégalité isopérimétrique
ci-dessus pour les variétés complètes simplement connexes de dimension n à courbure
sectionnelle négative ou nulle. Le résultat d'Aubin, Druet et Hebey [4] est alors le suivant.

THÉORÈME 1.7. — Si la conjecture de Cartan-Hadamard est vraie en dimension n,
alors (IptOpt) a lieu powtout p G [l,n[ sur toute variété riemannienne compacte de
dimension h à. courbure sectionnelle négative ou nulle. En particulier, dans la mesure où
la conjecture de Cartan-Hadamard^est vraie en dimension 3 et 4, pour n - 3 ou 4, pour
tout p G II, n[, et toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n à courbure
sectionnelle négative ou nulle, UPtOpt )

 a ^eu sur (M, £)•

Nous l'avons déjà dit, le résultat est là encore une conséquence simple du théorème
1.5. Soit (M, g) le revêtement riemannien universel de (M, g). De la validité de la conjec-
ture de Cartan-Hadamard, et par symétrisation, on tire que pour tout u G S>(M), et tout
pG [l ,n[,

««lij. ^ *<n.p)'IIVu||{;.

Par isométrie locale entre une variété riemannienne et son revêtement riemannien uni-
versel, on obtient que Up,opt) a localement lieu sur (M,g). Le résultat suit du théo-
rème 1.5.

Revenons pour finir à la proposition 1.1. Le tore peut y être interprété comme un
cas limite des variétés en question dans le théorème 1.4. En regardant de plus près les
développements effectués dans la preuve du théorème 1.4, comme remarqué par Druet
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[17], le tore apparaît aussi comme un cas limite de la classe des variétés compactes Ricci
plates non plates. Cette classe est non vide. Les variétés de dimension An dont le groupe
d'holonomie est contenu dans Sp{n)t il s'agit là d'un résultat de Berger [8], sont Ricci
plates. De telles variétés sont aussi dites hyperkàhlériennes. Des exemples spécifiques
de variétés hyperkàhlériennes compactes non plates ont été construits par Beauville [7].
Ces variétés sont dans la classe ci-dessus introduite. Pour plus de détails, on renvoie à
Besse [9], Le résultat qui suit est là encore dû à Druet [17].

THÉORÈME 1.8. — Soient (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n,etpe [1, n[. On suppose que (M, g) est Ricci plate mais non plate. Si p > 4 et p2 < n,

est fausse sur (M, g).

La preuve de ce théorème procède comme celle du théorème 1.4, à ceci près que les
développements sont ici poussés plus loin. En particulier, il s'agit d'un argument pure-
ment local. De ce théorème, et du théorème 1.4, on tire un résultat de rigidité particuliè-
rement intéressant, le corollaire 1.1 ci-dessous de Druet [17]. On pourra le voir comme
la version locale de la rigidité globale obtenue peu de temps auparavant par Ledoux [37]
pour les inégalités optimales de type euclidiennes sur les variétés complètes non com-
pactes : étant donnée (M, g) une variété riemannienne complète non compacte de di-
mension n à courbure de Ricci positive ou nulle, si pour un p e [1, n[ l'inégalité (1.1) du
théorème 1.1 a lieu sur (M, g), la variété est isométrique à l'espace euclidien de même
dimension. Toujours en ce qui concerne ce corollaire, mais aussi le théorème 1.8, les hy-
pothèses p > 4 et p2 < n devraient pouvoir être remplacées par p e]2, n[. À l'inverse
du cas des inégalités optimales de type euclidiennes sur les variétés complètes non com-
pactes, supposer p > 2 est nécessaire dans notre contexte. On le voit, soit à partir du
théorème 1.3, soit puisque (IpiOpt) a lieu pour tout p e [1,2] sur la sphère unité stan-
dard (S", h). À titre de dernière remarque, sachant que toute variété compacte plate est
recouverte par l'espace euclidien, on tire facilement du théorème 1.1 et du théorème 1.5
que (IptOpt ) a lieu pour tout p sur toute variété compacte plate. D'où la seconde assertion
du corollaire.

COROLLAIRE 1.1 (Rigidité locale). — Soit (Mt g) une variété riemannienne compacte
de dimension n à courbure de Ricci positive ou nulle. On suppose que pour un p réel tel
que p > 4 et p2 < n, (IptOpt ) a lieu sur (M, g). Alors g est plate, et M est recouverte par
un tore. À l'inverse, (IpfOpt) a lieu pour tout p G [1, n[ sur toute variété riemannienne
compacte plate de dimension n.

2. Le programme â3 dans sa première partie

On traite ici du programme â& dans sa première partie. Contrairement au program-
me^ , qui semble impliquer de plus grosses difficultés, des réponses complètes aux trois
questions posées sont disponibles. En particulier, voir les deux théorèmes de ce para-
graphe, la géométrie n'influence plus la validité ou la non-validité des inégalités opti-
males.
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Commençons par les réponses apportées aux questions \SS et 2P£. Celles-ci s'ob-
tiennent très facilement à partir de l'inégalité de Sobolev-Poincaré. Elles sont données
par le résultat suivant.

THÉORÈME 2.1. — Étant donnés (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, et p G [l,n[, Pp(M) = V~lln où Vg désigne le volume de (M, g). De plus,
pour tout p G [ 1, n[, ( Jl

PtOpt ) a lieu sur (M, g).

Comme déjà dit, la preuve de ce résultat est particulièrement simple. En posant
u - 1 dans (Ipfgen), on voit déjà que nécessairement B ^ Vfl/n- En particulier, &P(M) ^
Vg~l/n- Indépendamment, et par inégalité de Sobolev-Poincaré, il existe une constante
réelle A telle que pour tout u G Hx

p(M)t

II M-«II p- ^AUVulIp

où H désigne la moyenne de u. De là il suit que pour tout u G HP(M),

J r - i
ll«llp* ^ A\\Vu\\p + Vgp llwlli .

Or, par Hölder,

l lul l i ^Vg lp\\u\\p.

En combinant ces deux dernières inégalités, et puisque 1/ p* = 1/p - 1/n, on obtient
que pour tout u G HP(M),

D'où le résultat.

Abordons maintenant la question 3,̂ ?. La situation dans l'étude de cette question se
complique légèrement. Le cas p = 2 reçut une réponse affirmative par Bakry [5]. Son ar-
gumentation, particulièrement élégante, s'étend au cas 2* ^ p ^ 2, où 2* est l'exposant
conjugué de 2*. Pour 1 ^ p ^ 2*, la réponse à la question fut obtenue par Druet (com-
munication orale). On en trouvera la preuve complète dans Hebey [28). Pour p > 2, la
réponse semble apparaître là encore pour la première fois dans Hebey [28]. L'argument
pour p > 2 est cependant beaucoup plus simple que ceux développés pour traiter du cas
p ^ 2. Le tout donne lieu au résultat suivant.

THÉORÈME 2.2. — Soir (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
Pour p G [1,2], avec p * 2 si n = 2, U'*\opt) a lieu sur {M, g). Par contre, pour p > 2,
UPiOpt ) est toujours fausse, à savoir quelle que soit la variété considérée.

En ce qui concerne la preuve du théorème 2.2, supposons pour commencer que p
vérifie 2* < p ^ 2, avec p * 2 si n ~ 2. Puisque p ^ 2*, p* ^ 2 , tandis que, comme
démontré par Bakry, pour tout q ^ 2, et tout u G C°(M)t
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où dvg désigne l'élément de volume riemannien, et IZla moyenne de u. Puisque p/2 ^ 1,
pour a et b deux réels positifs, (a+b)p/2 ^ a ^ + fa^.Enappliquantl'inégalité de Bakry
avec q = p*, par inégalité de Sobolev-Poincaré, à savoir

II M - «II J- ^A\\VU\\$,

et par inégalité de Hölder, on obtient que pour tout u G Hf(M),

^ Vg P* I / udvg\
p+(p* -

JM
^ Vg

 p* \ \ u \ \ $ + ( p * - l ) p A \ \ V u \ i r .

Puisque

p* n

il suit que (JPtOpr) a lieu pour tout p e [2*, 2], avec p * 2 si « = 2. Supposons mainte-
nant que p e [1,2*]. L'argumentation de Druet procède comme ci-dessus, à ceci près
que l'inégalité de départ de Bakry est remplacée par l'inégalité de Druet suivante : pour
tout M e CP(M)t

IIMII;.
JM

À partir de cette inégalité, dont la preuve est un peu plus délicate que celle de Bakry, on
obtient de nouveau le résultat par inégalité de Sobolev-Poincaré et inégalité de Hölder.
Pour terminer, supposons que p > 2. Soit u e C°°(M), u £ 0, telle que 77 = 0. Pour
e > 0, et a > 2,

Comme on s'en convaincra facilement, en écrivant que (JptOpt) a lieu lorsque testée sur
les fonctions 1 + eu, et par développement limité à l'ordre deux en e, on aboutit à une
contradiction. Le point ici est que le terme en gradient dans (JptOpt) disparaît dans le
o(e2) puisque p > 2. D'où le résultat.

3. Quelques conjectures

Commençons par le tableau suivant. Il résume les principaux résultats obtenus aux
deux paragraphes précédents.
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Principaux résultats
Questions

Valeur de la
meilleure
constante

Validité de
l'inégalité
optimale en
puissance 1

Validité de
l'inégalité
optimale en
puissance p

Programme^

K{n,p)

1) Pour tout p sur toute
variété à courbure
sectionnelle constante.
2) À chaque fois que
l'inégalité optimale en
puissance p a lieu.
1) Sur toute variété si
p = 2.
2) Pour tout p sur toute
variété de dimension 2.
3) Jamais si p > 2 et
p2 < n, dès que la
courbure scalaire est
strictement positive en
un point.
4) Pour tout p sur toute
variété à courbure
sectionnelle constante
négative ou nulle.
5) En dimensions 3 et 4,
et pour tout p, sur toute
variété dont la courbure
sectionnelle est négative
ou nulle.

Programme PA

y-Un

Pour tout p sur toute
variété.

1) Sur toute variété
dès lors que p < 2.
2) Jamais, à savoir
sur aucune variété,
dès lors que p > 2.

À partir de ces résultats quelques conjectures raisonnables peuvent être faites. Nous
en citerons quatre. Les deux premières figurent dans Aubin 13].

Conjecture 1 : L'inégalité optimale (IptOp() a lieu pour tout p sur toute variété rie-
mannienne compacte.

Conjecture 2 : L'inégalité optimale (IptOpt) a lieu pour tout p < 2 sur toute variété
riemannienne compacte.

Conjecture 3: L'inégalité optimale UptOpt) n'a jamais lieu si p > 2 et la courbure
scalaire de la variété est strictement positive en un point.
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Conjecture 4 : L'inégalité optimale (IPiOp[) a lieu pour tout p sur toute variété rie-
mannienne compacte à courbure sectionnelle négative ou nulle.

À cette liste de quatre conjectures, nous en rajouterons une autre. Déjà discutée, sa
résolution partielle est donnée par le corollaire 1.1.

Conjecture 5 : Étant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte à courbure
de Ricci positive ou nulle, si pour un p > 2 l'inégalité optimale (IPtOpt ) a lieu sur (M, g),
alors g est plate et M est recouverte par un tore.

4. Sur une échelle d'inégalités optimales

Nous avons jusqu'à présent considéré comme inégalité générique de départ soit
(Ipfgen), soit (Iplgen)- Étant donnés (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, p G [1, n), et 9 e [1, p], nous considérons ici l'inégalité générique (Ipigen)

:

pour tout u e Hf(M),
J J J $

Clairement, la meilleure constante A dans cette inégalité est <xp(M)0, à savoir K{n, p)e,
tandis que la meilleure constante B est Pp(M)e, à savoir V~e/n. Nous dirons maintenant
que l'inégalité optimale (IptOpt) a lieu sur (M, g) s'il existe une constante réelle B telle
que pour tout u G Hf(M),

HullJ. ^K(n,p)e\\Vu\\ep + B\\u\\0
p U9p,opt).

Nous dirons de même que l'inégalité optimale (JptOpt) a lieu sur (M,g) s'il existe une
constante réelle A telle que pour tout u e ^

On s'en rendra compte facilement, étant donnés 6\ ^ 02 dans [1, p],

<ƒ£,„) => {Iep!op[) et (J%pt) => U9p]opt)

au sens où l'existence d'une constante B pour laquelle (Ip*op{) a lieu, respectivement
l'existence d'une constante A pour laquelle (Jp%pt ) a lieu, entraîne la validité de (Ipjop[ )
avec pour seconde constante B°l / °2, respectivement la validité de UpjOpt ) a v e c pour pre-
mière constante A°l ! Ô2.

À la suite de ce qui a été fait jusqu'ici, nous nous intéressons dans ce court para-
graphe à la validité des inégalités optimales (IptOp() et U$iOpt).

Nous commencerons avec l'échelle des inégalités (IPiOpt)- Une conjecture d'Aubin
[3] sur le sujet est que ces inégalités ont lieu sur toute variété riemannienne compacte de
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dimension n avec 9 = psi p ̂  2, et, de façon plus intéressante, 9 = p/(p - 1) si p > 2.
Cette conjecture, voir Aubin [3), est vérifiée sur la sphère unité standard (Sw, h). Indé-
pendamment, chacun des résultats du paragraphe 1 où la validité de (IpiOpt) est établie,
entraîne la validité de UpfOpt ) pour tout 9 dans le cas correspondant. Il en va par exemple
ainsi pour n = 2 et tout p, pour p = 2 et tout n, pour tout n et tout p sur les variétés à
courbure sectionnelle constante négative ou nulle, et pour tout n et tout p sur les varié-
tés à courbure sectionnelle négative ou nulle dès que la conjecture de Cartan-Hadamard
en dimension n est vraie, donc en particulier si n = 3 ou n = 4. À l'inverse, et c'est le seul
résultat que nous écrirons entièrement sur les inégalités (IptOpt)* le théorème suivant de
Druet [17) a lieu. Pour sa preuve, on procède comme dans celle du théorème 1.4.

THÉORÈME 4.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n,
et soit p G [ 1, n[ un réel Supposons p > 2, f? < n,etla courbure scalaire de g strictement
positive en un point de M. Linégalité (Ip>opt ) est alors fausse sur (M, g) dès que 9 > 2.

Abordons maintenant l'étude de l'échelle des inégalités UPtOpt)- On s'en rendra
compte assez facilement, les mêmes arguments que ceux utilisés au paragraphe 2
conduisent au résultat suivant. La remarque est de Druet (communication orale, voir
[28]). Elle apporte une réponse complète à la question posée.

THÉORÈME 4.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n,
et soit p e [1, n[ un réel Si p < 2, alors pour tout 9 G [1, p], (JPiOpt) alieusur(M,g).À
l'inverse, si p > 2, (JPiOpt) a lieu sur (M, g) si et seulement si 9 ̂  2.

5. La suite des programmes <s&etâ&

On aborde ici la suite des programmes^ et 36. Pour simplifier, mais aussi en raison
de ce qui a été dit dans les deux premiers paragraphes, nous nous limiterons à l'étude du
cas p = 2. À titre de remarque, on tire des propriétés de la fonction Tque

\n(n-2)to2rln

où œn désigne le volume de la sphère unité standard de Rn+l.

Considérons dans ce qui suit une variété riemannienne compacte (M, g) de dimen-
sion n, n ^ 3. En vertu du théorème 1.3, il existe une constante réelle B telle que pour
tout u e Hl (M),

\\u\\l. <K(n,2)2\\Vu\\l-

On définit alors Bo(g) comme étant le plus petit des B pour lesquels l'inégalité ci-dessus
a lieu. En abrégé,

B0(g) = inf {JB e Rt.q. dlop[) a lieu} .
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On s'en rendra compte facilement, (72
2
0/7f ) est encore vraie avec Bo(g) en lieu et place de

B: pour tout u G H* (M),

On parlera ici d'inégalité totalement optimale: ni K(n,2)2
t ni Bo(g) par construction

même, ne peuvent être remplacées par des constantes plus petites. De façon similaire,
d'après le théorème 2.2, il existe une constante réelle A telle que pour tout u G H2 (M),

On définit alors Ao(g) comme étant le plus petit des A pour lesquels l'inégalité ci-dessus
a lieu. En abrégé,

Ao(g) = inf{A G iRt.q. Ulopt) a lieu} .

Clairement, (J2
tOpt)

 a '*eu a v e c A)(g) en lieu et place de A. À savoir: pour tout u G
H2(M),

Huil!- ^ Ao(g)\\Vu\\2 + Vg-
2/n\\u\\2 UIOPT)-

On parlera là encore d'inégalité totalement optimale : ni V~2ln> ni Ao(g) par construction
même, ne peuvent être remplacées par des constantes plus petites.

Dans ce qui suit, nous dirons que u G H2 (M), u é 0, est une fonction extrémale
pour(/2

2
opr)si

donc si elle réalise l'égalité dans (I2
toPT^ Nous dirons de même que u e H2 (M), u non

constante, est une fonction extrémale pour (^

donc si elle réalise l'égalité dans (J2,OPT^

Deux questions supplémentaires dans chacun des programmes ^ et âS peuvent
être posées. On les énonce comme suit.

Programme^ - PartieII Programme^ - PartieII

Question 4 ^ : Peut-on Question 4âS : Peut-on
calculer, ou estimer Bo(g)? calculer, ou estimer AQ (g)?

Question 5 ^ : Sous quelles Question 5 ^ : Sous quelles
conditions l'inégalité totalement conditions l'inégalité totalement
optimale {ll0PT) possède-t-elle optimale ( / |O P r) possède-t-elle
des fonctions extrémales? des fonctions extrémales?

En vertu de ce qui a été dit dans les paragraphes précédents, AQ(g) ^ K(n,2)2,
tandis que Bo(g) ^ Vf2/n.
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6. Le cas de la sphère

Dans l'étude des programmes ̂  et St dans leur seconde partie, le cas de la sphère
unité standard {Sn, h) de IRn+1 est particulier. Ici

Ao(h) = K(n,2)2 et B0(h) = V~2ln

de sorte que les deux inégalités totalement optimales introduites au paragraphe précé-
dent coïncident. Ces inégalités possèdent de plus des fonctions extrémales, qui sont ex-
plicitement connues. Mis à part dans sa toute dernière assertion, plus récente, le théo-
rème qui suit fut pour la première fois présenté par Aubin [2],

THÉORÈME 6.1. — Soit (Sn, h) la sphère unité standard de Rn+1, n ^ 3. Pour toute
fonction u G H?(Sn),

\\u\\l < K(n,2)2\\Vu\\2
2 + œ-2ln\\u\\2

2 (I)

où œn désigne le volume de (Sn, h). En particulier, U2
tOpj) -

pourxo e Sn, et /J > 1 réel, les fonctions

où r désigne la distance dexoàx, sont des fonctions extrémales pour (I), avec la propriété
supplémentaire suivante: si u est une fonction extrémale non constante pour ( ƒ), alors, à
un facteur multiplicatif réel près, u est une des u^^.

En ce qui concerne la preuve de ce théorème, la validité de (ƒ) s'obtient par un
argument assez détourné. On s'en rendra compte facilement, dire que (ƒ) n'a pas lieu
revient à dire que

inf

De là, il suit que pour ƒ € C00 (S") proche de 1,

inf
2' (max f)212* K(n,2)2

Par techniques variationnelles maintenant classiques, on tire d'une telle inégalité l'exis-
tence de u e C00 (S"), u > 0, solution de

n ( n - 2 ) 2._!
Ahu+ «= fu2

où Ah est le laplacien relatif à h. En particulier, ƒ est courbure scalaire d'une métrique
conforme à h. Or, comme démontré par Kazdan-Warner [35], pour tout e > 0, et toute
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harmonique sphérique Ç, la fonction 1 + eÇ n'est pas courbure scalaire d'une métrique
conforme à h. La première partie du théorème suit par contradiction. En ce qui concerne
la seconde partie du théorème, à savoir que les u^ sont des fonctions extrémales pour
( ƒ), elle se démontre simplement par calcul direct. Pour ce qui est de la dernière partie
du théorème, soit u une fonction extrémale pour (ƒ). Quitte à remplacer u par |u|, on
pourra supposer que u est positive ou nulle. Dans la mesure où u réalise par définition
même le minimum de la fonctionnelle

{fsn\uFdvh)

et à normalisation près, u est solution de l'équation

n — 2

Par principe du maximum et régularité, u est ainsi strictement positive et de classe C00.
De l'équation, on tire de plus que g = w4/( n~2) h est à courbure scalaire constante. D'après
Obata [38], g et h sont alors isométriques. La dernière partie du théorème se ramène ainsi
à la preuve de ce qui suit : si Uq, > 0 est donnée par q>*h= u^{n~2)htoùqp s Conf(Sn)
est un difféomorphisme conforme de (Sn, h), il existe À > 0, XQ € S", et (5 > 1 tels que
Uy = Âi/jrç,0. Comme O{n + 1) agit transitivement sur S", on peut en fait restreindre
notre attention aux q> s Conf(Sn) qui laissent fixe un point donné de S". Par projec-
tion stéréographique, le problème passe sur l'espace euclidien. Ses difféomorphismes
conformes sont simples et explicitement connus. Le résultat suit par calcul direct.

7. Le programme^ dans sa seconde partie

Avec l'étude du programme^ dans sa seconde partie, on rentre là dans une sorte
de "no man's land". Autant la situation est assez bien comprise pour ce qui est du pro-
gramme dans sa première partie; autant, en étant un peu critique, elle est ici largement
incomprise.

En ce qui concerne la question 4J^, tout commence relativement bien avec des
bornes inférieures explicites pour J3o(g)- L'une est donnée par l'inégalité Bo(g) ^ Vf2/n-
L'autre, pour n ^ 4, est donnée par le résultat suivant.

PROPOSITION 7.1. — Étant donnée (Af, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n ^ 4,

où Sg désigne la courbure scalaire de g.
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La preuve de cette proposition est simple. Pour XQ e M donné, <5 > 0 petit donné,
et e > 0, on considère les fonctions

[ u€(x) = 0 si r > 5

où r désigne la distance de XQ à x. Pour B € R, on trouve

2/2*

( S ( > 6 B ) i (L)^ si n = 4 .

D'où le résultat.

En résumé, et du moins si n ^ 4,

Bb(g)
4 ( n - 1

avec la propriété supplémentaire qu'il s'agit là d'une borne fine : l'égalité

Bo(h) = V~2ln = "~2^K(nt2)2 maxSh(x)n 4(n - 1) xesn

est réalisée par la sphère unité standard (S", h). À l'inverse, dans le cas général, seule une
borne supérieure implicite est disponible. Elle est donnée par le théorème suivant dû à
Hebey-Vaugon [31], un raffinement du théorème 1.2. Dans son énoncé, Rmg réfère au
tenseur de courbure de Riemann de g, et ig au rayon d'injectivité.

THÉORÈME 7.1. — Étant donnés n ^ 3 un entier» et\\ ^ 0, A2 ^ 0, i > 0 trois réels,
il existe B - B( n, A\, A2, /) une constante réelle strictement positive ne dépendant que de
n} Ai, A2, et i, telle que pour toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension
n, si

\Rmg\ < Ai , \VRmg\ < A2 , ig ^ i,

alors B0(g) ^ B.

À titre de remarque, la courbure de Riemann dans cet énoncé devrait pouvoir être
remplacée par la courbure de Ricci. Le meilleur résultat ici serait de pouvoir contrôler
Bo(g) par une borne \Rcg\ < A sur la courbure de Ricci, une borne inférieure ig ^ i sur
le rayon d'injectivité, et la dimension n de la variété.

Abordons maintenant, toujours en ce qui concerne la question 4^, l'étude de cas
particuliers. Nous commencerons par regarder des quotients de la sphère unité standard
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(S", h). À savoir des variétés du type Sn/Gt munies de la métrique quotient de h par G,
où G c O( «H-1 ) est un sous groupe du groupe des isométries de h, opérant librement sur
S". Si n est pair, et G est non trivial, G est en fait le groupe "antipodal" à deux éléments
±Id. Si n est impair, il existe par contre des G c O(n + 1) opérant librement d'ordre
quelconque. Nous supposerons pour notre part que G est cyclique. Il en va ainsi dès lors
que G est d'ordre un produit de deux entiers premiers (Zassenhaus [48]). Le résultat qui
suit est dû à Hebey-Vaugon [30].

PROPOSITION 7.2. — Soient G c O(« + 1) un groupe cyclique opérant librement sur
Sn,M = Sn/G, et g la métrique quotient de h par G. Alors

où k est l'ordre de G.

Dans le cas particulier de l'espace projectif réel ( Pn ( R), g), dont le volume est œ n /2,
on trouve

Un tel encadrement est asymptotiquement optimal en n, dans la mesure où le quotient
de la borne supérieure par la borne inférieure tend vers 1 lorsque n — +oo. Cela étant
dit, une question en apparence aussi simple que de savoir quelle est la valeur précise de
B0(g) pour (P^R), g), reste ouverte.

Un autre cas particulier où il est relativement aisé d'obtenir une borne supérieure
explicite pour Bo(g) est donné par le produit Sl(T) x S""1 du cercle de rayon T et de
S'1"1, avec pour métrique gr, la métrique standard produit. Une borne supérieure expli-
cite pour Bo(gT ) est donnée par le résultat suivant. Ce résultat est là encore dû à Hebey-
Vaugon [30].

PROPOSITION 7.3. — Soit Sl(T) x S""1 le produit du cercle de rayon T centré en 0
dans R2 et de la sphère unité Sn~l de Rn, n > 3. Alors

où gT est la métrique produit standard deSl(T) x Sn~l.

Pour d'autres études de cas particuliers, et la preuve des propositions 7.2 et 7.3, on
renvoie à Hebey [28], ou à Hebey-Vaugon [30].

Abordons maintenant la question 5jé. Du théorème 6.1, on tire que la seconde
constante Bo(h) vaut co~2/n sur la sphère unité standard (S", h), avec la propriété sup-
plémentaire que l'inégalité totalement optimale (llOPT) sur (S", h) possède des fonc-
tions extrémales qui sont de plus explicitement connues. Dans la mesure où la courbure
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scalaire de h vaut S/, = n(n - 1), on a aussi

4(n~

Nous traiterons ici d'une question très simple : qu'en est-il de ce résultat si h est rempla-
cée par une métrique qui lui est conforme? Aussi étrange que cela puisse paraître, une
telle question réserve des surprises.

Soit [h] la classe conforme de h, à savoir l'ensemble des métriques g de Sn qui
s'écrivent sous la forme g = uh, u une fonction C°° strictement positive sur Sn. Nous
noterons [[h]] la classe conforme normalisée de h, à savoir

Dans l'étude de la question précédemment posée, nous nous restreindrons aux métri-
ques de [[h]]. Cela ne nuit nullement à la généralité de la question, dans la mesure
où pour À un réel strictement positif, et g une métrique sur une variété M, Bo(Ag) =
A~lB0(g), avec la propriété que si u est une fonction extrémale pour (Jf.opr) P a r raP*
port à g, alors A~ ( / 2" 2 ) / 4M est une fonction extrémale pour U%tOpT) par rapport à Kg, Ré-
pondre à la question posée dans [[h]], revient ainsi à y répondre dans [h]. Le premier
résultat que l'on énonce, dû à Hebey [27J, est le suivant. Une réponse complète dès lors
que n ^ 4.

THÉORÈME 7.2. — Soit (S", h) la sphère unité standard de Rn+l, n > 4. Pour g e

Bo(g) = ——-K(n,2)2maxSg(x)
4(n 1) eS" s

avec la propriété supplémentaire que {I^OPT ) possède des fonctions extrémales si et seule-
ment si la courbure scalaire Sg de g est constante. Dans ce cas, g et h sont isométriques, et
si <p est une isométrie de{Sn,h) sur (Sn,g),u est une fonction extrémale pour (I^OPT ) Par

rapport à g si et seulement siuo q> est une fonction extrémale pour (llt0PT) par rapport à
h. En particulier, les fonctions extrémales de (1% OPT) par rapport à g sont toutes connues.

La preuve de ce théorème est basée sur des arguments simples de géométrie confor-
me. Étant donnée g G [[h]], on note Ig la fonctionnelle définie sur H?(Sn)\{0} par

(fsn\uFdvg)
212

L'infimum de Ig sur H* (Sn) \ {0} est un invariant conforme. Du théorème 6.1 il suit que

inf Ig(u)= inf Ih(u) = .
i/€H1

2(S")\{0} w=HÎ(Sn)\{0}
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En particulier,

La première partie du théorème suit de la proposition 7.1. Pour ce qui est de la seconde
partie, portant sur les fonctions extrémales, on remarque que si UQ est une fonction ex-
trémale, alors WQ réalise le minimum de la fonctionnelle

J \ U)

Sans perdre en généralité, quitte à remplacer UQ par |UQ\, on peut supposer que Mo est
positive ou nulle. Par homogénéité, on peut aussi supposer que

Mo dvg - 1.

Dans la mesure où le minimum de ƒ vaut K(n, 2)~2, il suit que u$ est solution de l'équa-
tion

où Ag est le laplacien relatif à g. Par principe du maximum, et régularité, UQ est stricte-
ment positive et de classe C00. En particulier,

/ Sguldvg < (maxSg) /
Jsn Jsn

fsn

dès lors que Sg n'est pas constante. Dans un tel cas, on obtient que

inf Ig(u) < Ig(uo) < J(UQ) =j inf Ig(u) < Ig(uo) < J(UQ) = 2
K(n,2)2 ueHf{S»)\{0) * * K(n,2)2

ce qui est absurde. Par conséquent, l'inégalité totalement optimale ne possède pas de
fonction extrémale si Sg n'est pas constante. À l'inverse, si Sg est constante, g et h sont
isométriques d'après Obata [38]. Le théorème suit facilement.

Le cas n ^ 4 maintenant réglé, il est naturel de se demander ce qu'il advient du
résultat lorsque n - 3. Il semble là peu probable de pouvoir récupérer une réponse com-
plète du type de celle obtenue dans le théorème 7.2. Il est par exemple maintenant faux
que pour tout g G [[h]]t

44
8

(pour n = 3, (n - 2)/4(n - 1) = 1/8). C'est entre autre l'objet du résultat suivant. Ce
résultat est dû à Hebey [27].

THÉORÈME 7.3. — Soir (S3, h) la sphère unité standard de R4. Pour tout g e [[h]],
on a encore

IK(3,2)2maxSg(x)
o jceS3
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mais il existe maintenant des g e [[h]] pour lesquelles

Bo(g) < ^ (3 ,2) 2 maxS g U).
8 jceS3

Indépendamment, dans le cas d'égalité, Vinégalité totalement optimale U2,OPT)

des fonctions extrémales si et seulement si la courbure scalaire Sg de g est constante. Les
métriques g et h sont alors isométriques, etsiqp est une isométrie de (Sn, h) sur(Sn,g), u
est une fonction extrémale pour (lltOpT) par rapport à g si et seulement si u o qp est une
fonction extrémale pour (I2

f0PT) par rapport à h. En particulier, dans le cas d'égalité, les
fonctions extrémales de (/|(opr ) Par apport à g sont toutes connues.

La première et la troisième assertion de ce résultat se démontrent avec les mêmes
arguments que ceux employés dans la preuve du théorème 7.2. La preuve de la seconde
assertion, à savoir l'existence de g e [[h]] telle que

Boig) < ^ (3 f 2) 2 maxS g U),
o jteS3

est par contre plus subtile. Elle a pour point de départ le résultat suivant de Brézis et
Nirenberg [11] : pour tout domaine borné Q de E3, et tout u e ÖKQ),

\\u\\l < K(3,2)2\\Vu\\î- A(n)\\u\\2
2

o ù

4
et |n | désigne le volume euclidien de n. L'argument consiste alors à passer un tel résultat
sur la sphère. Étant donné JCO e S3, on obtient dans un premier temps l'existence d'une
fonction 6 € C°° (S3), strictement négative en JCO, telle que pour tout u e H? (S3),

if \u\6dvh)
m ^ K(3,2)2 f \Vu\2dvh + B0(h) [ u2dvh+ [ 6u2dvh.

Vs3 ' 7s3 A3 Js*

Pour B une boule centrée en XQ de rayon petit, on considère ensuite u € C°°(S3) stricte-
ment positive, solution sur S3\B de l'équation

À multiplication par un réel strictement positif près, la métrique recherchée est g = u4 h.

Pour finir, on pourra remarquer que pour tout g e [ [ h] ], h la métrique standard de
S3,

Bo(g) >
o

avec égalité si et seulement si Sg est constante, donc, d'après Obata [38], si et seulement
si g et h sont isométriques.
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8. Du rôle joué par les meilleures constantes

L'objet ici, dans l'étude d'équations aux dérivées partielles du type courbure sca-
laire, est d'illustrer la dualité

<Xz(M) «—> existence
Bo(g) ~ multiplicité.

Pour simplifier, nous nous limiterons au problème de Yamabe et commenterons les rôles
joués par «2 (M) et J5o(g) dans ce problème. Les phénomènes décrits dans ce paragraphe
sont néanmoins beaucoup plus généraux. En ce qui concerne les questions d'existence,
on pourra par exemple se référer aux travaux de Djadli [14] pour ce qui est du rôle joué
par «2 (M) dans l'étude d'équations de courbure scalaire perturbées, à ceux de Jourdain
[34] pour ce qui est du rôle joué par «2 (M) dans la recherche de solutions nodales, ou
encore aux travaux de Druet [15], [18] pour ce qui est du rôle joué par ocp(M) dans l'étude
d'équations de courbure scalaire généralisées. En ce qui concerne la multiplicité, et donc
le rôle joué par B0(g), on renvoie aux travaux de Hebey-Vaugon [30] (voir aussi [23]).
On y trouvera une étude plus générale que celle présentée ici, incluant entre autre une
discussion sur la multiplicité attachée au problème de Nirenberg.

Étant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ^ 3, soit
[g] la classe conforme de g. On écrit

[g] = {g = u4/in-2)g, u e C°°(Af)f u > 0} .

Une métrique g € [g] est dite conforme à g. Étant donnée g = u4/(/I"2ïgune métrique
conforme à g, on obtient sans trop de difficulté que les courbures scalaires Sg et S^ de g
et g sont liées par la relation

!LL}l gu = S^ur'1 (8.1)
rt-2

où AgM = -divg{Vu) est le laplacien de u. Par problème de Yamabe, on en trouvera
une discussion détaillée dans Hebey [26], nous entendons ce qui suit : montrer que pour
toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 3, il existe g' E [g]
qui est à courbure scalaire constante. Un tel résultat fut annoncé par Yamabe dans [46].
Quelque huit années plus tard, Trudinger [44] découvrait une erreur dans sa preuve, don-
nant ainsi naissance à un des grands problèmes de l'analyse non linéaire sur les variétés.
Clairement, en vertu de (8.1), résoudre le problème de Yamabe revient à montrer que
pour toute variété riemannienne compacte de dimension n ^ 3, il existe un réel À, et il
existe une fonction strictement positive u e C°° (M), tels que

1 . (8-2)

Dans l'étude d'une telle équation, toute la difficulté vient de la non compacité de l'inclu-
sion H?(M) c Lr (M). Pour contourner cette difficulté, l'idée était déjà présente dans
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le travail de Yamabe, on approche (8.2) par des équations sous critiques pour lesquelles
on récupère de la compacité, et donc aussi des solutions. Le problème se ramène alors
à faire converger ces solutions vers une solution de l'équation critique (8.2). Avec une
telle approche, on s'aperçoit très vite qu'il va falloir éviter la solution triviale nulle, une
sérieuse difficulté. C'est précisément là qu'intervient «2(M), et l'illustration de la pre-
mière des correspondances du début du paragraphe. Le rôle joué par <xz(M) pour les
questions d'existence est explicite dans le théorème qui suit, dû à Aubin [2].

THÉORÈME 8.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n ^ 3. Si

inf 2 «2(

Vinfimum dans (8.3) estatteint, et[g] possède une métrique à courbure scalaire constante.

Comme déjà dit, on commence dans la preuve d'un tel théorème par considérer des
équations sous critiques. De façon plus précise, étant donné q < 2*, on considère des
équations du type

Ces équations, dans la mesure où l'inclusion de Hf(M) dans Lq(M) est compacte, pos-
sèdent des solutions uq. Celles-ci sont obtenues par minimisation. Lorsque q — 2*, à
sous suite près, les uq convergent vers une solution « de l'équation critique (8.2). Toute
la difficulté consiste à montrer que u ^ 0. C'est là qu'intervient (8.3).

Dans l'énoncé du théorème 8.1, la valeur exacte de ot2(M), à savoir K{n> 2), n'a au-
cune importance. Elle en a par contre dans ses applications. Puisque «2(M) = K(n, 2),
on tire du théorème 1.2 que l'inégalité large dans (8.3) est toujours vérifiée : pour toute
variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n ^ 3,

inf
(f K(n,2)2'

Par ailleurs, et dans la mesure où le membre de gauche de (8.3) est un invariant conforme,
on tire du théorème 6.1 que (8.3) est en fait une égalité dans la classe conforme de la
sphère unité standard :

inf -
ueHf(Sn).u£O

À la suite du théorème 8.1, et de ces quelques remarques, le problème de Yamabe s'est
historiquement ramené à la preuve de (8.3) pour toute variété non conformément dif-
féomorphe à la sphère unité standard de même dimension. Donc en fait à l'existence, sur
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toute variété compacte (M, g) non conformément difféomorphe à la sphère standard de
même dimension, de fonctions test u pour lesquelles

De telles fonctions furent d'abord trouvées par Aubin [2]. Leur caractère local ne per-
mettait néanmoins pas de résoudre le problème dans son intégralité : on obtenait (8.3)
pour les variétés non conformément plates de dimension n ^ 6. Pour ce qui est des cas
restants, il apparaissait de plus en plus clair que la résolution du problème devrait pas-
ser par l'utilisation de fonctions véhiculant une information sur la géométrie globale (et
non plus uniquement locale) de la variété. Ces fonctions furent trouvées par Schoen [41]
dans un travail remarquable. Elles mirent en évidence le rôle inattendu et fondamental
que devait jouer le théorème de la masse positive. Le problème de Yamabe était du coup
résolu.

THÉORÈME 8.2. — Étant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n ^ 3, il existe toujours une métrique dans [g] qui est à courbure scalaire cons-
tante. Linégalité stricte (8.3) a de plus toujours lieu, à savoir dès lors que (M, g) n'est pas
conformément difféomorphe à la sphère unité standard de même dimension.

Abordons maintenant l'illustration de la seconde des correspondances du début du
paragraphe, et donc, dans le contexte choisi ici, les questions de multiplicité pour le pro-
blème de Yamabe. Le problème est de déterminer des conditions sur (M, g) pour que [g]
possède plusieurs métriques distinctes ayant la même courbure scalaire constante. Cela
revient encore à trouver des conditions sur (M, g) pour que l'équation (8.2), à savoir

possède plusieurs solutions distinctes. Dans un tel problème, encore largement ouvert,
la plupart des résultats disponibles sont des résultats d'unicité. Ainsi, [g] possède, à mul-
tiplication par un réel strictement positif près, une unique métrique à courbure scalaire
constante dans chacun des cas suivants :

(1) (Aubin [2]) s'il existe g' e [g] telle que $MSgdvg < 0 ;

(2) (Obata [38]) si (M, [g]) * (Sn, [h]), et s'il existe g € [g] qui est d'Einstein ;

où par (M, [g]) * (S", [/z]), on entend que (M, g) n'est pas conformément difféomor-
phe à la sphère unité standard de même dimension.

Étant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3, on
définit Co(g) comme étant la plus petite des constantes réelles C telles que pour tout
u e Hf(M),
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On s'en rendra compte facilement,

K(n,2)2Co(g) < B0(g) - " " \ K{n,2)2min5g(jc)
4(n - 1) xeM

avec égalité si Sg est constante. Le rôle joué par Bo (g) pour les questions de multiplicité
est explicite dans le théorème suivant, dû à Hebey-Vaugon [30].

THÉORÈME 8.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n ^ 3, non conformément difféomorphe à (S", h), la sphère unité standard de même di-
mension. On suppose qu'il existe m revêtements riemanniens non triviauxTli : (M, g) —
(Mltgi)ti = 1,..., m, on note b(le nombre de feuillets de ces revêtements,! < b\ < • • • <
bm, et on pose bo = 1. Si pour tout i= 1,..., m,

alors [g] possède m + 1 métriques, distinctes par leur volume, ayant une même courbure
scalaire constante.

Pour simplifier, on commentera la preuve de ce théorème en supposant que m = 1.
Notons ƒ la fonctionnelle définie sur //1

2(M)\{0} par

. . . _

J \U) — „/o*

et par J\ son analogue sur H2 (M\ ) \ {0}. Des théorèmes 8.1 et 8.2, on tire l'existence d'une
fonction strictement positive u e C°°(M), et d'une fonction strictement positive u\ e
C°°(MO telles que

= inf h

Sans perdre en généralité, on pourra supposer que « et u\ sont de norme 1 dans L2* (M)
et L2* (Mi). Il s'ensuit que «et u\ sont solutions, respectivement sur M et Mi, des équa-
tions

oùÀ = J(u) et Ai = J\(ui). Si ü = u\ ° ITi, alors

D'une part, d'après le théorème 8.2,
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D'autre part, il suit de la définition de Q(gi) que

/(fi) = b\lnh(ux)

Par Hölder, et puisque Mi est de norme 1 dans L2* {M\ ),

=

On va ainsi récupérer ƒ (M) < J{û) si

à savoir si l'inégalité du théorème est vérifiée. À multiplication par un réel strictement
positif près, u4/(n~2)g et ü4/{n'2)g ont une même courbure scalaire constante. Elles sont
distinctes, en particulier distinguées par leur volume, dès lors que ƒ (M) < ƒ (M). D'OÙ le
résultat.

Le théorème 8.3 constitue en fait la seule approche générale disponible dans l'étude
de la multiplicité relative au problème de Yamabe. Auparavant, essentiellement deux cas
de multiplicité étaient connus: le cas de la sphère unité standard (S", h), et le cas du
produit (S1 (T) x Sn~1,gr) du cercle de rayon T et de Sn~} avec pour métrique gr* la
métrique produit standard. Pour ce qui est de (S", h), l'ensemble des métriques de [h]
ayant une même courbure scalaire constante est explicitement connu. En particulier,
deux métriques de [h] ayant une même courbure scalaire constante, ont un même vo-
lume. Pour ce qui est de (S1 ( T) x S""1, gT), l'étude est de Schoen [42]. Le point clef de
son analyse est que l'équation de courbure scalaire sur Sl(T) x S"'1 se ramène à une
équation sur R qu'il est possible d'étudier. Une description relativement explicite, dé-
pendant du paramètre T, de l'ensemble des métriques conformes à gr ayant une même
courbure scalaire constante est du coup disponible. À titre d'illustration, nous montrons
pour finir comment retrouver simplement cette multiplicité à partir du théorème 8.3.
C'est l'objet de ce qui suit.

COROLLAIRE 8.1. — SoitSl(T)xSn~1,n ^ 3, munie de sa métrique produit standard
gr- Pourtout entierk, il existe un réelT(k) > 0 tel que pour tout T ^ T(k),[gr] possède
k métriques, distinctes par leur volume, ayant une même courbure scalaire constante.

Soient G,-t i- 1 , . . . , *:, des sous groupes finis de rotations sur S1, d'ordres bj = i. On
obtient k revêtements riemanniens

— (sl(Tfi)xsn-1,gT,i).
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De la proposition 7.3, on tire que

Q)(gT/i)
i2

Le corollaire suit facilement du théorème 8.3, en remarquant que pour tout i = 2,. . . , fc,

dès lors que T est suffisamment grand.

9. Le programme 01 dans sa seconde partie

Bien que là encore loin d'être satisfaisante, la situation dans l'étude du program-
me 88 l'est cependant plus que dans celle du programme ^ . En particulier, en ce qui
concerne la question 433, on possède une borne supérieure explicite de Ao(g) pour une
classe assez large de variétés. Un type d'énoncé qui manque dans l'étude du program-
m e r .

Trois principaux résultats sont en fait disponibles sur le sujet. Nous commencerons
par le suivant, une borne supérieure implicite pour Ao(g). Dans son énoncé, Rcg réfère
à la courbure de Ricci, Vg comme dans tout le texte au volume, et dg au diamètre.

THÉORÈME 9.1. — Étant donnés n ^ 3 un entier, et k, v > 0, d > 0 trois réels, il existe
A = A(n,k,v,d) une constante réelle strictement positive ne dépendant que de n, k, v, et
d, telle que pour toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n, si

Rcg^ kg, Vg*£ v, dg < d,

alorsAo(g) ^ A

Sans rentrer dans les détails, on peut voir ce résultat comme une conséquence sim-
ple d'une estimée obtenue par Yau [47] sur la première valeur propre non nulle Ai (g)
du laplacien relatif à g. À savoir : il existe une constante réelle strictement positive À =
\(n, k, v, d), ne dépendant que de n, k, v , et d, telle que pour toute variété (M, g) vé-
rifiant les bornes du théorème, A] (g) ^ A. À partir de là, et avec un peu de travail, on
obtient une constante ne dépendant que de n, k, v, et d, pour l'inégalité de Sobolev-
Poincaré associée à l'inclusion de H*(M) dans I2* (M). Le résultat suit alors de l'inéga-
lité de Bakry [5] utilisée dans la preuve du théorème 2.2.

Dans le cas spécial des variétés à courbure de Ricci strictement positive, une borne
supérieure explicite est disponible pour Ao(g). Ce résultat, dont l'énoncé suit, est dû à
Ilias [33]. On en trouvera une preuve plus générale dans Bakry-Ledoux [6] et Fontenas
[21].

THÉORÈME 9.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n ^ 3. On suppose que sa courbure de Ricci vérifie Rcg > (n - \)kg pour un réel k > 0.
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Alors

et l'égalité est réalisée dans le cas de la sphère unité standard (Sn,h).

En suivant Ilias [33], la preuve de ce résultat est basée sur une isopérimétrie de Gro-
mov [22] : pour Q un domaine régulier dans M, et B une boule dans la sphère unité stan-
dard (S", h), si Vg(O) = 0Vh(B), où & = Vg/ü)n, alors Ag(dn) ^ $Ah(dB). À partir de là,
et par symétrisation sur la sphère, on récupère le théorème 9.2 (via l'inégalité du théo-
rème 6.1).

Nous énoncerons pour finir le résultat suivant, dû à Bakry-Ledoux [6]. Il concerne
la question bâS.

THÉORÈME 9.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n^Z.On suppose que

^ (9.D

et qu'il existe une fonction lipschitzienne f sur M telle que

max|V/(jc)| < 1 et max | ƒ (y) - ƒ (x)\ = n . (9.2)
xeM x.yeM

Alors

n{n-2)V*2/n

et l'inégalité totalement optimale U^QPJ) possède des fonctions extrémales non constan-
tes. Plus précisément, si on translate ƒ de sorte que sin ƒ soit d'intégrale nulle sur M,
alors pour tout réel A e ] - 1,+1[, f\ = (1 + A sin ƒ ) l ~ n / 2 est une fonction extrémale pour

Ce résultat a en fait été démontré par Bakry et Ledoux [6] dans un contexte beau-
coup plus général, celui des générateurs de Markov abstraits. Tel qu'énoncé ici, on pren-
dra garde que combiné avec le théorème 9.2, il redonne en fait le théorème 6.1. Sous
l'hypothèse Rcg ^ (n - l)g, à partir de laquelle on récupère (9.1) via le théorème 9.2,
l'existence de ƒ satisfaisant les conditions (9.2) entraîne en effet que (M, g) et (S", h)
sont isométriques. Pour le voir, on remarquera que l'existence de ƒ entraîne que le dia-
mètre dg de (M, g) doit être supérieur ou égal à TT, tandis que du théorème de Myers, et
de l'hypothèse Rcg ^ (n - l)g, on tire que dg ^ n. Ainsi dg = n, et l'assertion suit du
théorème du diamètre maximal de Topogonov-Cheng.
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10. Une dernière question

Pour finir, abordons une dernière question : pour quelles variétés riemanniennes
compactes (M, g) de dimension n ^ 3, a-t-on que pour tout u e H2 (M),

\\u\\\. ^ K(nt2)2\\Vu\\\ + V-2ln\\u\\\ (I)

en d'autres termes, que tout à la fois Ao(g) = K(n, 2)2 et B0(g) = Vf2/n?

Une réponse plausible à cette question, dont la première apparition semble remon-
ter à Hebey [23], est qu'à multiplication par un réel strictement positif près, seule la
sphère standard (S", h) réalise (ƒ). Le résultat serait que si (I) a lieu sur une variété rie-
mannienne compacte (M, g) de dimension n ^ 3, alors il existe un réel A > 0 pour
lequel (M, Àg) et (Sn, h) sont isométriques. Nous citerons ici trois réponses partielles, et
renvoyons à Hebey [28] pour plus de détails sur le sujet Le premier des résultats que nous
citerons en regroupe en fait plusieurs obtenus à la fois par Hebey [25] et Hebey-Vaugon
[30]. Étant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ^ 3, on
note Ai (g) la première valeur propre non nulle du laplacien relatif à g, dg le diamètre de
M pour g, et Yamg(M) l'énergie de Yamabe de g, à savoir

Yamg(M) = vg-
{n-2)/n f Sgdvg.

Comme dans tout le texte, Sg désigne la courbure scalaire de g et Vg le volume de M
pour g.

PROPOSITION 10.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n ^ 3. On suppose que (I) a lieu sur (M, g). Alors:

(1) Sans aucune autre condition, dgVfl/n ^

(2) Sous la condition que Sg est constante, \i (g) V2/n ^ \\(h) v£ln ;

(3) Sous la condition que n ^ 4, Yamg(M) ^ Yamh(Sn)

où (Sn, h) désigne la sphère unité standard de Rn+l.

Le point (1) dans cette proposition est une conséquence des travaux de Bakry et
Ledoux [6]. Le point (2) possède par ailleurs une réciproque partielle (voir à ce sujet
Hebey-Vaugon [30]). Indépendamment, dans la mesure où pour g une métrique sur S"
conforme à h, Yamg{S

n) ^ Yamh(Sn) avec égalité si et seulement si g est à courbure
sectionnelle constante (voir par exemple [26]), on tire facilement du point (3) la validité
de la conjecture dans la classe conforme de la sphère standard.

PROPOSITION 10.2. — Soit g une métrique sur Sn, n ^ 4, conforme à h. Si (I) a lieu
sur (Sn, g), alors, à multiplication par un réel strictement positif près, g et h sont isomé-
triques.
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Pour finir, on énonce un résultat de finitude "à la Cheeger" pour (ƒ). Ce résultat
découle très simplement d'une minoration du volume des boules obtenue par Carron
[12], et du théorème de convergence ClDt d'Anderson [1] (voir Hebey-Herzlich [29] pour
un survey sur ces questions de convergence de variétés). Étant donnée (M, g) une variété
riemannienne compacte, on note Kg sa courbure sectionnelle.

PROPOSITION 10.3. — Pour tout entier n ^ 3, et tout réel A > 0, il existe, à difféomor-
phismes près, un nombre fini de variétés riemanniennes compactes (M, g) de dimension
n pour lesquelles à la fois \ Kg \ V^ n ^ A et ( I) a lieu.

Note complémentaire : Peu de temps après que ce texte ait été rédigé, Olivier Druet
obtenait la résolution complète de la conjecture d'Aubin dont il est question au para-
graphe 4. De façon plus précise, Druet montre que pour toute variété riemannienne
compacte (M, g) de dimension n, n ^ 2, pour tout p e ] l , n[, et pour tout 0 G [1, p],
les inégalités optimales UpiOpt) ont lieu sur (M, g) avec 0 = p si p ^ 2, et 0 = 2 si p > 2.
Cela entraîne en particulier que pour tout p G]l,n[, les inégalités optimales (IPiOpt ) ont
lieu sur toute variété riemannienne compacte de dimension n. Les conjectures 1 et 2 du
paragraphe 3 sont vraies dès lors que p > 1. En couplant ce résultat avec son théorème
4.1, on voit par ailleurs que la puissance critique lors du passage d e p ^ 2 à p ^ 2
dans l'échelle des inégalités optimales UPiOpt ) est bien 6 - 2, et non pas 0 = pli p - 1)
comme suggéré par la conjecture d'Aubin. Tout ceci est bien sûr à mettre en parallèle
avec le théorème 4.2. Pour p ^ 2, et 0 quelconque, les inégalités optimales (IpiOp{) et
(JptOpt) se comportent de la même façon, à savoir sont toutes deux vraies. Il en va de
même lorsque p > 2 si 0 = 2. Par contre, pour p > 2 et 0 > 2, la géométrie influence
l'inégalité (IPtOpt)> mais pas l'inégalité optimale UPiOpt)- Nous renvoyons à la référence
Druet [The best constants problem in Sobolev inequalities, Prépublications de l'univer-
sité de Cergy-Pontoise, Octobre 98] pour la preuve du théorème ci-dessus énoncé.
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