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Séminaire de Théorie spectrale et Géométrie VII.1
CHAMBERY - GRENOBLE

1984-1985

PROBLEME DE LA GLACE PILEE

par Colette ANNE

) Q La question est celle de la perturbation du
o © Laplacien avec conditions de Dirichlet au bord
10} causée par la multiplication d'impuretés dans

un domaine Q.

3
Plus précisément (Q est unouvert bornéde IR, § = (pi)i21

une suite de points de et r une suite qui décroft vers O .

n |n21

&)

Pour chaque n , on considére le laplacien An’ avec condi-

tions de Dirichlet aux bords sur Qn = Q\Kn . Kn = (1) B(pi,rn) . Le

i=1
résultat s'exprime en probabilité sur les suites & , munissons donc

X = Q]N de la probabilité produit de la probabilité uniforme sur Q ,

on a le

THEOREME 1. - Si or ot le spectre de Af)
41100

19|

( |0]=Vol(®) , A est le laplacien de Dirichlet sur Q).

converge en probabilité vers celui de A +

Mark Kac fut le premier a2 résoudre ce probléme, il donna la
méthode : étudier la convergence des noyaux de la chaleur grice i leur
expression brownienne. Rauch et Taylor introduisent le calcul fonction-
nel. Chavel et Feldman généralisérent le résultat aux variétés rieman-
niennes. D'autre part, S. Ozawa (voir [O.I]) établit une démonstration

utilisant des approximations du noyau de Green. Nous suivrons ici la
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méthode de M. Kac, mais rappelons d'abord un autre résultat de

S. Ozawa. Dans [O. II] l'auteur étudie la perturbation Qe = Q\:ﬁ ol
D est un voisinage de 0 € Q . Si la j® valeur propre, mj , de A
est simple, de fonction propre généralisée cpj il montre :

/2) . Et Cap(eD) = ¢CapD .

mj(e) = mj + e€Cap D ijz(w) + O(e:3
La correction sur les valeurs propres fait donc intervenir la capacité
newtonnienne du domaine 6té. La capacité d'une sphére de rayon r
dans IR3 est 4TTI'n , celle de n boules est "proche" de 41'rnrn ,

donc de 4mqo .

1. RAPPELS SUR LE MOEVEMENT BROWNIEN.

Le noyau de la chaleur de IR3 est
Po(x,y,t) = — 575 e—||x—y||2 /4t
(41t)
Soit :
W= C(0; +el ,IR3)
Xt W —’IR3
w — w(t) .

On munit W de la tribu % engendrée par les X t=>0 .

t 14

DEFINITION. - Soit xElR3 .

Xt est un mouvement brownien issu de x si il existe une

mesure de probabilité Px sur (w,ym) telle que les vec-

teurs aléatoires (th,...,th) (t1<...<t,) suivent la loi de
densité :
pO(tl’x’xl)pO(tz_tl ,xi,xz).... po(t t

n-1 ’xn—l’xn) ’

-
alors Px(Xo=x) =1,

X(t) - X(s) suit une loi gaussienne centrée d'écart-type ./t-s ,

X(tl), X(tz) - X(tl),..., X(tn) - X(tn_l) sont indépendants,

les trajectoires sont continues.
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On sait (Wiener) que PX existe unique.

Donc, si Xt est le mouvement brownien issu de x ,

X t+a est le mouvement brownien issude x+a

et L X(At) est le mouvement brownien issu de j—_x .
A A

° pO(x,y,t) est la probabilité pour qu'une particule brownienne

issue de x atteigne y au temps ¢t .

Si Q est un ouvert de IR3 et Ag(Q) son laplacien avec

-tAp(Q)

conditions de Dirichlet, le noyau de e est donné par :

PY,t) = E {1 10,41y q) 10O=¥{Po@xy,D

{on se restreint aux chemins inclus dans Q).

e On définit le temps de contact sur D (union dénombrable

de compacts) T = inf{t|w(t)e D} .

Cap D a une expression brownienne. Plus précisément, si

U_ est le potentiel d'équilibre de D (U =1 ; AU =0
D DlD DlIRs\D
Uy=0)
2
Up®) =P (t <=) et capD= j‘ 3 AU = j‘ 3(v Uy -
R R

Examinons d'abord un cas simple : a=0.

2. THEOREME 2. - Si nrn—n_)—;o alors, en notant
2
Pn : L (Q)—>L2(Qn) le projecteur de restriction, pour
2

chaque suite € et chaque f dans L (Q) ,

Lim (LA @)™ noB @) = & 0t) -

N-ooo

Et plus généralement, si Kn sont des compacts inclus dans

Q vérifiant Cap Kn ?—:0 on a le méme résultat.

On en déduit la convergence forte de F(An)"Pn vers F(p)

pour chaque F borélienne bornée continue sur un voisinage
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du spectre o(A) de A, et aussi la convergence du spectre.

Preuves. - Notons pn(x,y,t) et p(x,y,t) les noyaux de la

chaleur respectifs, alors

P(.y.t) = Exﬂ{w/w([O,t])CQ} \w(t)=y‘p0(x,y,t)

Pylyst) = E e /io,elycq) HMw/w 10,6 cRAK lu®=y{pyx5:0
donc

|p(x,y,t)-p_(x,¥,1)]

= Exgn{w/w(fo,t])co}n{rxnst}|‘”(t)=y$po(x’y’t) .
Posons

A (x,y,t) = Exgn{TKnSt}lw(tpyi :

D'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

2
|px,y,6)-p (%, 5,0)|" < P(X,¥7,t)p((%,7,t)A (x,5,t) .

Soit
1
U (x) = P (r,, <t = du ()
n x Kp r X-y n
et Cap Kn = _j"dpn (un=AUn) .
Si S est un borné de IR3 et a_ = sup dx
yeRr3 s |x-¥|
2 Qg
J Jlptx,y,t) -p (x,y,t)| “dydx < ——CapK
S (/4 mt)
2 30 -tA ~tA
@ On en déduit que e noPn converge fortement vers e
Soit £ € L2 ,
-td,
g,=e P @ = [p(,y,0idy
~tA
g =e (O = [p.,y,0)fEdy .

Si S est un borné de IR3 ,

2
lim Is|gn(x)-g(x)| dx =0 .

N— o
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Prenons une suite extraite de ) . On a pour tout borné
9 &n gnj 'JE]N P
S, lim [‘ |gn (x)-g(x)|"dx = 0 . En prenant successivement S=[-m,m]
j—;+oo‘S j
on peut donc extraire une sous-suite ) ui converge presque
p gmleaN q ge p q

partout vers g .

De plus, p <p , donc |gn(x)| < e-m(|f|)(x) qui est dans
2
L (Q) , on applique le théoréme de convergence dominée :

lim

2
tim [ e 99| "dx = 0 .

Donc 0 est la seule valeur d'adhérence de la suite bornée :

2 2
g  (x)-g(x)| dx . Forcément lim (L ((O))g =g .
f IR3| m; l N oo n

@ On en déduit que pour toute fonction continue F sur [0,+o]

F (An)oPn converge fortement vers F(A) .

Posons

fortement
—_—

T =c(0;+=]) et &= {Fer/ F(3 )P, F)} .

A est une sous-algébre de I , fermée, qui sépare les points puisqu'elle

contient e_tx donc, d'aprés le théoréme de Weierstrass-Stone : A =T .

@ Ce résultat se prolonge aux fonctions continues bornées.

Si F est telle, alors si v=€e u
p F n_p Fo yle “0.p ~Aal
F(An)o nv = (An)oe ° nu - (An) e ° nu-e u
er—)\ ET et F(An) est uniformément borné, donc
-A -
Fa)o P (v) — F(a)oe () = FO)() ,

- 2 .
ainsi, F(An)oPn converge vers F(A) sur e A(L (Q)) qui est dense

dans LZ(Q) , donc F(An)oPn converge fortement vers F(4) .

@ On peut enfin étendre le résultat & F borélienne bornée

continue sur un voisinage U de o(A) : soit v un ouvert de IR
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tel que o(Ad)cVc Ve U, et ¢r1,¢2 une partition de 1 liée a U,vc.

\l;le est dans le cas ¢ , donc wlF(An)oinwlF(A) .

fortement
\|12(A) = 0 , donc ¢2(An)oPn —_— 0

(4 +U)F@ ) oP = § F(8)oP + y,F(b)oP

et |¢2F(An)°Pn(u)| < Sup|F| |\|;2(An)oPn(u)|

c.q.f.d.

@ On applique @ aux fonctions caractéristiques d'intervalles

X 1a,bl ol ni a ni b ne sont dans g(A) . On obtient alors sur les
projecteurs spectraux : W]a,b[ (An)oPn converge fortement vers

M1a,bl &) Cela entrafme que pour n assez grand ils ont méme rang

d'oll on conclut simplement & la convergence des valeurs propres.

3. PREUVES DU THEOREME 1.

Soient & dans X,

-tAn (8)
pn(x,y,t ; £) le noyau de e oPn(g) , et
4
-t(A+“—T(I)OTL)
q(x,y,t) celui de e .

On a donc :

Pn(X,y,t ,8) = Ex 3n[w/w([0,t])CQ}..x 1 {w/w(lo,t])CIR3\Kn lUJ(t)=Y£Po
4mat

ol

s y.t) = e E L fu/n(lo, N} 0=71R -

On va évaluer I pn(x,y,t;g)dg . On introduit la saucisse de Wiener :

W, @ = {y |d(y,w(l0,t]) | <3} . On a le

LEMME. - Px -presque sQrement :

"\ W
i outl o el

41Tt .
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Dire que ([0,t]) ne rencontre pas Kn , c'est dire qu'aucun
centre P ---P, n'appartient & W, ¢ La probabilité pour un point de
n

ne pas appartenir a Wrn ¢ est

W |
r
(1 ] __n_t_)
]
celle pour qu'aucun des PPy n'y appartienne est
n
lal
En utilisant le théoréme de Fubini, on a :
[ P (x,y,t,€)dg
X
= E_31 1 d t)=
x? {w/w(lo,t])cn}fx {(pl...pn)e(w‘l’.n t)n} g |wt) Yfpo

n
|Wrn,t‘
= B {1 o, theay ol lw®)=y{p,

Mais
‘Wrn,tl N 4“1‘:1t N 4mat
la| |a] n|a]
et donc _4nat
. - Q —
nl_x’riij‘ P (x,y,t; E)dE = e Exgﬂ{w/w([o,t])cg lu®=y{p,
= Q(X:y’t) .

On est alors dans la situation suivante :

An(g) et A sont des opérateurs auto-adjoints sur un

hilbert séparable , 4m
~tAp (€) AT |Q|
(An(g) =e , A=e

J" An(g)dg — A faiblement (grice au théoréme de Lebesgue)
X

J‘ Alzl(g)dg — a2 faiblement (en changeant t en 2t ).
X

Alors An(g) converge vers A fortement en probabilité : en effet,

on écrit
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2
[ lla,(®u-4ul”de
. X n
2 2
= + -
Ix ((A_(B)u,u) + (ATu,u) - 2¢A (€)u, A HdE .

On en déduit alors la convergence des valeurs propres en probabilité
comme précédemment.

2
(nb : L () étant séparable de toute suite de An(g) , on peut extraire
une sous-suite qui converge presque s@rement pour tout u , c'est-a-

dire que l'extraction peut &tre rendue indépendante de u ).

4, DEMONSTRATION DE LA FORMULE ASYMPTOTIQUE
DU VOLUME DE Wa .
|Wy (|
@ lim —2t = 4m .
t-oo t
| Wy ¢l
b) lim —2:8 - amt .
3-0 o)
Wy 1l |W; 52
Posons A = __§_’_1_ et B = __L
) o} d 3-2
@ I1 suffit de montrer lim A_ = 4m et lim B_ = 41
30 ©° 3-0
Px-presque sGrement, car Xt vérifie la propriété d'échelonnement ;
donc :
W ze) =AW
A3, A2t 3t
|Wy ¢l |W t/32] |W; t/32l
1 3,t 1,43 d . 1,43
= d l = 4ﬂ
et i Tty T LT
P -presque sirement. On déduit
3 |Wy, ¢l
lim I = 4m Px—presque sirement,
too

et de méme Ba donne (b).

Il est & remarquer que les résultats sur A_ et Ba ne

sont pas équivalents (car le ré-échelonnement modifie le point de départ
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et on veut un résultat Px—presque sirement, pour chaque x ). Mais
Aa et Ba ont méme loi, donc leurs moments d'ordre p vérifient
les mé&mes relations.

I1 suffit de montrer Ex(|Ba-4n|2) < ca% , car on conclut

alors par un argument de Borel-Cantelli :

a) vp€ 10,11 on en déduit lim B , = 4™ Px—presque sire-

Nn-ceo P
ment :
{w/ Bpm(w) ne converge pas vers 41}
1
= U N U {|B_w-4m|>=
p>0 n€IN mzn{l pm( ) | p )
qQ
p
1 1 2 m/2
FZPx(prm-4n|>E) < Ex(prm-4n| ) < Cp .
1 2. m/2 L
Donc PX(IB m-47|> 5) < p Cp » terme d'une série conver-

gente et d'aprés le lemme de Borel-Cantelli

(ZP(A )<+>o> = P N U A =)
m

n€ElN m>n m

on a pour chaque p , Px(ap) = 0, d'ou le résultat a).

. ~ . n+1 n
b) Soit 3 présde O . Il existe n pour que p £3=<p ,

donc
w c W cwW
1’p—2n 1,3-2 1,p 2(n+1)
2 -2
et pB_<B_ _<p B
pt 3 it
2 . P -2 .
et P -presque srement 47mp < lim B, < lim B_ < p "41m . On fait
X 5 © 0
9—0 -0
tendre p vers 1 et on obtient lin% B =41, Px—p.s.
a-—o

%

c) Aa vérifie alors Ex]Aa—4TT_|2 < ¢3d® et on conclut de

fagon indentique, car
n+l n -1
P <3 <P =apApn+lsAasp Apn.
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v 1
@ Reste 4 montrer l'inégalité Ex(lBa—4n|z) < ¢d°
D'aprés le théoréme de Spitzer (cf. [Sp] ou [S]) on a :
B (W, ) = 4mt +4’@am?® + A’ .

' = - 0 7
D'autre part, en posant rT,n |W1((n t,n7)| (00 Wa(tl’tz) est la
saucisse de Wiener de rayon Q9 autour de w([tl,tzl) ) on définit des

variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On a :

t
[?] +1
IWl,tl < pa rT’j , pour T <t .
j=1
On en déduit
[t]+1
Y Wil = B

2 2 2
= E (W, (1) = ()7 E (@] ) s

a 2 Do 2
(on utilise (2 a,)"<nXa’ ), e¢ c_ = E (r. ) est finie :

j=1 1 i=1 1 2 x 1,1
si vs € 10,11 , llw(s)|| s m+1 , alors W1 1 c S(m+2) , donc
E (r 2 ) < Z (m+2) —IP (ms maxX <(m+l)) .
x 1,1 m=0 O<s<
0(e™™)

On a donc :

2 2
+
Ex(lrl,-cl) < (T+1) c,

2) A cause de l'indépendance des rT j
2 t 2 t 2 ’ 2
bl 21+ .
Ex(|w1,t| ) < ([T]+1)E(r_r,1) + ([T] 1) (E(rr’l))

En posant ¢ =.,f , on a donc :
2 2
Ex(rJﬁl) < cz(Jf+1)
E (W, .|%) < WE+DE (% ) + B 2E @ . )
x'1,t x 1 x /i, 1

< (D, + (B E @ e 07

et d'autre part, d'aprés le théoréme de Spitzer :
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|Ex(|wl,t|)—4nt| <c JU

1/4
|Ex(rﬁl)-4m/€| <ct .
Donc :
E_(|W -4rrt|2) =E_(|w |2) + (4nt)2 - 2@m)E_(|w, |
X 1,t X 1,t X 1,t
2 2 2
= Ex(|w1’t| ) + (Ex(lwl,tl)—4nt) - Ex(|w1’t[)
~— e~~~/
sc%t
= 2 2 2
et (WE+1) Ex(rﬁ’l) - Ex(lwl,tl)

- ((~/E+1)Ex(tﬁ,1)+Ex(|w1,tI))((“/E+1)Ex(rﬁ,1)°Ex(|wl,tl))
0(t)

WEDEx £ )=E (W, )

(W) E (r 1) -4m/ft)
- (Ex(lwl,t|)—4ﬂt)+4n,\/€)
= o(t3/%) .

Il existe donc une constante ¢ pour que

2 7/4
|Ex(|w1,t|-4m| )| < et

w 2
X t 1/4

et donc

5. REMARS__UE S.

e Ce résultat s'étend aux dimensions m=>3 : si nr —Q
le spectre limite est décalé de
(m-2)Vol(S™ 1)q
ol

e On peut mettre sur () une probabilité de densité o
(p=20, [' p(x)=1) alors le spectre limite est en probabilité pour P
celui de QA + (m-Z)Vol(Sm -l)ap (on utilise la formule de Feynman-Kac,
cf. [R.TI).
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e Le probléme du prolongement de ce résultat aux variétés

riemanniennes est 1'absence de propriété de ré-échelonnement, cf. [C.F].

e Ie cas m=3, nr —+o est résolu si on fait 1'hypothése

d'exhaustivité de la suite pi dans un ouvert QO . 00 cQ.

Iizl
Supposons qu'il existe un ouvert Qo c 0 qui contienne les Kn et tel

qu'il existe une suite p
3 o haque B
pn " n el pour chaque n , (pis pn)lsisn

sorte que chaque point de QO est recouvert par au plus M boules.

de réels tels que, il existe M >0 et

recouvre Qo de telle

Alors le spectre limite est celui de Laplacien avec conditions

de Dirichlet sur Q\Q_o (cf. [R.T]).

Heuristiquement : les B( pi,rn) représentent des impuretés
ou des points de glace. Si o =0 |ils fondent, et si a=+x ils se

figent en QO .
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