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Séminaire de Théorie spectrale et Géométrie II.1
CHAMBERY-GRENOBLE

1982-1983

BORNES UNIVERSELLES
POUR DES INVARIANTS GEOMETRIQUES

par Sylvestre GALLOT

I_. Préliminaires

Qu'est oce que la courbure de Rioci et comment intervient-elle?

@ Définition géomsiriques Soit (¥,8) une variété riemannienne (ver.) sups

posée ocompacte dans toute la suite,
La courbure de Ricoil est un 2-tenseur symétrique r (i.e. une seotion r du
£ibré T'M @ T'M vérifiant r(x,y) = r(y,x) ) défini de la manidre suivante.
Soit v un vecteur de 'I‘mll tel que |v( = 1.
L'application exponentielle est l'application exp_ définie par expm(t.v).
o(t) ob o est la géodésique (unique) telle que o'(0)= v,
Considérons la carte

‘? zsn-l x [0,400[— ¥

(v, t) —_— ezpm(t.v)

L'espace de départ est muni de la mesure produit d0.dt,l'espace d'arrivie
est muni de la mesure canonique dv8 associée & la m$trique riemannienne g.
Il existe une fonotion J(v,t) telle que

Plav) - (v, )", a8 at
Exemplet 1 - Si M est 1l'espace euclidien Rn,‘{’ donne simplement le passage

en ocoordonnées polaires et dvg egst la mesure de lebesgue dvG - tn-l.de'.dt,

par conséquent J(v,t) = ¢t
n

2~-8Sik =8
12 mesure (n-1) - dimensionnelle de 1la
asphdre géodésique st -{x |d(m,x) - t}
est donnée, d'aprés la définition de J,

par J(v,t )“'1ae

-1
ves"

Comme la mesure dvg est invariante par

les isométries qui laissent m fixe,
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J(v,t) est égale A& une fonotion J(t) indépendante de v. On a done

_1(8y) = vou(s™1).F(¢)".
Par ailloura S est aussi le petit cercle horizontal de S" égal &
&z, (62,02) = t} Son rayon euclidien est donc sint et son volume
(sint)™" -1 JYo1(s"" 1). D'od J(vyt) = sint,

3 -8i)¥ est 1'espace hyperboligue B,

Cet espace peut se voir oomme l'ensemble des points (x ,¥) de Bx R qui
vérifient IiﬂF - xo - -1, L'espaco tangent au point (10,29 est 1'hypere
plan paralldle & 1thyperplan T . 'k {(}‘o ?)] E .z, - - o}
On vérifie aisément que la
forme bilinéaire symétrique
associée & la forme quadratique

(fo'?) — I.?Ilz -5:

eat définie positive sur

C'est cette métrique
(x ’2) a
qu'on appelie métrique hypers

m

bolique. Pour cette métrique |
-> N |
la courbe o(t) = ch‘-’.eo + sht. ¥ Y l

est une géodésique issue du

point m ® (1,05.4.,0) ot telle que o'(0) -V (1e vecteur ¥ étant un veeteur
tangent, donc horisontal, de norme 1). Notons 8, -ixld(m,x) - tj par le
méme raisonnement que précédemment on a J(¥,t) e J(t) (indépendant de V)

et v°1n-1(st) - Vol(sn-l).f(t)n-l. Remarquons que S, est un cerocle horisontal
de rayon (euclidien) sht. Mais comme, dans un plan horisontal, la métrigue
colnoide awec la métrique euclidienne, le volume riema.nnion de S est

égal au volume euclidien, i.e, vol(s™" 1) (sht)™ ", D'od J(V,t)-ght.

Dans une variété riemannienne (M,g) quelconque on observe que le

développement limité de J(v,t) par rapport & ¢ au voisinage de zéro donne
3
IJ(#t) =t - q(v). - + 0(t4)
Is premier terme t est le méme que dans le cas euolidien., Sa geule signie

fication est de dire que, loresqu'on se rapproche de m, la mesure v8 est
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asymptotiquement équivalente & la mesure euclidienne de l'espace tangent
rmx, ce qui est trivial, 1es 1°% terme dont 1a signification gSoméirique
est non-triviale est donc le terme de degré 3,

Définition: la oourbure de Ricol r est le 2-tenseur symétrique tel que
r(v,v)=(n=1) q(v).

Reprenant les exemples préoédents, on voit que la courbure de Ricei de
1'espace euclidien est nulle., Sur Sn, J(v,t)usintet - ;—:: * O(t4). Dono
r(v,v)=(n-1), Plus généralement, sur la sphdre euolidienne s™(z) de

rayon vy on & J(v,t) = rain(t/r), d'od r(v,v) = (n-1). -2. Sur H",

J(v,t )-sht-to's% + O(t‘) D'od r(v,v) = =(n-1), Plus généralement, si on
remplaoo la métrique ¥ de B" par ?.t (o2 K40), on obtient J(v,t)m
-_n.sh( V-K,t) d'od r(v,v) = (n=1X . Remarquons que, sur B", nous avons
calculé la courbure au seul point m = (1,04.4.,0). Comme 1le groupe des
isométries de H' agit transitivement sur Bn, la courbure est la méme en
tout autre point,

Remarque importante: Nous venons d4'exhiber les 3 espaces moddles de cours
bure de Ricoi constante (n-1k (aveo X>0,k =0 ou k<O suivant le cas). Dans

la suite nous noterons ¥ l'espace mod2le de courbure oonstante (n-1) ..

Sur cet espace nous noterons J(t) la valeur partioculidre de J(v,t).

Remarquons que

(1) J*(t) +k.7(t) = 0.

(@ Théorime de Bishop (of [B-C] et [B-K])

Dans la suite nous poserons

r = Inf r(v,v)
min veTX
ivi=l

Un caloul donne 2

(2) & 3(w,t)
at? *a

Posons f‘(t) = sup(£(t),0).
En comparant (1) et (2) on obtient le

rmi
" IJ(v,t) £ 0

>

Théordme: Si r > (n-1)K, si J(0) = J(0) et ei J'(O)‘J (o), alors ‘1;-
J

est une fonction décroissante de t. En partioulier --(t) £ r(t)
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Dans le ocas qui nous intéresse ici on a toujours J(0) = 0 = J(0) et
J'(0) =1 = J(0).
Prouve: On travaille sur 1'intervalle [0,t_[od les fonctions J et T sont
toutes deux positives.
En multipliant (1) par J et (2) par T et en retranchant on obtient
J"J -JnJ40

arod Z(3.F - Tr.3) 4o,
Comme (J'F-J'.J)(0) = 0 (conditions initiales), on a (J'T - JJ)(t)4o,
d'od %;(é;) é{?
Par conséquent J(t )2J(t ), dtod J(¢t ) = O,

J(t) ° N ° Iht) _
Dono ?(77 décroit de 1 & 2éro sur [o,to[, T(_t_)_l =0 sur [to,uno[. Q.E.D.
Corollaire 1 s Notons B(m,{') la doule géodssique de centre m et de rayon f
sur M. Notons ﬁ-(f) la méme boule sur M, Si rmin) (n=1)k et si 0P <B, on

Prouve?

f + n-l e,

Vol B(m,p) = sn"l A J (v,t) “at ] d
- f <4,,.\n=1

Vol B(p) = /s"'l (/o I*(¢) dt)db

R
e, )" e, 3(v,0)™ ) f: 3 (v, )" 2t
sf J-O(t)n 1l at 34(?)21-1 Ifo -50( )n ldt

Q.E.D.
N.B. Ce résultat reste vrai si ¢ et R dépassent le rayon d'injeotivité (i.e.

méme si les boules sont des boules dégénérées non homéomorphes & des boules

~r
W-B(fm,e)

de R*). Exemple
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Corollaire 2 s+ Notons N(E,R,M) le nombre maximal de boules disjointes de

rayon € que 1l'on peut metire dans une boule géodésique de rayon R sur M,
Notons N(E,R,M) le rapport Vol B(R)/Vol B(g) sur M.

sir, 3 (n-1)K, alors XN(&,R,M) & N(E,2R,K)

Prouves N(&,R,H) est borné par le maximum du rapport entre les volumes
d'une boule de rayon R et d'une boule de rayon Ede centres m et m' sur M,

telles que m'€ B(m,R). Comme B(m,R)C B(m',2R),

Vol B(m', 2R) Vol B(2R) =
4 D E— S = -
N(E,B,¥) Vol B(m', € ) Vol B( E) N(e,28,x)
g F(¢)" tat
Notdns que K(e,B,K) = s'estime uniquement em fonoction
o J(¢) “at

de t, & ot R, Q.E.D.

() Théor2me de précompacité ( [OR 1] p. 63)
Soient X et Y deux espaces métriques plongds dans Z. On définit 1'dcart

dz(X,Y) = Int {8,'27 0, X inclus dans le € -voisinage deY et réoiproquement}

La"distance™ de Hausdorff est définie, pour deux espaces métriques X et Y, par
dn(x,r) s Inf {dz(i(x),:j(!)) pour tous les espaces métriques Z et
tous les plongements isométriques 1 et j de X et Y dans ZS
Définition: Nous noterons /6 Z,D 1l'engemble des variétés riemanniennes (M,g)
qui vérifient r . 3 (n-1)K et diam(M)£ D,

-Théorams’ Pour toutes les valeurs réelles de K et toutes les valeurs positives

_de D, /zK,D est préoompact pour d!.

I3dée..de la preuve: Une suite (ui) N de v.r. admet une sous-suite convergente
g o1 et soulement sl V& J F(E) telle que Vi N(f,Mi) < N(¢&),
ol N(f.,lli) est le nombre maximum de boules disjointes de rayon £ qu'on peut

pour 4

mettre dans l!i.

(1a raison fondamentale est que, pour assurer que dn(ld,lli)< £, 11 suffit
de montrer qu'il existe un-%—- réseau de ¥ et un g -régean de ui tels que
la distance entre leurs points respectifs soit inférieure A 5/2. Ia

borne uniforme X(E) permet de borner uniformément le nombre de points
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i*un tel réseau et d'extraire, point aprés point, des soug-suites ccavess
centes),
ur ioi, d'aprés le corollaire 2 ci-dessus, on a N(5,li) < ¥(€,0, 0 oar,

sur M la boule de rayon D contient M, tout entier.

1’ i

«i) questions naturelles: Au vu du théordme de précompacité, et en wvue de

worner des invariants géométriques ou topologiques, il apparait naturel dée

se poser les questions suivantes,

2) Quand on & un invarient 5, la fonction lh—yS(l() est elle oontinme @
semi continue pour la distance de Hausdorff, i.e. si une suite .n do v.9,
converge vers un v.r. ¥ pour dB’ a~-t-on $(k) = 1lim S(Hn) ?

S(x) 3 1im ine S ) v
(M) ¢ 1im eup S(un) ?

1a question est ouverte dans presque tous les cas., Remarquons seulement qug

le diamdtre est continu (et m8me uniformément continu) pour dn oar

| diem(X) - diam(Y)| £ 2 ag(x,1).

Far contre les nombres de Betti b_ ne sont pas continuss oonsidérons en

effet le tore E&. 'I'“-1 obtenu en lf?ai.ss,n'l; une homothétie de rapport & suy

la métrique de ‘l‘n-l. Comme diam (&.Tn-l) teni vers séro aveo & s 11 ot

~lair que T x E.Tn_l tend vers T pour la distance de Bausdorff, Or

up('l? x f_'l‘n.l) - (:) , alors que ‘bp(T) «0s8ip>let 'bl('l') = 1, On peut

se demander si les bp sont semi-continus dans l'autre sens. la questiem

ragte ouverte pour b_, Pour bp (p>1,p pair) la réponse est non., En (3¢ Y

1 .
n+

sid4rons un point X, du projectif complexe ¢ 1 et notons Sr- x/d(xo,g)" o

On a S, —> cP® -zx/d(xo,z) - 7[} quand * —>7T

r n
- P 1,
or bzp(s ) = 0 ot bzp(c ) -

b) Une question plus accessible est la suivante. Etant donnés K et D
(D¥0) et un invariant ©,existe-t-il une borne uniforme C(K,D) tells que,
pour toute (M,g) appartenant & 1l'ensemble prScompact /Z on ait
S(x,e) € 6(KD) ou S(k,8) > (kD).

I1 existe dores et d5ji un certain nombre d'invariants pour lesquels ls

riponse est affirmative, & savoires le 1° nomtre de Betti bl’ les valeurs
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propres )‘i du spectre du laplacien ¢t leurs inverses, les constantes
isopérimétriques h et C de la varidté définies par

- Q.
ah BEY . e m e

Q0 vy oy

ot W est 1'ensemble des domaines L1 € M tels que Vol(f2) £ -;- Vol(M),

et enfin le [y gonre de la varidté. Le but de cet expos§ est de donner une
m3thode génirale pour trouver des estimdes de ce type (voir p.18-19-20),

Par contre le probléme reste ouvert dans tous les autres cas. Remarnuons
cepsandant qu'en renforgant l'hypothése faite sur la courbure (i.e. en
ramplagant la borne inférieure de la courbure de Riceci par une dborne
inférisure de la courbure sectionnelle), on sait calculer une borne supérieure
de chacun des nombres de Betti bp' Sous la méme hypothése renforcée, on sait

borner la dimension du module des déformations 4d'Einstein d'une variét$

d'Einstein (voir [GA1], [GR2] et [Ga3]).

II Xéthode géomstrique

En utilisant le thdordme de Bishop, on obtient des estimées sur le

ﬂl et le bl'

1 Théoréﬂe de )yerss _
Thiordme: Si rmin) (n-1)K »0, alors diam(u)4 \77—% s M est compecte,
son [T, est fini et b, (¥) = 0.

Prouve: 1le fait que diam(M)¢ Ff( vient simplement du fait que, le long

d'une géodésique minimisante de longueur 4 = diam(M), on a J(t)>0
sur [O,d[,par conséquent J(t) >J(t) D0 sur [O,d[oomme J(t) = F;.-sin(trit),
ona 4d¢ ﬂ‘/n Soit pt ¥ —>M le revétement universel de N. On & également
diam(ﬁ) 4 TC/Jf'. Pour un point m donné, il existe £ 0 telle que la boule

B(m,E) soit homSomorphe & une boule de X" (donc simplement connexe).
Par conséquent p_l[B(m,i)] est une réunion de boules de rayon & dans ¥ en

nombre égal au nombres d'éléments du Fl' On a done, par le corollaire 2,
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- T e, IT
#(nl(h)) £ N(es ‘}_E ) & XN(E, Tz v K)o

@ Théoréme de Milnor:

soit Mun groupe discret et { Yl""’ Yp} un systadme générateur. On
note |8l la plus petita valeur de l'entier k tel que x s'dcrive comme
produit de k générateurs ou de leurs inverses. On pose N(R) -‘#{X/ ﬂa’ﬂ £ R}.
On dit que Fest & croissance polyndmiale lorsqu'il existe des oonstantes

c et k telles que N(R)¢ o.Rk o Cette notion ne dépend pas du systéme génée
rateur choisi,

Exemplet ZP est & croissance polyn8miale en Bp. En e'ffet, N(R) est le
nombre de points de zp gitués & l'intérieur du pavé d'équation

lxl *x,
donc & RP,

2 oeee 2 X | £ B. Ce nombre est équivalent au volume du pavs,

Théorédmes Si = inz 0, alors le 7r (ll) est & croissance polynomiale.

Exemples le tore T! est tel que TT (T ) = 2", croissance en R,
Preuve: Soit {xl,..., x } un systéme ginsrateur du T(
Posons ¢ = sup(longueur des Xi Si { Xi . Xik . 11

est clair que sa longueur L(K) est plus petite que la somme des longueurs
des xi.D'oﬁ L(K)éc.hu « Si mep (m),oﬁ ptl(—-'l( est
le revétement universel de M, on a a(¥, y(m))< oYl . Donec

nE) ¢ # § ye T [ (@ e 3(Ee.p)}
Comme préoédemment, i1l existe €7 O telles que les boules de centres Y(?n')
et de rayon & soient disjointes. Donc N(R)&N( E,c.R, %) < ®( &,2¢.R,0) .
N( & ,2c.R,0) étant le rapport des volumes de 2 boules euclidiennes de rayon
2c.R et £, 11 est égal & (gg)“.n" . Done la croissance du T[.l est polynda
miale d'ordre n . Q.E.D. ¢

Par le théoréme de Burewicz, ce théordme implique que, dans ce oas,

b (n)‘n. En effet soient 2{1,...., ‘p} tels que leurs images dans

R (M,R) engendrent H (M,R) . 1a oroissance du sous groupe distingué engendré
est supérieure & celle de 2F (donec 2 R ), mais inférieure & celle: du r
(dono & R ™). D'od p4n .
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@ Majoration de bl(ll), version Gromov (of @RJ-_.I p.72 4 15)

Théorame: Pour tout K et tout D (D >0), il existe 0(K,D) telle que toute
variété (M,z) de %(x,n) vérifie
b, (&) £ 6(x,D)

Pour tout £> 0,

1a premidre Stape (non triviale) consiste A fixer un point ¥ de Wet 2
montrer qu'il existe un systéno [0'1,..., x } qui engendre un sous-groupe
distingué d'indice find dans J1(X) et tel que a(%, Y,(¥)) & 20 +€

d(nm. x ("')) 2 &.

Par le théordme d'Hurewiocs, les images de 2(1....., Yp} dans H (I,R)

engendrent Hl(l,n) , 1.0, bl(l()‘ P o 1es boules B( xi(x)’i) -ont

disjointes et sont contenues dans la boule B(X,2D ¢ %3). Dlod
pSN(-;:,ZDo%&,i)s -f(g-,'ll),!) par (Bishop). Dono bl(l) est borné par

une fonotion ne dépendant que de K et de D.

III la Méthode Analytigue

1 Définition analytique de la courbure de Ricodi
Soit ™ une l-forme et oﬁ le ohamp de veoteur dual (pour la dualité asseside

au produit scalaire). Une définition de r équivalente A la précédente est
donnée par n

r(oFx) - ¢ 1 ”xinxd(xx) - Dx”xi"“xi)

od {113 1414 ¢ est un repdre orthonormé.

2 Pourquoi le laplacien intervient-il dans le caloul 4'invariants?

Beaucoup d 'invariants topologiques ou géométriques 5(!) se représentent
oomme la dimension de l'espace Edol sections T d'un f£ibré BE-—p N qui somt
golutions d'une Sauation du type

p*or + B(r) = 0
od D est la dérivation covariante

?* est 1'ad joint de D pour les produit scalaire intégral Loy /(. 9 o
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a est un opérateur linéaire symétrique de la fibre Em dans elle méme dont
les coefficients se calculent & l'aide de la courbure.
Exemple: Notons AH = 04 ¢ 45 1le laplacien de Rodge de Rham gur les
formes différentielles. On a
(Bodge-de Rham) b = dim { oLt Apl = o}
or Nded'dd o r( of¥,.) (d'aprds la définition analytique de r) lorsque
X est une l-forme. Par conséquent (of. E‘G‘ﬂ Pe 131-32 )
bl(ll) - { oL 2 .D*Dol + r(of,.) - 0}.
De m8me (of.[@-M)p.262 ) on a
bp(u) -{o(s D Dol o{fl (o, .) = o}

ou (ﬁ,so oalocule & l1l'aide de la courbure sectionnelle.

Pour tout. T € E s On a dono
* 2
T> £ - T
<D DT , > d&minl {

od (R> 2in est la plus petite valeur propre de (R, .
En intégrant, on obtient immédiatement

flm'\"’ -« <p%or , 1D ¢- @mnﬁfrlz

S1 le >0, on a dono S(M) = 0 (en particulier 'bl(l() = 0 g4 la cour=
bure de Ricoi est striotement positive),
Si &min «=Oona 8(!)4dm(fibre de E), ocar alors DT = O et l'applis
cation {8 ---——-)'E'n

? — ?(m)
est injective, d'od dim & & aim(E ).

€ne bl('l‘n) car la dimension de la fibre

En partioculier, si rm1n> 0, on a b,

du £ibré T'M —» K est &gale & n.

But de l'exposé ¢t Trouver une constante universelle o(@mm,x,n) telle que,
<
pour toute v.r. M de/éx’n y on ait H(M)£ c(@in,x,n). Ceoci sera donné par

le théordme suivant

(® Enoncé du théorsme et applications (of.[GAI], [BA2] et[Ga3])

Nous allons trouver deux fonotions r.et f s Dositives et oroissantes, de

R dans R vérifiant
. 7 continue ot P(x)—-) 0 quand x —> -o~
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«=0s8ix<0
?(x) - =lgixe0 ’ F(x) continue sur [0,¢e0[

£ ¢(n) .xn/Z quand x321

Ces deux fonctions sggt explicitest plus précisément nous verrons par la

suite que - f(x) - Ho (1 + ZE_._;ﬁf/{;i pour x30, od g: !‘21/(n-2) :: :fZJ

Une expression de rost donné dans EMZ], elle est améliorée dans @Aﬂ.
Voir aussi plus loin, page 17. Aveo oces deux fonctions, on a le

Théoréme ¢ Soient K,D, A des nombres réels donnés (D>0). Soit Me& D et
soit E—> M un fibré veotoriel muni d'une métrique {. , « » et d'ur,\o con=
nexion D compatible aveo la métrique. Notons é la dimension de 1la fibre.
Soit Zun gous espace vectoriel de l'espace des sections c® au fibré. S#

(0"0r,7 > <) 1712 pour tout T € & , alors

amE < £, f(%}

Corollaire: Si l'invariant S(M) s'écrit s(!‘l) - d:LmE.
ol E -{T / p*pr 4@(1‘) = 0}, alors

2
S ) sé-‘f(-@ml- D ) .
Po(xD°)
Exemple 1 ¢ bl(u)s ne §< —ICDz(n-l)\ pour toute v.r. (M.g)
PZKK.DZ) } dans K, D .
le £ibré est 104 TX M —> M. Ses seotions sont les l-formes différentiables.

1a dimension de la fibre est n, le s.e.v,. E est l'espace des 1 formes haras
moniques ® qui vérifient (voir ci-dessus) P*p & 4 x( a(#, o) = 0, Par
conséquent, on a -@min = ~Tin £ «(n-1)X, on applique alors le corollaire
ci-dessus.
Remarquons que cet estimé est optimal puisque

Remarque Il existe &£(n) > O tel que

si k.02 > - &(n), alors pour toute (u'g)‘}Z:K,D

on a bl(ll) £nw bl('.l'n).
Ceci vient du fait que f(x) —»1 quand x —>»0,.
Exemple 2 : Pour estimer bp(n), on oconsiddre le fibré
/\P(¥) —> ¥ dont 1a fibre est de dimension ( 2 ) .

L'espace Zest 1tespace des p-formes harmoniques & qui vérifient dono

oy + (R (o) = 0.
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] - - U S
D'aprés LE lﬂ & minz p(n p) fmin’ ol ?min est la plus petite valeur
propre de l'opérateur de courbure de (M,g) D'aprds [KA], on a

1/2
L J - ¢ - -
?mig ? (a’sup 0’ [n(n 1)(n )] aup o;nf)
o-'sup et O’inf sont les valeurs maxima et minima de la courbure ge=
ctionnelle.
le théoréme donne 2
-f . D .p(n-p)
bp(n)s(:).f “1"2 > .
[ (KeDY)
]
ce qui donne une majoration de ’bp 4 l'aide de D, G'aup et a.l'nin o Reste 2
savoir si on peut remplacer la donnée de Kmin et S;up par celle de rmin
seulement. Remarquons, toujours parce que (x)-——' l quand x — O’ et

que bp(!)<(:)01 = bp(x)s(;f) , Que

Propositiont Si la courbure sectionnelle ¢ vérifie E(n) % O, n2> - &)
pour &(n) assez petit, alors b (l)é( ) bp('l‘ )e

Exemple 3: Notons 0 = A ()< )\(n)c A (n)é oo £Q (0 ...
le spectre de (M,g) . L'inva.riant oorxs:ldéré est, pour tout A 0,

m(ne) = # /2, <2}

Le £ibré oonsiddéré est M x R —>M (trivial). lLes seotions sont les fonotions
M — B, la dimension de la fibre est l. L'espace Z est l'espace engendré
telles qquf - A ot Xi‘x « Dans o®

i 1

cas, D D -A ot D Dfis 'Afi (attention, il y a une diffioculté oar ceci n'est

plus vrai pour les combinaisons lindaires des fi" On obtient, par le

par les fonctions propres f

théordme fondamental p. 11 ,

2 2
¥y (e) < § IR PR UL &
ré(o°)

Remarquons que cet estimé est bon car on sait par ailleurs que
LN (¥, 8) ~v c(n)An/Z.V quand A —>» 4+ o2 (c'est dono la bonne puissance de A).

Par ailleurs, il existe . £(n) tel que, si
P r‘z(mz) & (n) ’ alors Nx(m,g) -1,

2

D
e
ce qui oorrespond bien au fait que la 1 valeur propre Ao = 0 est de

2
multiplicité 1 et qu'on peut borner Al inférieurement par £(n). f?(K.D )

DZ



Remarquons que N(Xi) = i et que, psr consiquent,
IR 1 4%
c(x.09)%/" p?

4 Technique de démonstration du théordme fondamental ([GAI],[GAZ] et [GA:|"

a) 1° Etape + Si “TIU’ /"T“I.? est borné pour tout Pe &, alors on sai’
borner din(E).
lemmes Soit E— X un fibré muni d'une métrique &, , .)m sur chaque
fibre Em' Soit E un sous espace vectoriel de dimension finie de 1l'espace
dee sections C” du fibré. Alors 11 existe un T eg tel que
ain £ . “T."I; < V. ll'r]l; . dim(fibre) .

od V est le volume de M,
Preuves Posons N = d:lmg et notons {Tl,...,'l‘n} une base orthonormée ie
pour le produit scalaire <K . , .)}- f Ceo sy o >m odm ., Par le

théordme de la moyenne, il existe un poi*t m de ¥ tel que

N -L g_—l lri(x)llz < V. g:x l\Ti(in)llz .

&E —E,
T ——> T(n)
dimension de la fibre. Considérons une base orthonormée {81,...,S€} de

L'application Pm sl est de rang [inférieur ou égal & la

Ker(Pm’L (sous espace de g orthogonal & Ker(Pm)) et une base orthonormée
zseﬁl, eee SN} de Ker P. Comme on passe de {Tl, cee TN} a ,'81, XX ,SL

par une matrice orthogonale et comme S,(m) = 0 pour 4>€, one

1" ¢
1{_} S NOL 2. gﬂsi(m) 2. Eu s, (m)l ¢ €. sup | 51“;

» 1, on a donc montr§ 1l'existence d'un 41 tel que

Comme || S . \
aim § . us1||L2 g e sy .

2
N3

QQEQDO

b) _2: Etapes Comment borner [T Il 1 /Tl 12

Un calcul relativement simple donne, si on désigne par |'1‘| la fonotion

r — @ -<2@),@ >V,
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(1) | T1.A¢T1) € <p%m,m > ¢ Alni 2,

En effet, on a
A ity l S y
ZA(ITl )= 75 D131(<T,T>) - - i<DiT’DiT> -;{Dini'f,'f>
-- (o124 g0, >,
Un calcul identique donne
sAur?) --[d(lri)la slTh A(lmly .
m , on obtient [DTI1Z )d(l'l‘l)lz

ce qui donne (1), la démonstration du théordme sera donc achevée si on dée

Bn posant T = |T] o

montre le théorime suivant (le fait qu'ici la fonotion | Tl ne soit pas dif=

férentiable partout ne pose pas de probléme),

Théordmes Soit f une fonction positive ou nulle vérifiant Af < A s 8lors

v. el 2 43( An? )ufu§
Mx?) L

Preuve: Notons u dl| 2 =lth, + “df “ , ¢ les analystes savent
: | L L

1

démontrer que la norme HJZ‘

si p& 2n (p=+orsi n e« 2). Ceci assure l'existence de deux nombre
n-2
A,B< + 00 tels qu'on ait 1'inégalité (dite de Sobolev)

S ¢ £ A, |jdf Be fi £
( ) " “sz N " " L2 + " " Lz 9

ot f=n si n>2 et B=4 si ne2,
n=2
L'hypothdse /) ££Af permet d'Scrire (caloul)

2 2 2p
2 p p 2p-1 Ap
le(rp)l ) L A - 2p-1 L e £ 2p-1 e ‘1,21:

est plus fine que la norme Lp 81 et seulement

L'inégalité (S), appliqué 2 £F, donne dono

”f"ﬁp £ (B+A.E£_{; l/p“f“

Par itérations successives on a

q i 2
nf“izpq#l £ 7T (B + A, %\’%)2/“ “f“Lz

i=0
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ce qui donne “ f“ 2 4 S .V.l.u £ ||22 , ol

viY . ﬁ (B+a 2/@ Q.E.D.

2(3 -1

c) 2. EBtape: RBtablissement de 1'inégalité de Sobolev (S)

1es analystes savent seulement démontrer qu'il existe des constantes

A(M,8) et B(M,g8) finies, dépendant de M, g et du systdme de oartes choisi
telles que (S) soit vraie. En effet leur technique est locale et consiste,
via une partition de l'unité, & utiliser les inégalités de Sobolev dans R
Ceci est tra3s insuffisant pour le but que nous nous proposons puisque cela
reviendrait & borner un invariant $S(M) par une constante non explicite,
dont la seule chose que l'on connaisse est qu'elle dépend de M,g et de

la partition de 1l'unité! Pour trouver des estimées explicites de A et B
nous devons donc utiliser des méthodes géométriques globales.

Théordme [cua] et [0A}]) L'inégalité (8S) est vérifiée lorsque

-1l/n
l" e / ’

Un oontre exemple (voir Elﬂ, Eua‘_l ot E}Aﬂ) montre que ces estimées

sont les meilleures qu'on puisse espérer en ce qui concerne l'information
(K,D) nécessaire A leur caloul (i.e. A doit tendre vers 1'infini ei
K—> «or ousiD—>4 o0)., 18 volume n'intervient que pour rendre
les 2 membres de 1'inégalité homogdnes, Remarquons que B est la meilleure
valeur que nous puissions espérer puisque, pour £=1, 1'inégalité (S)
devient <

L1l € 2020,
comme "1 \ 2p - Vl/q‘ ot |1 “Lz - V1/2 s 41 vient

B2 vllas -1/2 - V-lln e On ne peut donc espérer mieux que B = v']
1a constante A s'estime & 1l'aide de la oonstante isopérique C définie page 7 .
1e théordme de Bishop (version [E-fJ]) intervient dans 1l'estimation de C,
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ce qui est la partie la plus difficile de la dédmonstration (nous renvoyons
a [6a2) et [GA3]). Plus précisément, si
- 2[n(n-a)]'1/ 2 yor(s™) Y/
n-1

™ - Vol S
(Vol Bn)l 1/n

on démontre que £ ot c’i sont les valeurs de A et C lorsque la variété est
une boule suclidienne. Alora', 8i b et C sont les constantes isopérimétriques
d4finies page T, Oon a

&
Propositiont A= (—:— . A*. VI/n + %)V l/n

Idée de preuve:t Soit a€R tel que {Vol{f’a} € v/2
Volzna} & Vv/2

En changeant au besoin f en -f, on suppose a 3 O,

i1 est oleir que, si If =0, alors

v1/2"rnL2 >/Jn | 2] -ano}f > 2{“.}f > a,v

D'od
1/ =1/n .
lf“hz{'sé“f-a"th +a.v %é ”f—a“ﬁso-v .ufan
E“df “L-p

L'infgalité de Cheeger ([BOM] p 196 ) domne uf“ , €

L
Pour établir (S), 11 suffit donc de montrer que

e
”f'“"z(s é"c_c"“uz )

Notons () = ix/f(x)) a}, i1 suffit dono de montrer quo, pour toute fonotien
f positive telle que f = 0 sur)ﬂ, ona |{If ¢ ar
el goc £24ee 1, -

Lorsque £) est un domaine & bord de R" y notons D. la boule de centre
l'origine et de méme volume. Pour tout ¢, notons _CL | in/f(x)>t} ot
_ff % la boule centrée a4 1l'origine de m8me volume que ﬂ On définit la
fonotion f :ﬂ———)n en posant f (x) = t pour tout point x de r).ﬂ.

(voir dessin).



Z= Sl'x) \ z:&x(x)

-—
- ww e o -

_ﬂ#

Slt
L'inégalité isopérimétrique classique domne, & partir de

Vol(ﬂt) - Vol(f)_*t) ’ Yoln_l( )_O_t) > Voln_l(g..(l‘t) oe

qui implique (ohangement de variables dans 1'intégrale)

Lfv . f M et we(2 5 (1™
it .

On montre ensuite, en passant en coordonnées polaires que

fdr*ef‘ < & L):Lv:*nz

[Ofa(& < o L.‘V”z

Revenons dans le ocas général ot £ est un domaine de X tel que

oe qui donne

Vol £1£1/2.V, alors on peut faire la méme constructiom. Dans ce oas,
3
vol L), - Volﬂ: inpliquera Vol DL, g;or D.Q.t, ce qui donne

R L TN

fr""‘ < -—g-*.A*I |V 12
) n

d) Bxpression explicite de [ .
D'aprds oe qui préocdde on a (of. p.15et16)

[ -( ¢ A*zl/n »2 ).1 .

c D hD

Dtod

Q«E.D.
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1/n

comme C.D.V et h.D admette des bornes inférieures ne dépendant que

de K.D° (voir leur formulation explicite en [GAZ] ou [GAi), [-’ est bien
du type recherché.

5 Problémes ouverts par cette méthode ¢

a) Utiliser cette méthode pour estimer d'autres invariants

Conjeoture s tout invariant peut &tre borné & 1'aide de K et de D .
b) Adapter cette méthode au cas des fibrés hermitiens (dans ce oas l'estie
mation des valeurs propres de l'opérateur T -—)D*D‘l" semble avoir un ine
t6r8t en elle-m8me), voir aussi [F-s-{].

c) Essayer d'améliorer les estimations connues de & « En particulier

min
est-il possible d'estimer le p-idme nombre de Betti uniquement en fonotson

de X et de D pour toute v.r. dqg (probldme important),

d4) Dans le théordme fondamental (pl::e’s 17-18) peut-on remplacer 1'hypothdse
ponctuelle <D*D'I',T > AT |2 par une condition intégrale <X D*DT,T P < /\ﬂ'ﬂz ’
i.e. ﬁm‘l2 éz\fmz o Ceoi permettrait d'estimer directement les valeurs
propres du spectre de D‘D. De plus, ceci permettrait de faire le méme raison=
nement lorsque M est non oompac.:te et de se poser des questions telles que:
sous quelles hypothdges le spectre de D*D est-1l1 disoret? peut-on estimer
ses valeurs propres (voir @-S-II]' pour des références pour ce problame),

e) ‘Plus précisément, estimer le nombre ﬁ(A) de valeurs propres plus

petites que A de 1'opérateur DD (d6fini sur les seotions de B —3M) A
1'aide du nombre N()\) de valeurs propres du laplacien A(sur les fonotiens).
Notons ‘ii les valeurs propres de DD et Ai celles de A\. On. sait déja,

i £, d6signe 1a dimension de la fibre de E—>M, (voir [E-S-J] ) que

(2) ; ' )11; & e. Z o }it

Exemple: Soit B ——> 7" un fibré trivial sur T muni d'une métrique

plate (exemple: n'importe quel fibré ®p('.l‘*(i‘n)) ou /N (2*(?™)) .

Soient Tl,...,Te des seotions paralldles et orthogonales. Alors

* - A
D D(f.'l‘i) f.'r1
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BEn particulier, si f est une fonotion propre de A correspondant & la
valeur propre )\1 (1.e. As -)1.1’), 11 1lui correspond ¥ sections propres
f.!'l 9 ooy f.'l‘e correspondant & la méme valeur propre

d'od 2:0-.;:1‘t - 'e. Z o Ait

10 10
L'inégalité (2) est donc optimale. Notons aussi que
F() = €.nm()
d'ol la conjecture

Con jectures Pour tout £ibré vectoriel riemannien ou hermitien sur une varidté

riemannienne, on &

() ¢ €x())
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