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GEOMETRIE HYPERKAHLERIENNE DES ESPACES
HERMITIENS SYMETRIQUES COMPLEXIFIES

Olivier BIQUARD et Paul GAUDUCHON

Lintérét porté aux structures hyperkdhlériennes a considérablement progressé a
partir des années 80 avec la découverte de procédés généraux de construction, tels que
constructions twistorielles ou constructions par réduction (tri)symplectique a partir de
modeles simples (plats) soit de dimension finie, soit de dimension infinie dans le cadre
des théories de jauge (nous renvoyons le lecteur a [17] pour un exposé de la situation en
1991) ; le théoréme de Calabi-Yau, démontré a la fin des années 70, a aussi comme corol-
laire direct un théoréme d’existence trés général de métriques hyperkidhlériennes dans
le cas compact (voir paragraphe 1.4).

Toutefois, les exemples explicites de métriques hyperkéhlérienne sont peu nom-
breux, ce qui d’ailleurs ne doit pas trop surprendre puisque ces métriques sont a tenseur
de Ricci nul; il est bien connu que les métriques kdhlériennes (ici, hyperkihlériennes)
dont I'existence est démontrée via le théoréeme de Calabi-Yau, par exemple sur les sur-
faces K3, sont non-explicites (en fait, aucune métrique hyperkihlérienne sur une variété
compacte n'est connue explicitement a ce jour, en dehors de certains tores plats) ; de
méme, les techniques twistorielles ou de réduction symplectique aboutissent a des sys-
témes d’'équations algébriques dont la résolution explicite n'est pas envisageable en gé-
néral.

Les premiers exemples explicites (non plats) de métriques hyperkidhlériennes com-
prennent la métrique de Eguchi-Hanson et les métriques construites par E. Calabi [9] (a
qui est da le terme hyperkdhlérien ) sur I'espace total du fibré cotangent holomorphe
des espaces projectifs complexes (voir paragraphe 1.5) ; la formule de potentiel donnée
en [9] a été étendue (vingt ans aprés ...) en [6] aux espaces cotangents des espaces her-
mitiens symétriques de type compact (voir paragraphe 1.6), puis, une formule explicite
— étonnamment simple — pour le potentiel d'une métrique hyperkahlérienne sur les
orbites coadjointes de type symétrique des groupes de Lie complexes semi-simples a été
donnée en (7] (voir paragraphe 1.10).

Lobjet principal de cet article est d’identifier dans un sens qui sera précisé plus loin

Classification math. : 53C25, 53C55.
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(cf. Théoréme 3) les structures hyperkahlériennes construites en (6] et [7] et de dévelop-
per certains aspects de ces métriques qui n'ont été que peu ou pas abordés en [6], [7].

Larticle est divisé en cinq parties; dans la premiére, nous rappelons certaines pro-
priétés générales des structures hyperkihlériennes ainsi que les constructions explicites
figurant en [6], [7] ; dans la deuxiéme partie nous montrons que ces deux constructions
peuvent étre explicitement identifiées I'une a I'autre ( Théoréme 3 ) ; dans la troisiéme
partie, nous donnons des informations supplémentaires concernant certains aspects de
la géométrie hyperkihlérienne des orbites adjointes complexes de type symétrique : dé-
termination du potentiel, calcul des moments de 'action du groupe compact, descrip-
tion de I'action du groupe $! déduite de I'action naturelle.de S sur le fibré cotangent,
etc.; dans la quatriéme partie, nous développons I'exemple des grassmanniennes com-
plexifiées, qui sont les orbites adjointes de type symétrique du groupe spécial linéaire
Si(n, C) ; dans la derniére partie, nous montrons comment la formule de Kobak-Swann,
donnant le potentiel d'une métrique hyperkihlérienne sur I'orbite adjointe nilpotente
réguliere de SI(3, C) peut étre retrouvée simplement a partir des constructions précé-
dentes.
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1. Définitions et rappel de résultats

Dans toute la suite, M désigne une variété différentiable orientée, connexe, de di-
mension (réelle) n; tous les objets introduits sont C*.

1.1. Généralités sur les structures hyperkihlériennes

Une structure kdhlérienne (g, I) sur M est la donnée d’'une métrique riemannienne
g et d’une structure presque-complexe g-orthogonale I, paralléle relativement a la
connexion de Levi-Civita de g; en particulier, I est intégrable et la forme de Kéihler w, dé-
finie par w = g(I-, -), est fermée; inversement, si I est une structure presque-complexe
g-orthogonale intégrable et si la forme de Kéhler w est fermée, la paire (g, I) est une
structure kahlérienne [23]. Un potentiel kiihlérien est une fonction réelle p telle que w =
dd‘p ; une telle fonction existe toujours localement [29].
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Une structure hyperkdhlérienne (g, I, ) sur M est la donnée de deux structures
kahlériennes (g, 1), (g, k) relatives a une méme métrique riemannienne g, telles que

(1.1) LL=-L1.

Nous obtenons une troisiéme structure kdhlérienne (g, ) en posant I3 = I, I, puis
une sphére de structures kidhlériennes (g, I,) en posant I, : = Z,il a;I; pour tout élé-
ment a = (ay, @z, a3) de la sphére unité S? de R3.

Laction de I, L, I3, identifiée a celle des quaternions i, j, k (notation usuelle), fait
du fibré tangent T M un H-fibré vectoriel ; en particulier, n = 4k est un multiple de 4.

La métrique g admet localement un potentiel kdhlérien relativement a chacune des
structures complexes I, ; ces potentiels sont en général distincts (nous en verrons une
illustration plus bas); le terme potentiel hyperkéhlérien est réservé au cas o1 on peut
choisir un méme potentiel (local) pour tous les I,.

Une métrique riemannienne g sur M est dite hyperkdhlérienne s’il existe des struc-
tures complexes Ij, I, telles que (g, I;,’l2) soit une structure hyperkihlérienne; de fagon
équivalente, g est hyperkéhlérienne si son groupe d’holonomie est conjugué au sous-
groupe Sp(k) de SO(4k) ; comme SO(4k) est contenu dans SU (2k), le tenseur de Ricci
d'une métrique hyperkdhlérienne est identiquement nul. En outre, g est analytique (au
sens réel) relativement a la structure analytique déterminée par chaque structure com-
plexe I,.

1.2. La dimension 4

Le cas de la dimension 4, dimension minimale pour une variété pouvant admettre
une métrique hyperkidhlérienne, mérite une mention particuliére a cause du résultat
bien-connu suivant :

PROPOSITION 1. — Si n = 4, une métrique riemannienne g dont le tenseur de Ricci
Ric8 est identiquement nul est localement la métrique d'une structure hyperkdhlérienne
(g, I, b) siet seulement elle est anti-autoduale, i.e. le demi-tenseur de Weyl positif W™ est
identiquement nul (en choisissant a posteriori l'orientation induite par I, )

Démonstration. — En dimension 4, les structures presque-complexes compatibles
avec la métrique g et 'orientation de M sont identifiées aux sections de norme v2 du fi-
bré A* M (de rang 3) des 2-formes autoduales ; la structure presque-hermitienne corres- _
pondante est kdhlérienne si et seulement si cette section est paralléle pour la connexion -
induite sur A* M par la connexion de Levi-Civita ; celle-ci est plate si et seulement si Ric&
et W sont nuls. »]

En dimension 4, une structure hyperkihlérienne est déterminée par la métrique
(et 'orientation) au sens faible suivant: la sphére {I,} de structures complexes coincide
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avec la sphere des sections de norme /2 de A*M (pour obtenir une structure hyper-
kédhlérienne stricto sensu, il faut spécifier en outre deux éléments orthogonaux de cette
sphére).

Les variétés riemannienne de dimension 4 dont la courbure satisfait les propriétés
de la proposition 1 sont connues dans la littérature relativiste sous le nom d’instantons
ou multi-instantons gravitationnels : ce sont (en version riemannienne toutefois) des so-
lutions de I'équation d’Einstein dans le vide, dont la courbure, réduite au demi-tenseur
de Weyl anti-autodual W ~, peut étre interprétée comme une « particule de spin 2 » (en
langage spinoriel, W ~ est une section de $*(Z~ M), puissance tensorielle complexe qua-
trieme du fibré 3~ M des spineurs négatifs de M, cf. par exemple [1}).

Les instantons gravitationnels admettant un champ de Killing T sans zéro et préser-
vant chaque section paraliéle de A* M sont codés par les fonctions harmoniques réelles
positives définies sur un ouvert % de R3; de facon explicite, si V est une telle fonction,
la métrique riemannienne g associée est définie par

3
(1.2) g=Vv ) dd+Vvd:-a?

i=1

o les x; sont les coordonnées naturelles de R3, ¢ une coordonnée supplémentaire et
o une 1-forme réelle telle que V = *x da, ol * est I'opérateur de Hodge canonique de
R3 (comme V est harmonique, une telle forme existe localement) ; on a alors T = a—a, ;
cette construction est connue sous le nom de Ansatz de Gibbons-Hawking [13], cf. aussi
[16] ; ces exemples sont résolument non-compacts dés que V' est non-constant (sur une
variété riemannienne compacte dont le tenseur de Ricci est nul, tout champ de Killing
est paralleéle, en particulier de norme constante) ; les seules variétés hyperkihlériennes
compactes de dimension 4, en dehors du cas trivial des tores plats, sont les surfaces K3
munies d'une métrique de Calabi-Yau, cf. paragraphe 1.4.

1.3. Forme symplectique holomorphe associée a une structure hyperkihlérienne

Si w), wy, w3 désignent les formes de Kihler de (g, 1), (g, k), (g k), la 2-forme
complexeQ) . = w3y + i w3 est de type (2, 0) relativement a I; et constitue de ce fait une
forme symplectique holomorphe sur la variété complexe (M, ).

Dans le cas out M est munie au départ, comme les exemples du paragraphe suivant,
d’'une structure symplectique complexe, i.e. d'une structure complexe et d'une forme
symplectique holomorphe Q, nous réserverons la qualité de métrique hyperkéhlérienne
aux métriques riemannienne g vérifiant la condition suivante: (g, I;, L) est une struc-
ture hyperkihlérienne, o1 I} = I et L, est le champ d’automorphismes de T M déterminé
par:

(1.3) ReQ = gk, );

la condition que (g, ;, k) soit hyperkdhlérienne inclut en particulier que le champ d'au-
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tomorphismes L défini par (1.3) est de carré —1 ; cette derniére condition est en fait suf-
fisante:

LEMME 1. — Une métrique riemannienne g kihlérienne relativement a I est hyper-
kdhlérienne (relativement a (1, Q) ) si et seulement si le champ d'automorphismes L, défini
par (1.3) estde carré —1.

Démonstration. — Conséquence directe d'un lemme général da a N. Hitchin qu’on
peut énoncer ainsi (la preuve — facile — figure en [16])

LEMME 2. — Soient deux formes symplectiques w,w’ et une structure presque-
complexes I liées par
w' =w,");

alors, I est intégrable.

Nous appliquons ce lemme au cas ot w = w), la forme de Kéhler de (g, I), et
w’ = IJmQ; nous montrons ainsi que L est intégrable, donc que (g, ) est une paire
kdhlérienne puisque la forme de Kihler SRe Q est fermée; le fait que ) = I et L, anticom-
mutent résulte de ce que Q est de type (2, 0) relativement a I. O

On notera que Q¥ est une section paralléle non-triviale du fibré canonique K; de
(M, I); ceci implique que le tenseur de Ricci de g, qui est essentiellement la courbure
de la connexion de Levi-Civita induite sur Kj, est identiquement nul comme il a déja été
observé.

1.4. Métriques hyperkihlériennes dans le cas non-compact

Nous rappelons le résultat bien-connu suivant, conséquence facile du Théoréme de
Calabi-Yau (voir [2]) :

PROPOSITION 2. — Toute variété symplectique complexe (M, I,Q2) compacte kéihlé-
rienne posséde une métrique hyperkdhlérienne.

Démonstration. — Le fibré canonique K de (M, I) est trivialisé par Q"%*; la pre-
miére classe de Chern de (M, I) est donc nulle; par le théoréme de Calabi-Yau [30] , il
existe une métrique kdhlérienne gy sur M dont le tenseur de Ricci est nul ; pour une telle
métrique, tous les champs de tenseurs holomorphes covariants sont paralléles pour la
connexion de Levi-Civita [24]; c’est le cas en particulier de Q, donc aussi de w; = ReQ
et w3 = IJmQ; ainsi, 'opérateur I, défini par (1.3) est parallele et induit une décompo-
sition de g ; on peut alors modifier les poids des composants de g, de fagon que b soit
de carré —-1. O

Le raisonnement ci-dessus ne s’applique pas au cas o1 M est non-compacte.

Parmi les variétés complexes naturellement pourvues d'une forme symplectique
holomorphe figurent I'espace total T*X du fibré cotangent (holomorphe) T*X d’'une



Géométrie hyperkihlérienne 133

variété complexe X et les orbites coadjointes d’'un groupe de Lie complexe, munies de
leurs structures complexes naturelles ; dans le premier cas, la forme Q est la forme de
Liouville; dans le second cas, Q est la forme de Kirillov-Kostant-Souriau.

L'existence une métrique hyperkihlérienne (compléte, invariante sous I’action in-
duite du groupe-d'isométries) sur T*Z, quand X est une variété kdhlérienne homogeéne
compacte simplement-connexe a été établie en [9] par E. Calabi dans le cas ou X est I'es-
pace projectif complexe, par D. Burns en [8] dans le cas ol X est hermitien-symétrique
(au moins quand le groupe d’isométries est un groupe classique) et par O. Biquard en (4]
en général.

De fagon générale, toute métrique hyperkihlérienne g sur T*Z se restreint en une
métrique kdhlérienne analytique de X ; dans le cas ol £ est compacte, il a été montré par
D. Kaledin [20] (résultat également annoncé par B. Feix-N. Hitchin) que toute métrique
kdhlérienne analytique sur £ s’étend en une métrique hyperkahlérienne, invariante sous
I'action naturelle de S!, sur un voisinage tubulaire de X.

L'existence de métriques hyperkihlériennes sur les orbites coadjointes a été établie
par P. Kronheimer [26], [27], A. Kovalev [25], O. Biquard [4] dans le cas oui le groupe est un
groupe de Lie complexe semi-simple, i.e. le complexifié G° d’'un groupe de Lie compact
semi-simple G.

1.5. Exemples explicites de métriques hyperkihlériennes

Comme il a été rappelé dans le paragraphe introductif, les cas oi1 une métrique hy-
perkdhlérienne peut étre explicitement décrite constituent encore une rareté.

Les premiers exemples non-triviaux de métriques hyperkihlériennes n’apparais-
sent dans la littérature qu’a la fin des années 70; le premier est la métrique de Eguchi-
Hanson [12] définie sur le fibré cotangent T*CP! de la droite projective complexe CP' ;
la construction de Eguchi-Hanson a été trés rapidement généralisée par E. Calabi au cas
de T*CP™, ot CP™ est I'espace projectif complexe de dimension complexe m quel-
conque, muni d'une métrique de Fubini-Study, de courbure sectionnelle holomorphe
constante égale a ¢ [9] (un autre type de généralisation, a peu prés a la méme époque,
est la construction de Gibbons-Hawking rappelée au paragraphe 1.2) ; E. Calabi montre
que la métrique hyperkihlérienne g sur T*CP™ admet un potentiel p relativement a sa
structure complexe naturelle, donnée par la formule suivante :

(1.4) p(§) = prs(x) + fi(IEI%),

ou: § est un élément de T*CP™ au-dessus de x; prs est un potentiel kihlérien local de
la métrique de Fubini-Study; |Z| est la norme de & relativement a la métrique de Fubini-
Study; fi estla fonction réelle définie sur la demi-droite (~ %, +00) par

+JVi+ct

(1.5) fl(t)=—:;(x/l+ct—1—log(1 > )).
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1.6. Métriques hyperkihlériennes sur 'espace cotangent d’un espace hermitien
symétrique de type compact

La formule de Calabi (1.4), (1.5) a été généralisée au casde M = T*Z ou = est un es-
pace hermitien symétrique de type compact quelconque [6]. De facon précise, si (gs, J)
désigne la structure kédhlérienne de X et si G désigne la composante connexe du groupe
d’isométries de (Z, gs), on a le résultat suivant [6, Theorem 1.1]

THEOREME 1. — Il existe une unique métrique hyperkdihlérienne G-invariante g sur
M = T*Z se restreignant a gs sur X ; la métrique g est complete et admet un potentiel
kdihlérien local p relativement a la structure complexe naturelle de T*X, donné par

(1.6) p(&) = ps(x)+ (f(-J Reje) €, 8),

oir: ps est un potentiel local de gs relativement a J ; R est la courburede g ;; f estla
fonction réelle définie sur la demi-droite ouverte (—1, + ) par

1.7) fe) = %(\/—1+t _1-log(IrVE*! “21”)).

Le second terme de (1.6) doit étre entendu de la fagcon suivante : pour tout covec-
teur § en x, identifié a un vecteur via la métrique gs (voir paragraphe 1.8), Rg j¢ est un
-endomorphisme anti-hermitien de T;X et —J Rg jr un endomorphisme hermitien semi-
positif, auquel nous appliquons la fonction réelle f ; ceci est possible car le domaine de
définition de f contient R=°, donc aussi le spectre de - J R, ¢ pour tout £; f(—J Re,ye)
est ainsi un endomorphisme hermitien, défini-positif, de TyZ et ( f (-] Rg,jz) £, E) estle
produit scalaire dans T, Z des vecteurs f(—J Rg jg) Eet&. '

C’est un exercice facile de vérifier que les formules (1.6)-(1.7) se réduisent aux for-
mules.(1.4)-(1.5) dans le cas o1 (Z, gs) = (CP™, grs) ; a noter que la courbure n'apparait
dans (1.4)-(1.5) que de facon vestigiale, via le parametre c.

La forme explicite de la métrique hyperkihlérienne et de la structure complexe J,
donnée en [6], est rappelée au paragraphe 2.1.

1.7. Géométrie des orbites adjointes d’'une groupe de Lie compact semi-simple

Comme tout espace hermitien symétrique de type compact, X peut étre réalisé
comme une orbite de G opérant sur son algébre de Lie g via 'action adjointe ; comme
tel, T sera noté &.

De fagon générale, toute orbite adjointe ¢ d’'un groupe de Lie compact semi-simple
G (que nous pouvons supposer de centre réduit a I'identité, sans que cela soit vraiment
nécessaire) dans son algébre de Lie g posséde une structure kihlérienne canonique, G-
invariante qui est décrite comme suit, voir par exemple [3, Chapter 8].
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Soit x un élément de ¢ C g; soit b, la sous-algébre de Lie de g formée des éléments
qui commutent a x (c’est aussi I'algébre de Lie du groupe d’'isotropie Hy de x dans G) ;
soit m, I'orthogonal de h, dans g relativement a la forme de Killing K de g ; on a donc

(1.8) g=hyomy

les projections correspondantes sur b, et m, seront notées Il et I, .

Le sous-espace m, est canoniquement identifié a I'espace tangent T, & de ¢ en x de
la fagon suivante :

d
(1.9) uEmy— I exp(tu) - x,

t=0

ou le point - désigne I'action (adjointe) de G sur l'orbite & et exp 'application exponen-
tielle de g dans G.

De fagon générale, pour tout élément a de g, nous notons &% le champ de vecteurs
sur & défini par

(1.10) g2 = T » exp(t a) - x;
via I'identification (1.9), on a donc
(1.11) £ =M, a

Comme G est compact semi-simple, la forme de Killing K est définie-négative et in-
duit un isomorphisme G-équivariant de I'algébre de Lie g sur son dual g* identifiant or-
bites adjointes et orbites co-adjointes ; en particulier, la forme symplectique de Kirillov-
Kostant-Souriau, qui est définie de fagon générale sur toute orbite co-adjointe de tout
groupe de Lie, détermine une forme symplectique w sur l'orbite &, explicitée par

(1.12) wx (8%, EY) = —-K(x,[a, b)),
pour tous a, bdans g, ou encore, via l'identification (1.9),
(1.13) wy(u,v) = -K(x, [u, v]),

pour tous u, v dans m, = T, & (le choix du signe est pure affaire de convention, motivée
par celle qui a été adoptée pour la forme de Kahler au paragraphe 1.1).

Pour tout x dans &, I'action adjointe ad, : @ — [x, a] de x sur g a pour noyau h, et
se restreint en un automorphisme anti-symétrique de I'espace vectoriel m, ; on a donc,
de facon unique, une décomposition en somme directe orthogonale (relativement a la
forme de Killing)

r
(1.14) m, = Pm{?
j=1
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et r nombres réels (strictement) positifs 0 < k; < - - - < k;, tels que
2 N = - 2 iV,

(1.15) adxlmf‘-” K.lllmf‘”’

on pose alors

r

1
(1.16) Je=) —ady
=t/ *

nous obtenons ainsi une structure presque-complexe sur &, notée J.

it

ProrosITION 3. — (i) J est compatible avec la forme symplectique w, i.e. g5 :
w(-, J-) est une métrique riemannienne (définie-positive) ;

(ii) J est intégrable.

Démonstration. — (i) On vérifie aisément que, pour tous u, vdansm, = T, 6, ona

r
(1.17) go(u, V)=—EKjK(ij vj),

i=1
en notant u j la composante de u dans m” et de méme pour v; comme K est défini-
négatif, ceci montre (i).

(ii) De fagon générale, une structure presque-complexe J est intégrable si et seule-
ment si son tenseur de Nijenhuis N’ de J est nul, oi1 N/ est défini par:

1
(1.18) Niy = 2 UX Y1 JIX,JY] - JUX, Y1 - (X, YD

il est facile de vérifier que pour toute connexion linéaire V préservant J, N’ se déduit de
la torsion TV de V par

1
(1.19) N{y= Z(TX'Zy +IT%y +IT y — Tixy )

dans le cas présent, I'orbite ¢ est munie d'une connexion linéaire naturelle notée V,
appelée connexion homogéne, définie par

(1.20) VuE? =y, da, ul),

pour tout a dans g et tout u dans m, = T, ; en langage de fibré principal, la connexion
V peut étre décrite comme suit: pour tout choix d'un point x de référence sur &, I'ap-
plication g —~ g - x réalise le groupe G comme I'espace total d'une fibration principale
sur &, de groupe Hy ; la formeIly, o 6, ol 0 est la forme de Maurer-Cartan (a gauche) de
G, est une 1-forme de connexion sur G dont la connexion linéaire associée sur T @ est la
connexion V définie par (1.20); celle-ci ne dépend pas du choix du point-base x et est
G-invariante; V préserve ainsi tout champ de tenseurs G-invariant sur &, en particulier
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la métrique g, et la structure presque-complexe J ; la torsion TV et la courbure RV de V
sont décrites par

(1.21) 1Y, = ~Tm ([u,v]), Ry ,w = [Ty, ([, v]), w],

pour tous u, v, w dans m, = T, & ; le tenseur de Nijenhuis N’ de J s’écrit donc:

(1-22) N'{'y = nm,([]xuv ]xV] - ]X[u; ]xV] - ]x[]xu, V] - [u' V]),

W |

pour tous ¥, vdansm, = T, 0.

LEMME 3. — Pour tous u, vdansmy, [Jyu, Iyvl — [u, v] et[u, Jyv]l + [Jxu, v] appar-
tiennentam, etona

(1.23) [Jeu, Ixv] = [u, v] = Jx(Lu, Jxvl + [Jxu, v1).

Démonstration.— Nous pouvons supposer que « et v appartiennent respective-

mentamy" etamy? ;onaalors:

ady ([Jxu, Jxv] = [u, v]) = —(kj, + k) ([, Jxv] + [Jxu, v])

et
ady([w, Jyv] + [Jxu, v]) = (kj;, + k) ([xw, Jyvl = [u, v]);

deux cas se présentent suivant que —(k;, + K j, )2 est ou n'est pas une valeur propre de
ad,?; dans le dernier cas, [ Jyu, J,v] — [u, v] et [u, Jov]+ [Jxu, v] sont tous les deux nuls ;
dans le premier cas, {Jyu, Jyv] — {u, v] et [u, Jyv] + [Jxu, v] appartiennent a I'espace
propre correspondant, disons m§f3’ (qui est inclus dans m, puisque k j, + k j, est positif),
et [u, Jyvl + [Jeu, vl = ;“i— ad([Jxu, Jrv] = [u, v]) = I(Uew, Jyv] - [u, v]). D

Kja
(ii) est une conséquence immédiate du lemme. o
La paire G-invariante (gs, J), dont la forme de Kdhler est par construction la forme

symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau et qui est kdhlérienne en vertu du lemme pré-
cédent, est la structure kdhlérienne canonique de I'orbite 6.

1.8. Note sur certaines identifications

Lidentification T, = m, définie par (1.9) doit étre distinguée de l'identification
tautologiqueinduite par le plongement de € dans g: via ce plongement, T, & est canoni-
quement identifié a un sous-espace vectoriel de g, qui n’est autre que m, ; les deux iden~
tifications different par I'action de ad, sur m,; de fagon précise, si un vecteur de T, &
est identifié a u via I’ identification (1.9), il est identifié a ad,u via 'identification tau-
tologique ; dans la suite, nous éviterons cette seconde identification et nous utiliserons
systématiquement, sans autre commentaire, I'identification (1.9) tant que nous consi-
dérons I'orbite compacte @ ; en revanche, lorsque nous considérerons la géométrie des
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orbites complexes ¢°, nous utiliserons de préférence I'identification tautologique del'es-
pace tangent T, 0° avec une sous-espace (complexe) de I'algébre de Lie complexifiée g¢;
c’est le cas, en particulier, dans les paragraphes 3.2 et 3.4.

Le fibré cotangent T* ¢ sera systématiquement identifié, comme espace fibré sur
0, au fibré tangent T @ par la dualité riemannienne induite par g; ; en particulier, T,* ¢
sera identifié, comme espace vectoriel euclidien, a T, # (donc aussi 2 m,) et J, notera la
structure complexe de T, @ ; la structure complexe naturelle J; de T* &, transportée sur
T 0, est alors décrite ainsi au point &:

(1.24) hY®H)y =g, hiy")=-gvyY,

avec les notations générales suivantes : pour tout Y dans T, &, Y désigne le relevé ho-
rizontal de Y en £ (relativement a la connexion de Levi-Civita de gs) et YV le vecteur
vertical (tangent a la fibre) en £ identifié a Y (cf. aussi, plus bas, paragraphe 2.1).

Avec ce formalisme, la 2-forme de Liouville réellesur T* &, notée y (cf. paragraphe
1.11), est déterminée par

(1.25) w25 =0 (1Y, %) =0, vV YY) = -gs(n, Vo).

1.9. Géométrie des orbites symétriques

Les orbites adjointes d'un groupe compact semi-simple G sont simplement
connexes (puisque le groupe d’isotropie H, est connexe); inversement, toute variété
kédhlérienne compacte homogéne simplement-connexe peut étre réalisée comme une
orbite adjointe d'un groupe de Lie compact semi-simple, muni de sa structure kihlé-
rienne canonique, voir par exemple [3, Chapitre 8]. Parmi celles-ci, les espaces hermitiens
symétriques de type compact sont caractérisés par la condition :

(1.26) [mx, mx] C by,

pour tout x dans I'orbite @ ; nous dirons simplement dans ce cas que & est-une orbite
symétrique.

Comme tout espace hermitien symétrique de type compact est produit d'irréduc-
tibles, nous pouvons nous restreindre sans perte de généralité au cas ou £ = & est irré-
ductible, i.e. au cas ou le groupe compact G est simple; dans ce cas, I'action de H, surm,
est irréductible et la structure complexe canonique en tout point x de & est donnée par

1
(1.27) Je = p adxim,,

ol1 k est un réel positif; la métrique g, est alors liée a la forme de Killing K par
(1.28) 8o(u,v) = -k K(u,v),

pour tous u, vdansm, = T, 0.
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Dans le cas symétrique, la connexion homogéne V est de torsion nulle (cf. (1.21) et
coincide donc avec la connexion de Levi-Civita de g4 ; la courbure riemannienne R de ¢
est alors donnée, cf. (1.21), par

(1.29) Ry ,w= [[u, v], w],
pour tous éléments u, v, w dem, = T, 0.

En tout point x d'une orbite adjointe &, I'espace m, est un espace de représentation
sous I'action du groupe d’isotropie (compact, connexe) H, de x dans G; dans le cas sy-
métrique, chaque sous-algébre abélienne maximale a de g contenue dans m, rencontre
orthogonalement toutes les orbites de H,; en particulier m, = H, - a; deux algébres
abéliennes maximales dans m, sont conjuguées par un élément de Hy ; leur dimension
commune est égale, par définition, au rang de I'espace symétrique & (égale aussi 2 la
codimension des orbites de dimension maximale de Hy ) ; tout élément u de m, appar-
tient a une sous-algébre abélienne maximale, unique si u est régulier; nous utiliserons
souvent dans la suite le résultat suivant:

LEMME 4. — (i) Pour chaque sous-algebre abélienne maximale a de g contenue dans
my, nous pouvons choisir une base orthogonale (mais non orthonormée en général)
{e1,- -+ , e} dea satisfaisant les propriétés suivantes

R iJx ‘-e' - ] €;,
(1 ) e,,]e 1 pad)
Re,‘.]xeief “eirej Reinei ’

pourtousi, j=1,---,r, i+ j;pourchaquei=1,--- ,r, lanormeau carré|e;|? dee;
(relativement a gy) est égale a la courbure sectionnelle holomorphe de la droite complexe
engendrée par e; ;

(ii) L'ensemble des sous-algebres abéliennes maximales de g contenues dans my est
invariant par rotation, i.e. pour chaque 1, (cosT + sint Jy)a = {cosT u+sintJ, ulu € a}
est encore une sous-algebre abélienne maximale de g contenue dans my et la base {e;,; =
cosT e; + sinTJx e;} i=),... r satisfait (1.30).

Démonstration. — (i) L'existence d'une base {¢;} satisfaisant (1.30) est déduitedela
théorie des racines fortement orthogonales associées a un espace hermitien symétrique;
nous renvoyons a [6] pour plus de détails sur ce point, en signalant que les e; de [6] sont
le double des e; utilisés ici; (ii) se déduit de I'identité suivante, vérifiée dans le cas symé-
trique

(1.31) (Ju,Jvl = [u,v],

pour tous u, v dans my, qui résulte immédiatement de (1.27) viaI'identité de Jacobi (cette
identité n'est pas vraie pour une orbite générale, cf. plus haut le lemme 3 ). o
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1.10. Métriques hyperkihlériennes sur les orbites adjointes complexes de type
symétrique

Lalgebre de Lie (réelle) g se plonge naturellement dans I'algébre de Lie complexe
g¢: = g®C; ce plongement est induit par un unique plongement du groupe compact G
dans son complexifié G, qui est un groupe de Lie complexe semi-simple, d’algebre de Lie
g°¢, caractérisé par cette propriété. Lorbite adjointe & est alors canoniquement plongée
dans I'orbite adjointe ¢ d'un quelconque de ses points sous I'action adjointe de G sur
g¢. Dans le cas ot ¢ est obtenue de cette maniére a partir d’'une orbite symétrique &,
nous dirons que ¢° est une orbite complexe de type symétrique.

La dimension complexe de I'orbite complexe ¢ est égale a la dimension réelle de
I'orbite compacte &, et ¢¢ peut étre considérée de facon informelle comme une com-
plexification de ¢. De fagon précise, il existe une fibration G-équivariante T de ¢°¢ sur
0 telle que, en tout point x de &, la fibre 7m~!(x) soit égale 2 exp(imy) - x, voir [7]; en
d’autres termes, on a:

(1.32) o° = H exp(imy) - x.

XEC

Cette fibration existe pour toute orbite adjointe & et est une conséquence directe
du théoréme de décomposition

(1.33) G° = G x exp(imy) x exp(ihy)
pour tout x dans g, voir [22].

Dans le cas o1 & est symétrique, i.e. ou (1.26) est vérifié, la somme directe h, &
im, est une sous-algebre de Lie réelle de g¢; le sous-groupe de Lie réel correspondant
de G°, GI°, est une forme réelle non-compacte de G° et la fibre w1 (x) est I'orbite de x
sous I'action adjointe de G7¢, i.e. m~1(x) = G;! - x = GI'‘/Hy; en particulier, la fibre
7~ 1(x) est incluse dans I'algebre de Lie h, ® im,; C'est un espace hermitien symétrique
de type non-compact, isomorphe au dual non-compact de 0, et I'application a € m, ~
exp(ia) - x est un difféomorphisme de m, sur =1 (x) (qui coincide avec I'application
exponentielle riemannienne lorsque m, = im, est identifié a I'espace tangent en x a
1(x)).

Comme il a été rappelé plus haut, pour toute orbite @, #° est une variété symplec-
tique complexe et admet une métrique hyperkéhlérienne ; dans le cas ou @ est symé-
trique, une description simple de cette métrique et de son potentiel kdhlérien relative-
ment a la structure complexe naturelle de ¢, qui dans ce cas est globalement défini, a
été donnée en [7] ; de facon précise, on a [7, Théoréme 3)

THEOREME 2. — L'orbite complexe 0° admet une unique métrique hyperkéhlérienne
G-invariante g dont la restriction a @ coincide avec la métrique kéihlérienne canonique;
la métrique g est compléte et admet un potentiel kihlérien G-invariant p globalement
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défini relativement a la structure complexe naturelle de ¢, donné par

(1.34) p(y)=-K (y, #) ,

oit k est le réel positif figurant en (1.27).

La description explicite de la métrique hyperkahlérienne g de ¢°¢ est donnée en (7]
et rappelée au paragraphe 2.4 ci-dessous.

Remarque 1. — Si I'orbite complexe ¢¢ est aussi la complexifiée d’une orbite F
d'une autre forme réelle de G¢, la méme formule (1.34) définit une métrique hyper-
pseudokdhlérienne au voisinage de &%, cf. [5].

1.11. Notations

Dans toute la suite, nous supposerons, sauf mention contraire explicite, que & est
une orbite symétrique et chaque espace hermitien symétrique de type compact I sera
identifié a une telle orbite, munie de sa structure kihlérienne canonique (gg, J).

Puisque nous considérons a la fois les structures hyperkdhlériennes de T* @ et ¢¢,
nous modifions les notations génériques précédentes de la fagcon suivante :

- la structure hyperkidhlérienne de T*X = T* ¢ donnée par le théoréme 1 sera no-
tée (g, i, J2, Js), ol J; désigne la structure complexe naturelle (induite par J) ; les
formes de Kihler correspondantes sont notées y/;, @/,, ¢3; en particulier, ¥ : =
Y2 + i Y3 estla forme de Liouville holomorphe de T* & ;

~ la structure hyperkdhlérienne de I'orbite #¢ donnée par le théoréme 2 sera no-
tée (g, L, b, ), ot ) désigne la structure complexe naturelle de ¢° comme sous-
variété complexe de g¢; les formes de Kihler correspondantes sont notées (wy,
w3, w3); en particulier, Q = wj + i w3 est la forme de Kirillov-Kostant-Souriau
holomorphe de ¢.

Un point générique de & sera noté x et un point générique de T* & au-dessus de x
sera noté &, identifié a un élément de T, @ suivant les modalités précisées au paragraphe
1.8; un point de €€ au-dessus de x (relativement a la projection 7) sera noté générique-
ment y; onaalors y = exp(iu) - x, ot u est un élément uniquement déterminé dem, ; on
écrirau = E,L] u; ej, o {e;};=1,...,r €st une base satisfaisant (1.30) d'une sous-algébre
abélienne maximale a de g contenue dans m, et contenant u; il est entendu tacitement
que les expressions faisant intervenir cette représentation de u ne dépendent pas du
choix de a, dans le cas o1 u n’est pas régulier, ni de la base {¢;}.

2. ldentification des structures hyperkahlériennes

Le but principal de cette seconde partie est de démontrer le résultat suivant
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THEOREME 3. — Pour toute orbite adjointe symétrique ¢ d’un groupe compact semi-
simple G, il existe un difféomorphisme ® de 0° sur T* 0 ayant les propriété suivantes:

(i) ® est G-équivariant et commute aux projections naturelles Tt et pde 0° et T* 0 sur 0 ;

(ii) @ échange : la structure complexe naturelle I, de 6° et la structure complexe J, de T* 0 ;
la structure complexe naturelle ]y de T* 0 et la structure complexe — I, de 0° ; la structure
complexe I3 de 0° et la structure complexe 3 de T* 0 ;

(iii) & échange les métriques hyperkdhlériemnes de T* 0 et 0° décrites par les théorémes 1
et 2; de fagon précise, l'image par ® du potentiel kiihlérien p, de T* O relatif a J, (décrit
par (2.7)) est égal, a une constante additive preés, au potentiel kéihlérien p de 0° relatifa I
(donné par (1.34));

(iv) ® est explicité par:
2.1) @(y) = ad;'(Imy),

pour tout y de 0° appartenant a la fibret! (x).

Dans (2.1), nous utilisons la notation suivante: pour tout a dans g, Reaet Ima,
désigne la projection de a sur le premier et le second, facteur g de g° = g ® ig (dansle
cas ol G est le groupe spécial unitaire SU (n), a est une matrice complexe n X n a trace
nulle, Re a est sa partie anti-hermitienne, i Jm a sa partie hermitienne); on observe que
les applications y — Reyety — IJmy, de ¢ dans g coincident respectivement avec les
applications-moment u, et u3 de I'action adjointe du groupe compact G sur ¢° relative-
ment aux la structure symplectique (réelle) w, = ReQ, resp. w3 = Im Q (I'application-
moment y; relative a w, sera considérée et calculée dans la troisieme partie).

Comme il a été observé au paragraphe 1.10, le second membre de (2.1) appartient
a m, et est identifié comme tel & un élément de T;* @ via (1.9) et la dualité riemannienne
induite par g ; si, au lieu de I'identification {1.9), nous utilisons I'identification tautolo-
gique de m, avec T, @ = T,* 0, cf. paragraphe 1.8, le difféomorphisme & se réduit, fibre a
fibre, a I'application moment 3 (voir aussi le paragraphe 3.4).

La suite de cette deuxiéme partie est consacrée a la preuve du théoréme 3.

2.1. Potentiel de la métrique hyperkihlérienne relatif a J,

Dans ce paragraphe, nous donnons une description explicite de la structure com-
plexe J, de T* ¢ et nous montrons que la métrique hyperkihlérienne g admet un poten-
tiel kdhlérien global, G-invariant, relativement a J;.

La connexion de Levi-Civita V de g4 détermine une décomposition en somme di-
recte

2.2) T(T*60)=T o TV

de fibré tangent de T* @, ot T est la distribution horizontale associée a V et TV est
la distribution verticale, constituée des espaces tangents aux fibres de p; pour tout
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dans T,* 0, Tlév est naturellement identifié a T,* @, puis a T, ¢ via la métrique g, (voir
paragraphe 1.8) tandis que Tg” est également identifié a T, @ par la différentielle de pen

& ; pour tout vecteur Y de T, &, nous notons Y ¥, resp. YV, I'élément de T, resp. de T,
identifié a Y (notations déja utilisées au paragraphe 1.8).

Nous notons gy la métrique riemannienne sur T* ¢ obtenue en transportant la mé-
trique g; sur T et TV et en demandant que T et TV soient orthogonaux relativement
égb.

Comme il a été montré en [6] (une description proche de celle-ci figure en [8] dans
le cas ou G est un groupe classique), la métrique hyperkihlérienne g sur M peut étre
décrite de la fagon suivante:

1. les distributions T et TV sont orthogonales relativement a g;

2. en chaque point E de M = T* ¢, g se déduit de gy au moyen de I'endomorphisme

Ag 0
(2.3) ( 0 Dg= Agl
avec
24 Ag =1 = J Rp(—J Re jp)EJ b(~J Re jp)E

ou ¢ est la fonction réelle définie sur la demi-droite ouverte (-1, +o) par

1
(2.5) ¢(1) = (________“lit‘l) ’ .

Les notations sont celles du Théoréme 1; avec ces notations, la structure complexe
J» s’écrit de la fagon suivante, cf [6] :

(2.6) R(YH)y=—(4Y)Y, REY)= (D),

pour tout point £ de T* @ au-dessus de x et tout Y dans T, @ ; en particulier, J; échange
les distributions horizontale et verticale.

PROPOSITION 4. — Relativement a la structure complexe J,, la métrique hyperkdhlé-
rienne g admet un potentiel kiihlérien G-invariant p, globalement défini sur T* 0, égal
a:

2.7) p2(E) = (¢°(~J Rg je)E, B)
oir ¢? est le carré de la fonction ¢ définie par (2.5). i.e.

vi+er-1

(2.8) P2(1) = -
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Démonstration. — Laforme symplectique réelle ¢, estla partie réelle de la 2-forme
de Liouville holomorphe ¥; elle est aussi la 2-forme de Liouville réellede T * ¢, vu comme
le fibré tangent réel de & ; une fonction F définie sur T* & est donc un potentiel kdhlérien
de g relativement a ), dés lors que —dF o J, est égal a la 1-forme de Liouville réelle de
T* 0 ,i.e.si, dans chaque fibre T* ¢ = T;0,0na

2.9) dF (AsY) = (£ Y),

pour tout Y dans T, @ (o1 § est ici encore identifié a un élément de T, &) ; cette condition
équivaut clairement a

(2.10) D¢ = gradgF,

ou gradg F désigne et désignera dans la suite la valeur en € du gradient vertical de F, i.e.
du gradient de la restriction de F a I'espace euclidien T* ¢ = T, 0, et Dg = Ag 1;il reste
donc a montrer que sur chaque fibre I, ¢ = T, 6, le champ de vecteurs § — D& estle
gradient de la fonction p, définie par (2.7) ; or, 'endomorphisme Ds s’écrit encore, cf. [6,
Lemma 4.3}:

(2.11) Dg = d;grad pr—1Je dggradpl o ],

ol1 p) estle terme additionnel dans I'expression du potentiel p donné en (1.6}, i.e. p; (§) =
(f(=J Rgj£)E, E) et degrad p; est la dérivée (verticale) ordinaire de grad p; (f estla
fonction définie par (1.7)) ; par [6, lemma4.4],ona

gradgp) = 2(t f) (-] Rgj)E = % (~J Re )€
et par [6, Lemma4.5 (ii) ], ona

DsE =2(t¢%)'(~J Re;0)E

par [6, lemma 4.4] a nouveau, D¢Z est le gradient (vertical) de la fonction p, définie par
(2.7). Le fait que p; soit G-invariante (ainsi d’ailleurs que p;) résulte immédiatement de
la G-invariance de la métrique gg. O

2.2. Action holomorphe de G° sur (T* ¢, J,)

Laction de G sur ¢ détermine une action /-holomorphe de G sur @, donc, par
différentiation, une action J;-holomorphe sur T* ¢ qui étend I'action de G; cette action
préserve encore & (vue comme sous-variété J;-holomorphe de T* ¢) ; en particulier, elle
n’est pas transitive. La situation est trés différente lorsque T* & est munie de la structure
complexe J> ; on a alors

PROPOSITION 5. — Laction naturelle de G sur T* € s'étend en une action transitive,
Jo-holomorphe, de G°.
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Démonstration. — Nous montrons d’abord que I'action de G s’étend en une action
J2-holomorphe de G¢; de fagon équivalente, nous montrons que pour tout élément a +
ib de g°, le champ de vecteurs £% + L,E? est complet; pour ce faire, nous utilisons le
potentiel p; introduit précédemment, qui est une fonction propre et vérifie p,(Z) < C -
IZ| pour une certaine constante positive C; puisque —dp; o ), est la 1-forme Liouville
réelle de T* & (cf. la démonstration de la proposition précédente), on a: (% p2)(&(2)) =

z z gay &b gay 1 gb
(dp2)) (B2 + LEY) = —(E(1), E2,,)), en posant E(z) = @} 2% (%) ou @} 2% estle flot
de £% + LEY, et x(t) = w(E(t)); comme E? est un champ de vecteurs sur & compact, on
adonc: (Ed; p2)(&) < G - p2(8), ol C; est une constante positive, donc aussi p2(5(t)) <

G4, pour tout ¢ ; ainsi, 'image de € par le flot de £2 + J,E? reste bornée lorsque ¢ est
borné, i.e. £2 + LE? est complet ; nous définissons alors I'action de G° sur T* & par

(2.12) exp(a+ib) - E= ¢§"+’2§b(§);

comme &% + L,E? sont J,-holomorphes, I'action ainsi définie est elle-méme J,-holomor-
phe.

Il reste a montrer que cette action est transitive ; de fagcon précise, nous montrons
que, pour tout point x de ¢, la fibre T,* ¢ coincide avec exp(im,) - 0y, out 0, désigne
I'origine de T, ¢ (identifié a x si & est vue comme une sous-variété de T, 7 ).

Tout élément u de m, peuts'écriresouslaforme u = 31, u; e;, o1 {¢;} estunebase
satisfaisant (1.30) d’'une sous-algébre abélienne maximale a de m, contenant u (unique
dans le cas générique ou u est régulier). Nous avons alors

LEMME 5. — Pour tout u dansmy,

-u r
(2.13) ®F% (x) = - ) sh(u) e,

i=1

o1 le membre de droite est considéré comme un élément de T.} € via (1.9) et la dualité
riemannienne). De facon équivalente, en notant § l'élément de T.) € identifié a u, ona

(2.14) @{zgu(x) = —@(—J Rg j2)&,

o1y est la fonction réelle définie par @(t) = 5':/-4? .

En particulier, pour tout x dans 0, l'application u — @{25" (x) est un difféomor-
phismedemy sur T} 0.

Démonstration. — Pour tout a dans g, la composante verticale en & du champ de
vecteurs £2 suivant (2.2) est égale 2 VeE? (comme il a été rappelé plus haut, dans la cas
symétrique la connexion de Levi-Civita coincide avec la connexion homogéne) ; en parti-
culier, si @ = u appartient 2 m, £ est horizontal le long de T,* @ et ,E* est donc tangent

a T.* 0 en tout point de T,* @ ; il en résulte que (1) = @{zzu (x) appartient a T.* ¢ pour
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tout ¢ ; par (2.6), £(t) est solution du systeme différentiel

E(t) = —Agnu

2.15
@19 £(0) =0,

pour u fixé dans m, ; si § appartient a a, Az u appartient encore a a; de fagon précise,
. . 1

si £ = Y., &i e, un calcul simple montre que Agu = Y.i_, u; (1 + £2)2 ¢;; comme

£(0) = 0, nous en déduisons que £(¢) appartient a a pour tout ¢ et que le systéeme (2.15)

se décompose entierement en la juxtaposition des systémes scalaires

£i(t) = —u; (1+ E2(1))2
£:(0) =0,

(2.16)

pouri = 1,---,r, qui s'intégrent aisément en §(t) = sh(ty;); ceci démontre (2.13);
(2.14) s’en déduit aisément et montre a posteriori que (2.13) est indépendant du choix
de a dans le cas ou u n’est pas régulier; la derniére assertion se déduit immédiatement
de (2.13). m]

Il résulte du lemme précédent que I'action de exp(im,) est (simplement) transitive
sur la fibre T,* ¢ ; comme G agit transitivement sur &, nous en déduisons que I'action de
G¢ est transitive sur T* 0. m]

2.3. Construction de

Le groupe d’isotropie d’un point x de ¢ (vue comme la section nulle de T.* #) pour
I'action de G sur T* ¢ qui vient d’étre décrite est clairement le sous-groupe Hf de G¢
dont l'algebre de Lie est hS = b, & ib,, qui est aussi le groupe d’isotropie de x pour
I'action adjointe de G€ sur ¢°; x étant choisi comme point de référence, nous obtenons
ainsi un isomorphisme ¢ de G¢-variétés complexes de I'orbite complexe ¢°, munie de
sa structure complexe naturelle, sur T* ¢, muni de la structure complexe J,, en posant :

|

2.17) ®(y -x)=y -0y

pour tout y dans G°.

Par construction méme, ® échange I'action adjointe de G sur ¢¢ avec I'action de G¢
sur T* @ construite au paragraphe précédent ; a fortiori, ® échange les actions naturelles
du groupe compact G sur ¢¢ et T* 6.

Il résulte du lemme 5 que & est explicité par

r
(2.18) d(exp(iu) - x) = - Zshu,- e,
i=1
pour tout xde @ ettout u = Y _._, u; e; de m, (notations du paragraphe précédent).

En particulier, ® est indépendant du choix du point-base x et échange les fibrations
met p.
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Par construction méme de &, pour tout a dans g°, le champ de vecteurs &? sur ¢°¢
déterminé par I'action infinitésimale de a est transporté par ¢ sur le champ de vec-
teurs £2; puisque £ = I ¥4, tandis que (par définition) £* = L,&%, nous voyons que
® échange I, et ), i.e. &, o I} = — ], ; nous avons ainsi montré (i) et une partie de (ii).

2.4. La structure complexe I, de 0¢

La structure complexe I, de ¢°¢ est décrite de la fagon suivante; en tout point y de
0° tel que m(y) = x, I'espace tangent T, 6° s’écrit

(2.19) T,0° = H, @ V,

ou Hy est le sous-espace engendré par les £“ et V), le sous-espace engendré par les giv,
quand u décrit m,, [7, Lemme 4]); on a alors (cf. [7]) :

(220) IZ E;l‘ = gjxu, IZ g;u = _ ;"]xu;

avec ces notations, la métrique hyperkidhlérienne g au point y est décrite comme suit
[7):

1. les espaces H), et V}, sont orthogonaux relativement a g;

2. pour tous u, v dans m,, on a

o 1
(2.21) g(&g", g’ = g™, &) = —;me K(lv,yl.lu,m(»1);

le membre de droite de (2.21) est la valeur en x = 1 (y) du hessien Hess FY de la fonc-
tion FY = —% K(Rey, -) définie sur I'orbite compacte & ; nous montrons plus bas, au
paragraphe 3.1, que Hess F! est défini-positif.

Comme la connexion de Levi-Civita d’'une orbite symétrique coincide avec la con-
nexion homogeéne V, les distributions horizontale et verticale, T¥ et TV, de T* @ asso-
ciées a la connexion.de Levi-Civita sont elles-mémes engendrées respectivement par les
£ et les £'%, quand u décrit m,; il en résulte que les distributions H et V figurant en
(2.19) sont transportées sur les distributions horizontale et verticale T et TV de T* g;
on a donc (cf. paragraphe 1.8) :

. (") = EEY) = ~ DBy = -he. (),

et de méme,
. (B = -5 = ~hE) = —hex (E));
cecimontreque ®, o b = - .

Finalement, &, o () = &, o (I} o b) = - ) o ; = J5; ceci achéve la démonstration
de (ii).
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2.5. Fin de la démonstration du Théoréme 3

Lexpression (2.1) de ¢ se démontre ainsi; soit x un point quelconque de f ety =
exp(iu) - x un élément de w1 (x), o1 u est un élément quelconque de m,, que I'on écrit
u = 3I_, u; e; avec les conventions du paragraphe précédent; comme nous I'avons
observé dans le paragraphe 1.10, il résulte de (1.26) que fRe y et Jm y appartiennent res-
pectivement a h, et am, ; de fagon précise, on a

Rey = ch(ad;y,) (x)

2.22) =x+K i(chu,- - 1) [e;, Jxeil,
i=1
et
Imy = —ish(ad;,)(x)
(223) =-K z':shu.- Jxei;
i=1
(2.1) se déduit immédiatement de (2.23) puisque ad;' = —1 J; ceci montre (iv).

Il résulte clairement de (2.7), de (2.18) et des propriétés (1.30) de la base {e;} que

r

(2.24) p2(®(y)) =Y _(ch(a) - 1) leil?;

i=1

a cause de (2.22) et puisque Re y appartient a b (voir aussi (1.28)),on a

p(y) = —K(y, f)

= -K(me}', E)

1 r
= K(x,x) -k Z(chu,- - 1) K(e;, €)

i=1

(2.25)

l r
=-— K(x, x) + Z(chu,— -1) el

i=]

= -’l( K(x, x) + p2(®(y));

ainsi, p(y) et p2(®(y)) different de —'l( K(x, x) qui est constant ; ceci achéve la démons-
tration de (iii), donc du théoréme 3.

Remarque 2. — Le théoréme 3 permet de considérer les structures hyperkihlé-
riennes sur T* @ et ¢° comme une seule et méme structure hyperkihlérienne sur la
variété abstraite M sous-jacente a2 T* @ et a 0°; on peut comprendre 1'existence d’'une
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structure hyperkidhlérienne sur M comme résultant du fait que cette variété admet deux
réalisations naturelles « orthogonales » de variété symplectique holomorphe (voir aussi
la remarque 3.4).

Remarque 3. — Lapplication ¢ de ¢ sur T* ¢ construite ci-dessus peut étre a
posteriori considérée comme une interprétation géométrique du difféomorphisme ¢ de
T*(G/H) construit en [10] dans le cas ou1 G est un « groupe classique ».

3. Potentiel, moments et action de S!

3.1. Calcul effectif du potentiel

La formule (1.34) donnant le potentiel p-de la métrique hyperkéhlérienne de 'or-
bite complexe ¢° relativement a sa structure complexe naturelle est remarquablement
simple mais le calcul effectif de p(y) au moyen de (1.34) semble toutefois dépendre de
celui de (y) ; or, si la définition de la projection 1 est conceptuellement simple, le cal-
cul effectif de 7 (y) est rien moins qu’aisé en général ; cette difficulté est surmontée au
moyen de la proposition suivante qui fournit une définition alternative de la fibration 7
dans le cas o1 € est symétrique:

PROPOSITION 6. — Pour tout y dans ¢¢, il existe un unique point de ¢ a distance
minimale de‘Re y ; ce point coincide avec Tt (y).

Démonstration. — (Ce résultat a été énoncé et démontré en [7, proposition 1];
nous en donnons ici une démonstration légérement modifiée). Comme nous I'avons
déja observé, ona: p(y) = — %K(me ¥, m(x)), i.e. p(y) ne dépend que de la partie réelle
Rey de y; de fagon générale, pour tout élément fixé a de g et toute orbite adjointe &
dans g, la restriction a @ de la fonction —K(a, -) est une fonction de Morse au sens de -
Bott et la sous-variété critique d’indice nul est connexe (cf. [15, p. 501-502]) ; soit F” la
fonction ainsi définie sur # quand a = fRe y; il reste a monter que x = 1 (y) est un point
critique de F” et que le hessien Hess F¥ de F? en x est défini-positif;; pour tous u dans
my = T,0,0n a (dF),(u) = —-K(Rey,[u,x]) = 0 puisque Re y appartient a b, ; au
point critique x, le hessien de F est bien défini et est donné par:

(3.1) (Hess F¥)x(u, u) = —K(Rey, [u, [u, x1]);

on déduit aisément de (2.22) que ceci est encore égal a (notations du paragraphe 1.9) :

r
(Hess F¥)(u, u) = —k? K(Jeu, Jou) — k> Z(Chui - 1) K([[e;, Jxei), ul, Jxu)

i=1

r
=k (Jul® + Z(chui — 1) (Re;, j e, s Jx14));

i=1
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cette derniére expression est (strictement) positive pour tout u non-nul de m, puisque
la courbure bisectionnelle holomorphe (en fait, la courbure sectionnelle) de ¢ est semi-
positive (fait bien connu pour les espaces riemanniens symétriques de type compact, qui
se vérifie facilement a partir de (1.29)). O

Une conséquence de la proposition précédente est que la valeur en y du potentiel p
est complétement déterminé par la seule orbite G,y deRe y ; de fagon précise, on a

COROLLAIRE 1. — Soit € une chambre de Weyl de g contenant x (relative a un choix
quelconque d’'une sous-algebre de Cartan de g contenant x) ; € rencontre l'orbite G,y de
Rey en un point unique € N Greyetona

1
3.2 p(y) = - K(x, € N Grey).

Démonstration. — 1l résulte de la proposition que p(y) est essentiellement (a des
constantes multiplicatives et additives preés) égal a la distance dans g, munie de Ia mé-
trique euclidienne — K, des deux orbites & et €z, y ; cette distance peut étre évaluée dans
€ qui rencontre orthogonalement chacune de ces orbites en un point unique, respecti-
vement x et Re y. O

Une application directe est donnée plus bas dans le cas o G = SU (n), voir para-
graphe 4.

3.2. Action de S! sur Porbite complexe

Le groupe S! des complexes de norme 1 agit naturellement sur T* & par multipli-
cation scalaire dans chaque fibre; nous notons Z le champ de vecteurs déterminé par
cette action: Zg = d%| T=0e”§ = —J & (voir paragraphe 1.8) et Z la dérivée de Lie dans
la direction de Z ; I'effet de I'action de S! sur la structure hyperkihlérienne (g, /1, &, J3)

est décrit par le lemme suivant

LEMME 6. — Laction de S* préserve la structure complexe naturelle J, de T* 0 et la
métrique g et, pour chaque '™ dans S', ona

(3.3) e - h=cosTh+sinTJ;
de facon équivalente :

3.4) %8=0, ZZh=0, Zh=~-kh %}k=0h

Démonstration. — Laction de S! préserve évidemment /; ; comme elle se réduit
a I'identité sur la section nulle &, elle préserve clairement le potentiel kdhlérien de g
relatif a J;, décrit par le Théoréme 1.6, donc g elle-méme ; pour décrire I'action de S* sur
2, nous nous référons au paragraphe 2.1, ou figure la description explicite de ), et aux
notations du paragraphe 1.8; notons ¢ le difféomorphisme multiplication par ¢'" ; on a
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alors (e'™ - R)e(U) : = ¢pu(h(d;1U)), pour tout Edans T* ¢ et tout U dans Tz(T* 0) ;
si U est horizontal, égala Y#,ona
G« (R(3'YT)) = =, ((A4Y)Y)
= —cosT (AgY)V +sinT (JAY)Y

=cosT hY! +sint L LY H;
si U = YV estvertical, on a de méme

b+ (2(b5'YY)) = pufr(cosTYY +sinT (JY))
= ¢4 (cos T(DgY) ¥ +sin T (JDgY)H)
= cos T (DY )¥ +sinT (JDgY)!

=cosT LYY +sint 1 LYY;

ceci montre (3.3); (3.4) s’en déduit aisément. m]

Via le difféomorphisme &, Iaction naturelle de S! sur T* & est transportée en une
action de S! sur I'orbite complexe ¢¢; il résulte du théoréme 3 et du lemme précédent
que cette action préserve la fibration 1, la métrique hyperkihlérienne g de ¢°¢ ainsi que
la structure complexe I, mais échange la structure complexe naturelle I; de &€ avec L ;
de facon précise, si Z désigne encore le champ de vecteurs sur ¢°¢ déterminé par I'action
de S!,ona

!&g = 0, .2)212 = 0,

(3.5)
gzll = 13, %13 = —Il-

Il résulte clairement de I'expression (2.18) de ® et du lemme 4 que, dans chaque fibre
=} (x), 'action de S! est décrite comme suit: si y = exp(iu) - x, olt u est un élément
(bien-déterminé) demy, ona

(3.6) e'" . y=exp(i(cosT u—sinT Jyu)) - x,

i.e., via le difféomorphisme naturel u — exp(iu) - x de m, sur 77~!(x), 'action de S’
coincide avec la rotation dans m, déterminée par —J,.

PROPOSITION 7. — (i) Laction de S' sur 6° est explicitée comme suit

(3.7) e -y=Rey+icostImy - isint ,Imy;

(ii) Le champ de vecteurs Z est donné par

Z,=-iJyIJmy
(3.8) m(y)

=1 ]’
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Démonstration. — (i) se déduit facilement de (3.6), via le lemme 4 et les expres-
sions (2.22), (2.23) de Rey et IJmy; (ii) se déduit directement de (3.7) et du fait que y
appartient a j, + i m, ; a noter qu’on peut également déduire directement (3.8) de (3.6)
en utilisant la formule générale exprimant la différentielle de 'application exponentielle
d’une algebre de Lie g sur le groupe de Lie G (voir, par exemple, [14]) : si a; est une courbe
deg,avecay = aetdy = b,ona

ld _ p-adg,
3.9 . = )
(3.9) (expa), dtn=oexP(a') ad, (b)
on aalors
4 (i( int Jxuw)) -
d'rn:oexP i(cosTu-sint Jyu)) - x
_ p—iady
= exp(iu) - [——— (-iJyu), x]
iad,
iady, _ 1
= [ (ifw),y]
(3.10) ”,"‘i"
1 el2du — .
= ;[W (iadyx), yl

_l iady _
- K[(e l)x);)’]

1 X
= ;[y— x,yl= —[;,y].

on observe que, contrairement a la convention adoptée pour I'orbite compacte &, nous
utilisons en (3.8) I'identification tautologiquede T, ¢¢ avec un sous-espace de g° (I'image
de ad, dans g°) induite par le plongement naturel de ¢ dans g (voir paragraphe 1.8) ;
on observe aussi que le second membre de (3.8) appartient a ig pour tout y dans ¢¢. 0O

La connaissance de I’action de S! sur ¢¢ déterminele potentiel p, donc la métrique
hyperkadhlérienne ; de fagon précise, on a

PROPOSITION 8. — Le moment de Z relativement a w, = ReQ est égal, a une cons-
tante additive pres, au potentiel p de g relativement a la structure complexe naturelle I, de
o¢ ie.

(3.11) tzwz = —dp.

Démonstration. — Conséquence facile de (3.8) et de (1.34). 0
La proposition précédente peut aussi se déduire de la partie (ii), via le résultat gé-
néral suivant, di a N. Hitchin, qui s'énonce ainsi

LEMME 7. — Soit (M, g I,, b, 5 = I} L) une variété hyperkihlérienne; soient w,
w3, w3 les formes de Kiihler correspondant a I, b, I ; soit Z un champ de vecteurs sur M
préservant g et L, donc aussi w,, et tel que

(3.12) Zw) = w3, w3 = —wy;
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si p est un moment (local ou global) de Z relativement a w,, i.e. si tizw, = —dp (locale-
ment ou globalement), p est un potentiel (local ou global) de la métrique g relativement a
L.

Démonstration (pour la commodité du lecteur, nous reproduisons ici la preuve —
trés simple — figurant en {18, Proposition 4]). — Par hypothése, ona w; = —~% w3 =
—d(tzw3) ; il suffit donc de montrer que tzw3 = —d°p, ol d€ est relatif a I ; or, pour tout
vecteur X, on a tzw3(X) = w3(Z,X) = g(BZ,X) = —wa(Z, 1 X) = —tzw (LX) =
dp(h X) = -dp(X). O

On notera la dissymétrie de la situation entre T* & et 6°; dans le premier cas, I'ac-
tion de S! est connue (c’est 'action naturelle des scalaires sur le fibré cotangent) mais ne
détermine pas directement la métrique hyperkihlérienne de T* ¢ puisque la forme sym-
plectique préservée par cette action est la forme ; qui est inconnue en général; dans le
second cas, la forme symplectique préservée par I'action de S' est connue (c'est la par-
tie réelle de la forme de Kirillov-Kostant-Souriau) mais I'action de S* vérifiant (3.5) sur
une orbite générale, dont I'existence pour certaines métriques hyperkihlériennes peut
étre déduite de I'approche du probléme via les équations de Nahm (voir [4]), n’est pas
connue explicitement en général.

3.3. Applications-moment

Comme nous 'avons déja observé, les moments p, et 3 de I'action adjointe de G
sur I'orbite complexe €€ relativement aux formes symplectiques réelles w, = ReQ et
w3 = ImQ, vues'un et I'autre comme des applications de ¢ dans g via I'isomorphisme
G-équivariant de g sur g* induit par la forme de Killing K, sont donnés simplement par

(3.13) u2(y) =Rey, u(y) =Jmy;

il reste a déterminer la troisiéme application-moment y,, relative a la forme symplec-
tique w), forme de Kihler de g relativement a 1 ;on a

PROPOSITION 9. — Le moment y, de l'action de G sur 0° relatif a la forme symplec-
tique w) est donné par

(3.14) my) = --i["—f{yl,y].

Démonstration. — Observons tout d'abord, que le second membre de (3.14) appar-
tient effectivement a g (en fait, a m,), puisque y appartient a f, + im, (voir paragraphe
1.10). La forme symplectique w, est donnée (voir [7] par

1
(3.15) wy (59, EY) = —Im(K(E%, 4 (ED)) — K(E2, m (E%))),
Yoyl T g y y y

pour tous a, b dans g° (ici, comme dans le paragraphe précédent, nous utilisons I'identi-
fication tautologique de T, ¢€ avec un sous-espace de g¢) ; il nous faut vérifier que, pour
81q y p [*} que, p
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tout a dans g et tout bdans g, on a

w1 (5, &) = —K(dui (8%, a),
ol ) estl’application de ¢¢ dans g définie par (3.14) ; il suffit de tester cette identité pour
b appartenant 2 m, ou a im, (voir paragraphe 2.4); si b = u appartient a m,, comme 77
est G-équivariant, on a

1
w1 (Ey, &) = —=Im(K(layl. [ (] - K([wyl.[a, (D)

1
= -;’Jm(K([[u, m(y)1.yl, a) + K([1(y), [u, y), a))

x | =

Re(K(i[[u, m(») 1,y a) + K(ilr(y),[u,y), a))
= -K(dﬂl(E;), a);

si b = iu appartient a im,, £“ est vertical et on a
w1 (&5, &) = —%flm K(E), [a,m(y)])
= ~=ImK(liu,y), (&, 7))
= ~=ImK(m(y), Li,y1), @

1
= —ReK(ilm(y), lin yl, @)

= -K(dm(E)"), ).
0O

Remarque 4. — En termes des trois applications moment y, u,, u3, 'action de S!
décrite par (3.7) s’écrit encore

(3.16) '™ -y = p(y) + i cosT p3(y) — isinT py ().

Dans cette expression, ux(y) = Rey et u3(y) = Imy se déduisent directement de y,
tandis que u;(y) est déterminé, a une faible ambiguité pres, par le fait que le second
membre de (3.16) appartient a une méme orbite adjointe &°¢ pour tout T ; en particulier,
dans le cas ou G¢ = Sl(n, C), le second membre de (3.16) est isospectral pour tout 7 ; les
équations algébriques qui traduisent ce fait, qui sont aussi les équations que I'on obtient
par voie « twistorielle » (voir [5]), ne sont toutefois résolubles explicitement que dans les
cas que nous avons déja pu résoudre, essentiellement le cas symétrique (il est également
possible de retrouver la formule de Kobak-Swann considérée au paragraphe 5.2 par cette
méthode).

3.4. Equations de Nahm

Posons Ty = m(y), L = pa(y), 3 = p3(y); lorsque y = exp(iu) - x, avec
u = Y i, Uie; ou {g} est une base satisfaisant (1.30) d'une sous-algébre abélienne
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maximale a de g contenue dans dans m, et contenant « (voir paragraphe 1.9), les T; sont
donnés par (voir paragraphe 2.5)

r
T =« Zshu,- e,
i=]
.
(3.17) T=x+k Y (chu;—1)[e; Jre])
i=]

14
T =~k Y _shu; Jre;

i=1

introduisons un parametre réel s, variant de —o a0, et posons,pouri =1,---,r,
u .
(3.18) u;(s) = 2Argth(e“‘th?');

les T; deviennent alors les fonctions de s suivantes:

r

2e’*th%
— 2 i
Li(s) =« Z 1 + e2s¥ (th%’-)z €i,
i=1

T, 2% (thi)?
(3.19) T(s) =x+K ) 1+ e25 (thz'—‘i)z
i=1 2

[el': ]xei];

T u
2e“th3t
= § : 2 )
7-3(5) = —-K 1 + eZSK (th%)z ]xeu
i=1

et vérifient (le parametre s a été choisi a cet effet) le systéeme de Nahm

a7

19 _ (), B9,

ds
(3.20) dﬁi” = [T:(s), Ti(s)],

dT;

;‘5) = [Ti(s), B(s)],

S
avec
(3.21) h0O=7, L0)=105, L0 =1,

et. quand s tend vers — o,

(3.22) Ti(s) = 0, I(s) — x, Tz(s) - 0,
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avec les valeurs asymptotiques suivantes:

r
e ¥ TI(S) — 2K Zthu,- €,

i=1

(3.23) e 2% (B(s) — x) — 2k Y (thuy)? [es, Jeei,

i=1

r
e ¥ Tz(s) - -2k Zthui Jeei.

i=1

De fagon générale, les systéemes de Nahm sont au départ des travaux de P. K. Kron-
heimer, A. Kovalev et O. Biquard (cités paragraphe 1.4) montrant I'existence de métriques
hyperkihlériennes sur les orbites adjointes des groupes de Lie complexes semi-simples
ainsi que, en [4] sur les espaces cotangents des orbites compactes; le cas présent est le
seul, a notre connaissance, o1 ces équations peuvent étre résolues explicitement.

Remarque 5. — On observe quel'élément y de &¢ est égal (par définition des T;) a
y = B+i T3, tandis que ®(y), vu comme un élément de (T* #)1'0), est égala —(Ty+i T3) ;
cette observation est la manifestation dans le cas présent d’un fait plus général : pour
toute orbite adjointe & de G, les structures hyperkihlériennes de T* ¢ peuvent étre iden-
tifiées, au sens olt nous I'avons fait dans le cas symétrique, a des structures hyperkih-
lériennes de ¢° et le difféomorphisme ® qui exprime cette identification se traduit au
niveau des équations de Nahm essentiellement par I'échange de Tj et T3, cf. [4].

4. Un exemple : métriques hyperkahlériennes sur les grassmanniennes
complexifiées

4.1. Les grassmanniennes complexifiées

Les considérations précédentes s’appliquent aisément au cas ot le groupe compact
G est le groupe spécial unitaire SU (n) dont le groupe complexifié est le groupe linéaire
spécial Si(n, C).

Les orbites adjointes symétriques de su(n) sont celles des éléments de la forme x =
[A ( "é" _ ; 1, ) , olt A est un réel non-nul, que nous pouvons choisir positif, et pet g sont
deux entiers positifs tels que p+ g = n, p < g; les éléments de 'orbite &, de x ont deux
valeurs propres, iA, de multiplicité pet —iA, de multiplicité g, et sont ainsi complétement
déterminés par les espaces propres correspondants constitués d'un p-plan complexe de
C" et du g-plan orthogonal relativement a la structure hermitienne canonique de C" ; &,
est ainsi identifiée a la grassmannienne Gr(p, n) des p-plans (vectoriels) complexes de
c".

Les éléments de €° sont eux-mémes déterminés par leurs espaces propres; I'or-
bite complexe ¢° est ainsi identifiée, comme variété complexe, a 'ouvert (Gr(p, n) x
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Gr(qg, n))o de Gr(p, n) x Gr(g, n) formé des paires (P, Q) d’'un p-plan P et d’'un g-plan
Qtels que P N Q = {0}; cette variété est une complexification naturelle de la grass-
mannienne Gr(p, n) (aussi de Gr(g, n)); sa partie « réelle » & est la sous-variété (tota-
lement réelle) des paires (P, Q) telles que Q = P*; elle possede une structure symplec-
tique holomorphe naturelle Q" définie comme suit; en tout point (P, Q) de Gr(p, n) x
Gr(g, n), Yespace tangent Tip q)(Gr(p, n) X Gr(g, n))o est naturellement identifi€ a I'es-
pace Hom(P, C"/P) x Hom(Q, C"/Q), soit encore 8 Hom(P, Q) x Hom(Q, P) a cause
deI'hypothése de transversalité ; on pose alors

4.1) Q' (X1, ), (X%, Y5) =tr(Ya0 X; — Y] 0 Xp),

ou X, X, appartiennent a Hom(P, Q) et (Y3, Y2) a Hom(Q, P) ; Q' coincide a un facteur
constant pres avec la forme de Kirillov-Kostant-Souriau Q.

Soit y un point de I'orbite complexe ¢° ; via I'action de G = SU (n), qui ne modifie
pas p(y), y peut s’écrire sous la forme triangulaire suivante

qlp, ndiag(a,---,ap) 0
4.2) y=ir| 0 -pl, 0 ,
oules a;, i = 1,---, p, sont des nombres réels positifs ou nuls et diag (ay, - - - , ap)

désigne la matrice diagonale formées sur les a;; en vertu du corollaire 1, p(y) est donné
par l'algorithme suivant:

1. diagonaliser Rey = 'tzﬁ ;

2. ranger les valeurs propres de tzl': dans I'ordre décroissant (aprés multiplication
par —i), soit uy 2 - - - > uj,, defacon que
idiag(uy, - - - , Hp) soit dans la méme chambre de Weyl que x = iA (
obtient ainsi, par un calcul simple:

1
ui=§7\((q—p)+n\/1+a?). 1<---<p
(43) I«li=—7\P; P+1<"'<%

1
ui=57\(<q—p>-n«/1+a?)» g+l - <n

qlp, 0

3. en se souvenant que la forme de Killing K de su(n) est définie par K(a, b) =
2ntr(a b) et aprés avoir vérifié (aisément ) que k = A n, on obtient

p n
1 .2
p(y) —ZHEA (qz:lli'*' (g-ppr - P_E Hi),
i=1 i=q+1
soit donc, a une constante additive pres, la formule suivante, figurant en [7] (avec des
notations différentes) :
1

(4.4) p() =nA > 1+a.

i=1
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Remarque 6. — Posons A; = A a; dans (4.2) et faisons tendre A vers 0; la matrice
¥ = ya tend alors vers la matrice yy définie par
0 ndiag(A),---,A,) 0
(4.5) Yo=1i|0 0 01;
0 0 0

Yo appartient a I'orbite nilpotente.#), de Sl(n, C) constituée des endomorphismes de C"
vérifiant

1. y2=0,
2. dim(Imyp) = p,

ou Im y, désigne I'image de yp dans C”"; par [26], .4, admet une métrique hyperkahlé-
rienne g et un argument de continuité (voir [4]) montre que le potentiel p(yp) de g rela-
tivemert a la structure complexe naturelle de .4, est égal a la limite de p(ya) lorsque A
tend vers 0, soit donc

(4.6) p(yo) = n Y IAl.

i=1

Nous laissons au lecteur, comme un exercice facile, le soin de démontrer a partir
de (4.4) la formulation équivalente suivante du potentiel p, toujours a une constante
additive pres:

4.7 ply)= ntr\/y* g

ol ,/y*y est la racine carrée positive de la matrice hermitienne y*y (on se raméne au
cas—facile—de SU (2) en re-disposant les lignes et colonnes de y).

Cette formule vaut encore dans le cas de 'orbite nilpotente décrite dans la remar-
que4.1.

Dans le cas ot n = 2, la formule (4.7) s’écrit encore

(4.8) p(y) = 24Jtr(y*y) + \det(y*y);

cette formule figure également sous cette forme dans [28], cf. aussi [18], ou elle appa-
rait comme un cas particulier d’'une tentative générale pour exprimer le potentiel des
meétriques hyperkihlérienne sur les orbites adjointes de Si(n, C) en termes de fonctions
theta définies sur une courbe spectrale associée ; il semble que le cas de SI(2, C) soit le
seul, a ce jour, ou cette méthode ait abouti a une formule explicite.

Remarque 7. — La formule (4.4) montre en particulier que la métrique hyperkih-
lérienne des orbites de type symétrique de SI(n, C) sont algébriques au sens réel; ceci
vaut pour toutes les orbites complexes ¢° [5] et explique pourquoi les mémes formules
valent dans les cas hyperkdhlériens et pseudo-hyperkéhlériens comme il a été observé
dans la remarque 1.
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4.2, Action de S! sur les grassmanniennes complexifiées

Posons a; = tg(6;), ol ; est un angle appartenant a I'intervalle semi-ouvert [0, ),
la formule (4.4) s’écrit

/]
1
(4.9) (y) = n?A )
Pty Zl: cos 0;

Les angles 6;, i = 1, - - - , r, ont la signification géométrique suivante; soit (P, Q)
la paire des espaces propres de y, ol P est un p-plan et Q un g-plan de C" (voir plus
haut) ; posons P’ = Q! ; y est maintenant décrit par une paire de p-plans (P, P’) vérifiant
P’ n P+ = {0}; en particulier, P’ est le graphe d’une application A de P dans P+, i.e.
P' = {w+ Aw|w € P}; on vérifie aisément que les a; sont les racines carrées positives
des valeurs propres de A* o A, qui est un endomorphisme hermitien semi-positif de P;
celui-ci se décompose en une somme orthogonale

(4.10) P=P,

oit la droite complexe £; est propre pour A* o A relativement a a,? (génériquement, les a;
sont distincts et les droites complexe £; sont bien définies ; ce n’est plus vrai s'il y a des
multiplicités, en particulier si y appartient 2 6, i.e. si P’ = P, cas ou1 'indétermination
est totale ; mais ce qui suit a un sens dans tous les cas) ; soit £; la droite complexe de P’
engendrée par

., e+ Ae)

@10 €= le; + A(e;)|

ou e; est un générateur de ¢; (si e; est choisi de norme 1, ce que nous supposerons dans
la suite, €] est également de norme 1) ; on obtient ainsi une décomposition orthogonale

r
(4.12) P=¢
i=1

de P, décomposition en espaces propres pour 'endomorphisme (A')* o A’ de P', si
P est réalisée comme le graphe de A’ relativement a P’ et (P’)* ; chaque paire {£;, ¢;},
i=1,---,r, est appelée une paire caractéristique de y ; on vérifie aisément que 9; est
I'angle formé par les deux droites complexe £; et £}, i.e. I'angle défini par

(4.13) cos0; = |(e;, e})|,

ol ¢; et ¢; sont des générateurs unitaires quelconques de ¥; et £; respectivement (on
choisira dans la suite e; et ¢] liés par (4.11), mais ce n’est pas nécessaire ici).

Le potentiel p, tel qu’il est exprimé par (4.4) ou par (4.9), apparait ainsi comme le
potentiel d’un systéme découplé de p systemes {£;, €;}, chacun correspondant au cas ot
G est le groupe SU (2).
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Ce découplage est préservé par la projection r et par Paction de S', qui s’expriment
'une et I'autre trés simplement en termes de paires caractéristiques (nous laissons au
lecteur le soin de démontrer les faits qui suivent). Si {£;,£;},i=1,- - - , r, sont les paires
caractéristiques d'un point y de ¢¢, et si ¢; et e; sont des générateurs unitaires de ¢; et £;
liés par (4.11),0on a:

4
(4.14) m(y) = P Clei +€));
i=1
i.e. m(y) est 'élément de ¢ dont I'espace propre relatif a la valeur propre igA est le p-
plan Ry complexe engendré par les e; + e, et I'espace propre relatif a —i pA est le g-plan
B ; avec les mémes notations, les paires caractéristiques {£r;, £, ;} de e'” - y sont les
droites complexes
1 eiT ,
4ri=C (5 (et €;) + — (ei—e)),
(4.15) i

v -1_ i ’ __e_ o
e‘r,i-c(z (e + ¢e;) 2 (e; — €;)),

ol les générateurs er,; = 1 (e;+ ¢€}) + & (e; — ¢)) ete] ;= 1 (e;+¢]) - % (e; — ;) sont
unitaires et liés par (4.11) pour tout T ; on notera que la somme ey ; + e;',. est constante,
égale a e; + €], ce qui est cohérent avec (4.14) et le fait que I'action de S' préserve la
fibration 7.

Lexpression de 1r et de I'action de S? en termes matriciels est moins facile 4 obtenir;
si y est sous la forme (4.2),0on a:

(4.16)
. d2— pa? qdz-paz . d
diag (“3=EA, . ZHER)  ndiag (3, e 0
_ ' . 2_ pa? qa%,- pd?
Xo = iA ndlag(—z‘;*g, . ,;az';—;’z) dlag(q—Z%TZg‘L"" "'a5p+a7,, ) 0
0 —Plg-p

enposantd; = 1+ 1+ a? ; nous déduisons aisément de (4.16) et de (3.8) I'expression
suivante du champ de vecteurs Zen y:

in2@ . . .
A —dlag(c—’o”ggll e, %TW,L) diag (s-1r;01, ce ,sxlnze,) 0
417 Z,= > diag (sin@, - - - ,siné,) diag(%’s—&,- -, sc':—sgf) 0};
0 0

I'expression matricielle de I'action de S! se déduit aisément de (4.17) et de la proposi-
tion 7.

4.3.Lecas o1 G = SU (2) : la métrique de Eguchi-Hanson

Le cas ou le groupe compact est SU (2) appelle un commentaire particulier; les or-
bites adjointes de SU(2) dans su(2) sont les sphéres S munie d’'une métrique ronde
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gc de courbure c et de la structure complexe déterminées par g. et I'orientation; de
facon équivalente, une orbite adjointe ¢ de SU (2) est une droite projective complexe
munie d'une métrique de Fubini-Study ; la métrique hyperkihlérienne sur I'espace total
de T*S? est la métrique de Eguchi-Hanson ggy découverte 2 la fin des années 70; en
termes de distributions horizontale et verticale, T¥ et TV, cette métrique est décrite de
la fagon suivante: en tout point £ de T* %, Hg et Vg sont orthogonaux, ggy est égale a
\/ 1+ cl&|? g sur Tg" eta —\/#——@ gc sur TEV ; en vertu du Théoréme 3, la structure hy-
perkédhlérienne de Eguchi-Hanson peut également étre considérée sur les orbites com-
plexes ¢ ; chacune d'elle est identifiée, comme variété complexe a § x S? — A, o1 A
désigne la diagonale ; un point y d'une orbite complexe ¢¢ est donc identifiée, soit a une
paire {£}, ¥} de droites complexes distinctes de C2, soit a une paire (u;, up) de points
distincts de $?; avec les notations précédentes, la paire caractéristique de y est la paire

(£=12,¢ =8}

Le potentiel p de la métrique de Eguchi-Hanson, relativement a la structure com-
plexe naturelle de S2 x $? — A est alors donné (a une constante multiplicative pres, dé-
pendant de l'orbite choisie, i.e. de ¢) dans la premiére interprétation, par

1
(4.18) p((61,42)) = —,

sin &

ol & est I'angle des deux droites complexes ¢}, £; tel qu’il a été défini plus haut, et, dans
la deuxiéme interprétation, par

2
(4-19) p((ulruZ))= T .
lu) — u|

ou |u) — up| estla distance euclidienne de u; et u; dans R3 ; dans cette interprétation, la
projection 1 de 6¢ = §% x §? — Asur 6 = S? est décrite par

Uy — uz

luy - up’
etle difféomorphisme ® de 6° = §2x S — Asur T* ¢ = T*S? (identifié a T S?) est décrit
schématiquement par le dessin suivant : a la paire ((u,, uy)) de S% x § — A est associée

par & la paire (1 = 2=}, X) de T, S%, ol X est I'intersection avec le plan tangent a

en u avec la demi-droite joignant I'origine a u;.
u X
/ y

U

(4.20) w((wy, up)) =

Figure 1
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5. Les orbites adjointes réguliéres de SI(3, C)

Les techniques que nous avons développées dans le cas ol € est une orbite symé-
trique ne s'étendent pas au cas général. Dans cette derniére partie, nous considérons le
cas non-symétrique a priori le plus simple, o1 le groupe compact G est le groupe spécial
unitaire SU (3) et ol & est une orbite réguliére de I'algébre de Lie su(3), et nous ten-
tons une approche du probléme consistant a réaliser I'orbite complexe correspondante
©° comme un quotient hyperkdhlérien par une action de S' d’'une orbite adjointe com-
plexe de type symétrique du groupe Si(4, C), dont la géométrie hyperkdhlérienne a été
développée dans les parties précédentes ; cette méthode donne des informations sur la
géométrie hyperkihlérienne de 0, mais, comme nous verrons, le calcul effectif ne peut
étre mené a son terme que pour l'orbite nilpotente correspondante ; nous retrouvons
ainsi, assez simplement, la formule de Kobak-Swann démontrée en [21].

5.1. Orbites de SI(3, C) et orbites de type symétrique de S1(4, C)

Dans la suite, le groupe SI(3, C) est réalisé comme un sous-groupe de SI(4, C) via
la décomposition orthogonale

(5.1) c'=CloCuy

ol iy est un générateur de norme 1 de la droite complexe additionnelle C u,.

Nous notons S le sous-groupe du groupe unitaire U (4) engendré par I'élément
o = diag(0, 0,0, i) del'algebre de Lie u(4), constitué des matrices de la forme exp(to) =
diag(1,1,1,e'"); ce groupe S! agit par restriction sur les orbite adjointes de GI(4, C)
dans gl (4, C) qui sont aussi les orbites adjointes de SI(4, C) dans sl(4, C), en préservant
la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau Q et la métrique hyperkéhlérienne de
cette orbite; elle s'étend en une action du groupe C* formé des matrices de la forme
diag(1, 1,1, z), ou1 z est un complexe non-nul; cette action est holomorphe et préserve
encore Q.

Laction de C* admet une application-moment (holomorphe) p, relativement a Q a
valeurs dans C = Lie(C*), explicitée par:
(5.2) Hc(y) = K(y,0),
pour tout y dans I'orbite considérée, ou K estla forme de Killing (complexe) de g/ (4, C) =
End C* convenablement normalisée.

Relativement a la décomposition (5.1), tout élément y de End C* s’écrit sous la
forme:

(5.3) y= (2 i) ;
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oi1: A appartient 24 End C3; Ba Hom (C, C3) = €3; CaHom (C3,C) = (C3)*; ka C; avec
ces notations, on a

(5.4) pe(y) = ik.

Nous considérons le cas o1 'orbite complexe considérée est une orbite semi-simple
de type symétrique de s1(4, C), notée & ; plus précisément, ¢ est I'orbite sous I'action
adjointe de SI(4, C) du point

1 0 O 0
%o = iA 01 0 0

0 0 -1 0]’

0 0o 0 -1

ou A est un nombre réel positif; pour tout A, 'orbite compacte correspondante ¢, dans
su(4) s'identifie naturellement a la grassmannienne des 2-plans vectoriels complexes de
C*, voir plus haut, paragraphe 4.

Ona
(5.5) (y—id) (y+iA) =0,
qui, compte-tenu de (5.3), se traduit par le systéme:

(A-iA)(A+iA) = -BC,

5 6) CA = -‘kC:
G- AB=-kB,
CB=-A%- k2;
en particulier, on a
(5.7) (A+k)(A-id) (A+iA) =0.

Nous nous restreignons désormais au cas ou1 k est égal a 0.

Le systéme se réduit alors au systéme suivant :

(A-1iA)(A+id) = -BC,

- CA=0,
(5.8) AB=0,
CB=-A?,

et (5.7) se réduit a

(5.9) A(A+iAY(A-iA) =0;
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nous en déduisons que A a trois valeurs propres distinctes — i\, 0, +iA, en particulier ap-
partient a une orbite réguliére de SI(3, C) que nous notons & ; en effet, il résulte immé-
diatement du systéme (5.8) que (A + iA)(A — iA) ne peut étre nul (puisque B et C sont
non-nuls a cause de CB = —A?) ; si A(A + iA) = 0, la premiére équation de (5.8) se réduit
a:A(A+iA) = BC;onadonc

)] .
<BC—-iAl B
= iA .
(5.10) y ( c 0»

il est facile de vérifier que les valeurs propres de cette matrices sont iA avec la multipli-

B)) et —iA avec la

cité 1 (I'espace propre correspondant est engendré par le vecteur (ii\

multiplicité 3 (I'espace propre correspondant est formé des éléments de la forme (}é)

ol X est un élément quelconque de C3 tel que CX = 0) ; ceci contredit I’hypothése faite
sur y; nous éliminons de méme le cas o A(A — iA) = 0.

En tant que variété symplectique complexe, €5 est le quotient symplectique (com-
plexe) de f parI'action de C*, i.e. s’identifie au quotient p_ ! (0)/C* ; en effet, pour tout
zdansC*,ona

(5.11) z.y=(z_‘?c z,f);

le quotient de p;!(0) par C* est donc identifié a I'orbite &f des éléments de valeurs
propres —iA, 0, iA ; en effet, B est un générateur du noyau de A tandis que C est un géné-
rateur de 'orthogonal dans (C3)* de la somme directe des espaces propres de A relative-
ment a iA et —iA ; comme CB = —A?, la paire (B, C) est bien définie par A, qui est laissée
inchangée par I'action de C*, a I'action prés de C* ; le fait que la structure symplectique
(holomorphe) induite coincide avec la structure symplectique naturelle de €5 (4 un fac-
teur multiplicatif prés que nous ne chercherons pas a préciser) est facile a vérifier.

Ce qui précéde vaut encore dans le cas ou le paramétre A est égal a zéro, i.e. dans
le cas ou I'orbite considérée de SI(4, C) est I'orbite nilpotente ./, formée des éléments y
tels que

1. »=0,et

2. dim(Im y) = dim(Ker y) = 2,

voir la remarque 4.1.

La matrice y s’écrit alors sous la forme (5.3), ol A, B, C vérifient le systéme

A% =-BC

CA=0
(5.12)

AB=0

CB=0,
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avec A = 0,i.e. B = 0O et C = 0;le noyau de A est de dimension 1, engendré par B;
I'image de A est de dimension 2 ; son orthogonal dans (C3)* est de dimension 1, engen-
dré par C.

Nous notons .43 I'orbite (nilpotente) de A sous I'action de SI(3, C) ; A3 est formée
des matrices A telles que A> = 0 et A% = 0; comme variété symplectique complexe, A3
est le quotient de A; par I'action de C*.

Lorbite semi-simple &y et]’'orbite nilpotente.4; possédent une métrique hyperkéah-
lérienne g, dont la forme de Kéhler relativement a sa structure complexe naturelle est no-
tée w; ; nous notons y, I’ application-moment de I'action de S! relativement a w,, que
nous appelons application-moment réelle, par opposition a I'application-moment com-
plexe u. déja considérée, relative a la forme symplectique holomorphe Q = w; + iws.

LEMME 8. — Le moment réel u, est donné (a une constante additive pres) par
(5.13) ur(y) = —dps(E)),

oi1 p4 est le potentiel de la métrique hyperkdhlérienne g relativement a la structure com-
plexe naturelle I, de 0f ou.A;.

En tout pointy ot u,(y) = 0,0na

(5.14) Hessps (£}, E,7) > 0.

Démonstration. — Rappelons, tout d’abord, que £ coincide avec le champ de vec-
teurs induit par I'action infinitésimale de S! et que £'7 est encore égal a I, £7. Le potentiel
p4 est définie de fagon unique, a une constante additive pres, par les deux conditions :

1. p4est SU(4)-invariant;

2. w); =ddpy, oudCestrelatifal;;

comme l'action de S! préserve py, get j, ona: % (d°ps) = 0, donc aussi, pour tout a
dans g°¢,

du, (%) = wy (%, 8%)
=E7 - dp4(E7) — &7 - dpa(E?) — d“pa([E%,E7)D)
=87 - dpy(E7) - %od ps
=% d°ps(E7) = -5% - dpa(E°);

ceci démontre (5.13); en un point ou y,(y) = 0, le hessien Hessp4(Z,”, ;) est bien
défini et est égal 2 gio . dp4(§i”) = —E% . d°p4(E) ; comme E (d°p4(E°) = 0,0n a:
—&'7 - d°p4(E'7) = ddp4(E°,8"7) = g(§7,87) > 0. o

Lélément y = C o

sulte de la théorie générale du quotient hyperkélérien qu’il existe un unique réel positif

B) appartient a uZ'(0) mais non a p;1(0) en général; il ré-
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ttelquetr -y = (t“?C tf) appartienne a u; ! (0) ; par le lemme 8, ce nombre ¢ est
déterminé par

d
(5.15) —ps(t-y) =0,

dt

et p, est un minimum local en ¢ - y. Toujours d’aprés la théorie générale du quotient
hyperkdhlérien, le potentiel kdhlérien p3 de la métrique hyperkihlérienne induite sur
05 ou .3 relativement a sa structure complexe naturelle est alors donné par

(5.16) p3(A) = pa(t - y),

ol : A est une élément quelconque de @5 ou de .A3; x est un élément de ¢ ou A « au-
A

dessus » de A, i.e. de la forme ( C g) ,ol Bet Csontliés a A par (5.8) ou (5.12); t estle

nombre réel positif déterminé par (5.15).

La valeur en A du potentiel p3, pour A appartenant a 5 ou a3, est donc déterminé
de la facon suivante : nous fixons (arbitrairement) un générateur du noyau de A (qui est
de dimension complexe 1 dans les deux cas), que nous identifions a la matrice-colonne
B dans C3; ce choix étant fait, il existe un unique élément de (C3)*, identifié 4 la matrice-
ligne C, tel que CB = A% et (A — A)(A+ A) = —BC; nous obtenons ainsi un élément y

bien défini de ¢ ou A3, suivant que A est dans &f ou dans .43, égal a <‘g g) ; p3{A) est

alors égal a I'infimum de p4(y) pour tous les y construits de cette maniére, via le choix
de B.

5.2. Le cas nilpotent : 1a formule de Kobak-Swann

Nous montrons que les considérations de la section précédente permettent de cal-
culer le potentiel p3 de la métrique hyperkéhlérienne de I'orbite nilpotente .45 ; I'expres-
sion trouvée coincide avec le potentiel de Kobak-Swann.

Modulo I'action de SU (3), tout élément A de.A3 s'écrit sous la forme

0 x vy
(5.17) A=|0 0 B,
0 0 O

ol &, B, y sont trois nombres complexes tels que
a+x0,B8=+0;

de fagon précise, toute SU (3)-orbite de .45 posséde un unique représentant de la forme
précédente, ol & et  sont des nombres réels positifs, mais nous ne supposerons pas dans
la suite que « et B sont réels.
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Pour A fixé, un générateur du noyau de A s’écrit

t
B[= 0 )
0

ou ¢t est un nombre complexe non-nul; C = C; s’écrit alors

G=(0 o -2%£).

t

L'élément correspondant y, de.4; s’écrit donc

(5.18) Ve =

'%o'oe%
O O O ™

~

[= = I« B )
S COR

11 résulte aisément de la remarque 4.1 que p4(y,) est égal (a un facteur de normali-
sation prés ) a la somme des valeurs absolues des valeurs propres de la matrice hermi-
tienne de %’i, soit encore la somme des deux valeurs propres positives de —i(y; — y;*)
(les valeurs propres négatives sont les opposées des valeurs propres positives).

Ona
0 —-io -iy -—it
ix 0 —ip 0
5.19 —ily, —y") = — =B
( ) iye =) iy iB 0 _iﬂTB
T o %2 o

X i iy it
5.20) 0 =det| ' % B0
©. PO iy - x iZE|
-it 0 —i-"-‘tﬁ x
un calcul simple montre que
|?|BI? x|
520 plo =xt = 2R 4 po a4 1812+ 1y®) + (T 112,

Comme annoncé, les valeurs propres de —i(y, — y,) viennent par paires opposées
M1, U2, —H1, 42, OU U;, Ha sont positives; on a donc
(Pa(y)? = (y + p2)?
(5.22) =y} + 45 + 2u 12
=S+2VP,
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ol 3 et P sont respectivement le coefficient de —x? et le terme constant dans I'équation
(5.21); finalement

li?| B

]
Le potentiel p4(y;) ne dépend que de la norme r = |t| du parameétre ¢ ; nous pouvons
donc supposer que ¢ est un réel positif; (p4(y;))? est alors une fraction rationnelle en ¢,
dont la dérivée est donnée par:

2 2
5230 (s = XL s a2+ 182+ 242
|212

+2{Blle|.

2r-2

2 2
LA, +2|B]

lx}?18]
t

d
- (Pa))? = .

2
(5.24) = (" + 1812 — ll®1BIE — |®1BI)
2
= S +1BD( — 18D
Lunique racine positive de I'équation %“=0 (ps(y:))? = 0 est donnée par

1
(5.25) t=(a®IB)3;
en reportant cette valeurs dans (5.23), on trouve

4 2 2 4
(p3(A))? = |a)® + B> + ly1? + 3|x|3 |BI3 +3|x| 5| B3

(5.26) . -
= (1|3 + 18133 + 1y1%

nous retrouvons ainsi la formule de Kobak-Swann [21].

Remarque 8. — Lorbite nilpotente .42 admet également une action de S ! dont le
champ de vecteurs associé Z est égal au dual symplectique de dp; relativement a la
forme symplectique w,; = PReQ (voir la proposition 8) ; un calcul simple montre que
lorsque A est de la forme (5.17), la valeur de Z en A s’exprime comme suit

1
(5.27) Zx = 272 (A) X
lc 3 (lexl 3 + 1B15)2 + [y /2 By 0
By (13 — 1) (o) +1813)2 ~ay ;
0 — oy ~ 1813 (Jael% +1B1%)2 — |y|?

ceci peut s'écrire encore

i

(5.28) Zp=- [ReA,TmA]
AT pa(a)
2 2
2 $ 4203 0 0
LD ’ 0 ! 1813 - o} 0
2p3(A)

0 —lal3 = 21813
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5.3. Le cas semi-simple

Le cas semi-simple, i.e. le calcul effectif du potentiel de I'orbite semi-simple régu-
liere &5 a partir du potentiel de I'orbite semi-simple de type symétrique €, donné parle
théoréme 2 et le paragraphe 4, est beaucoup plus difficile et n’a pas été résolu a ce jour
(par cette méthode, ni par aucune autre).

Le point de départ du calcul est similaire au cas nilpotent traité dans la section pré-
cédente.

On a cette fois :
A o y
(5.29) A=il0 0 B,
0 0 -A

ol A est un nombre réel positif; le noyau de A est engendré par

ot
(5.30) B =i|-At
0

ol t est un parametre complexe non-nul; le covecteur correspondant C est alors donné

par
(5.31) G=i(o -2 -£);

t

La matrice y, correspondant au parametre complexe ¢ s’écrit donc:

A « Y ot

1o o0 B -At

(532) Ve =1 0 0 -A 0
o -3 -£ o

Comme dans le cas précédent, la valeur p4(y,;) potentiel de la métrique hyperkih-
lérienne de &5 en y, est égale a la somme des deux valeurs propres positives y;, y, de
la matrices hermitiennes —i(y, ~ y;) (les deux autres valeurs propres sont les opposées
des valeurs propres positives) ; on a

2A x Y ot
E 0 B -A(t+1)
5.33 -y, —y5) = _ ~ 1
( ) l(}'} .Yt) 7 B —2A _!ii
at -A(l+7) -£ 0
Onadonc

(5.34) (p(y))? = S+2VP,
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oi1 S est égal a la demi-trace du carré —(y, — y;*)? de —i(y, — y;*) et P est égal au déter-
minant de —i(y, — y/).

Un calcul facile montre que:

S=A%4+ (|t + i)z)

(5.35) g 1
+1od® + 1B+ Iyl + ol + 181,
et
P=4A*(t|+ -1—)2
[zl
1 1
A% (@l A+ 1) +41BE A+ ) + Iyl + %)
1

+2A Re(aBy) (It - T

(5.36)

+ |al2|B|2(|t|+|:—|)2

= [t1? (4A% (|al® + A%) + |aB + AyI?)

+ # (42 (1I? +A%) + |aB — Ayl?)

+8A% + 4% (|al? + |81%) + 2A% |y |2 + 2| |?|BI%;

on a donc (en posant s = |£|?)
(p3(A))? = Infeso (Il? + [BI2 + |y|? + 6A
+s(lal?+ A7) + (11 + %)
(5.37) +2[s (4A% (|a)? + A%) + |aB + Ay (%)
+ < (@ (B + A + 1 - Ay P)

+8A* +4A% | |2 + 422 |12 + 2A2 |y |2 + 2| 2| B12]2).
5.4. Formulation alternative

Puisque les valeurs propres d'un élément A de &5 sont fixées, égales a iA,0, —iA,
A est complétement déterminé par ses espaces propres, i.e. par un triplet {£,, 5, £3} de
droites vectorielles complexes de C3.

Pour chaque droite complexe €;, i = 1,2, 3, nous choisissons un générateur u; de
norme 1. Nous définissons une structure réelle v (SU (3)-invariante) sur I'orbite com-
plexe 65 en posant T(A) = A, o1 A’ est déterminé par le triplet conjugué {£], 45, £3} :
£} est la droite complexe orthogonale (pour la structure hermitienne canonique de C3)
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au 2-plan complexe engendré par £, et £3 ; définition similaire pour £, et £3. Nous choi-
sissons un générateur de norme 1, u;, pour chaque droite complexe ¢}, de fagon que le
produit scalaire hermitien (u;, u;) soit un réel positif ou nul pour chaque i = 1,2,3;
nous définissons ainsi trois angles 6), 82, 63, chacun appartenant a I'intervalle [0, 7 ),
déterminés par (u;, uy) = cos 0, (uz, u,) = cos 6;, (u3, u3) = cos 03 ; en particulier, A
appartient a I'orbite compacte & si et seulement si ; = 6; = 63 = 0; nous introduisons
également la matrice hermitienne P d’ordre 3 définie par P;; = (u}, ;) pour toute paire
i, j = 1,2,3 (en particulier, les termes diagonaux de P sont égaux a 1) et nous notons
A = det P le déterminant de P ; nous définissons de méme P’ et A" = det P’ a partir du
triplet conjugué {£}, £5, £3}. On vérifie aisément que I'on a les relations suivantes :

(5.38) P/; = cos 6, P, cos 6,
pour toute paire i, j (ol P~! désigne la matrice inverse de P),
1 1-|Pjl? 11— [P J?
(5.39) Sl LIy
cos? 0; A A

pour toute permutation i, j, kdel,2,3, et
(5.40) AA' = cos? 0, cos? 6, cos? 0.

(On notera que les angles 8, 8,, 03 définis a partir du triplet ¢;, £2, £3 sont les mémes
que les angles définis a partir du triplet conjugué £;, 45, £3).

Considérons comme au paragraphe précédent la famille y, des éléments de ¢y as-
sociés a A, de valeurs propres i A et —i A, chacune de multiplicité 2 ; soit P;, Q, les sous-
espaces propres correspondants de y; ; on vérifie aisément que P, et Q, sont les 2-plans
vectoriels complexes de C* = C3 @ C u, définis comme suit (a redéfinition prés du para-
metre t):

P=Cuy®C(uy+1tu

(5.41)
Q=Cuz & C(12 -t wy);

nous obtenons ainsi I’assertion suivante

PROPOSITION 10. — Pour tout élément A de l'orbite complexe 05, dont les espaces
propres relatifsa i A, 0, —i A sont les droites complexes {1, £, 3 engendrées respectivement
par les vecteurs unitaires u,, uz, us, p3(A) estégal a l'infimumdes p4(y; ), oir, pour chaque
t dans C*, y, est l'élément de &5 dont les espaces propres relatifs a i A et —i A sont les 2-
plans P, et Q, de C=CleoCuy engendrés respectivement par les paires {u), u + t up} et
{us, up — t up}.

Un calcul similaire au calcul de la section précédente montre quel'ona:

(P3(A)? =infpg (S b e — e - Ly Ly S
P3 084 7 2cos20;, 2cos?0; 4 cos? 0, 4s 4cos?0,
(5.42)
s A 1 1 1 1
+(=+ + + )2).

A cos?20) cos?03 s cos?0;, cos?0;
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Cette expression montre en particulier que p3(A) ne dépend que des quatre va-

riables géométriques (réelles) 6,, 6;, 63 et A; ces quatre grandeurs sont clairement
SU (3)-invariantes; les trois premiéres sont également invariantes par l'action de la
conjugaison T, mais non la quatriéme; on peut toutefois raisonnablement penser que
p(A) est invariant par T, plus précisément que T(A) coincide avec —1 - A, via 'action
naturelle de S! dont p; est le moment relativement a ws.

Le calcul effectif de s, donc celui de p3(A) par cette méthode, semble toutefois hors

de portée.

m

(2]

13]

4]

{5]

(6]

17

(8]

(9]

[10]

(11]

12}

{13]

(14]

(15)
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