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THEOREMES DE MASSE POSITIVE

Marc HERZLICH

L'objectif de ce texte est de décrire et d’expliquer un certain nombre de résultats
récents (ou moins récents) sur la géométrie riemannienne des variétés non-compactes,
que I'auteur (suivant 1a une dénomination qui lui est personnelle) aime a ranger sous
le nom de théoremes de rigidité a l'infini mais qui sont souvent désignés par le nom de
théoremes de masse positive, en référence a leur milieu d’origine : la physique. Les formes
générales de ces différents résultats sont extrémement semblables et peuvent se décrire
de la maniére suivante :

— I'élément de base est une variété riemannienne, non compacte et asymptote (en
un sens que 'on précisera plus tard) a un comportement modele a 'infini;

- I'’hypothése principale est une inégalité ponctuelle sur une quantité géométrique
issue de la courbure de Riemann (en général la courbure scalaire) ;

— et la conclusion tient en deux termes : d'une part une inégalité sur un invariant
géométrique calculé a l'infini, mais contenant néanmoins de I'information géométrique
globale, et surtout un théoreme de rigidité associé au cas d’égalité.

En ce qui nous concerne, le rdle de modele sera essentiellement tenu par les espaces
symeétriques non-compacts de rang 1, I'inégalité ponctuelle portera sur la courbure sca-
laire et I'invariant géométrique a I'infini est connu sous le nom de masse.

Pour mieux introduire cet objet et mieux expliquer I'intérét qu'il peut susciter chez
un mathématicien, un assez long détour par son milieu d’origine, la physique et plus
exactement la relativité générale, nous sera nécessaire.

1. En passant par la relativité

La théorie de la relativité générale décrit I'espace-temps comme une variété N de
dimension 4 munie d’'une métrique lorentzienne y (que nous prendrons ici de signature
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—+++), modélisant le champ de gravitation et reliée aux autres interactions en présence
par les équations d’Einstein :

1
Ric"—z Scal” y = 8nr T,

ol Ric” désigne le tenseur de Ricci de la métrique, Scal” sa courbure scalaire (la com-
binaison particuliére Ric? —% Scal” étant elle-méme souvent désignée sous le nom de
tenseur d’Einstein) et T est le tenseur d'énergie-impulsion des autres interactions, dont
I'expression varie suivant la nature des objets en présence.

La situation a laquelle nous allons particuliérement nous intéresser est celle des
systemes isolés dans laquelle, de maniére trés schématique, on impose a I'ensemble des
interactions de décroitre au fur et 2 mesure que I'on s'éloigne de leur source et méme
de s’annuler a l'infini. Cette exigence est difficile a formuler géométriquement dans un
cadre lorentzien. Lexemple archétypique d’un tel comportement est la métrique de
‘Schwarzschild, modélisant le champ de gravitation a I'extérieur d'une étoile fixe et sta-
tique, représenté par la variété R x (R3 \ B(O, m/2)) munie de

_ m)?
Yschw. = "-8—-*::—;2 dr® + (1 + 2—'7:)4 eucl
2r

ol eucl désigne la métrique euclidienne de R3, qui est « asymptote » 2 I'infini 4 la mé-
trique plate de Minkowski

= —dt* + dx* + dy* + dz* surR%.

Le parameétre m est la masse de I’étoile : elle peut en effet s’identifier a la masse new-
tonienne dans I'équation différentielle régissant la trajectoire d'une géodésique radiale
(notée dans les coordonnées précédentes s — r(s)):

m -
r'=—-=+007).
;

Contrairement a ce que I'écriture précédente pourrait laisser penser, la théorie de la rela-
tivité générale ne dispose pas d’'une notion universelle de masse et, méme dans le cadre
plus restreint des systémes isolés, savoir estimer la quantité de matiére présente dans
une région de I'espace(-temps) reste a '’heure actuelle une question difficile a laquelle
aucune réponse vraiment satisfaisante n'a été apportée (voir cependant [11] pour une
tentative proche des thémes développés dans ce texte).

La maniére dont a été réalisée I'identification entre le parameétre m et la masse new-
tonienne dans la métrique de Schwarzschild améne alors naturellement a I'idée que la
masse d’un systéme isolé doit étre calculée de fagon globale, al’aide d’un procédé de pas-
sage a la limite et qu’elle dépend de maniére non-linéaire de la métrique. Cette derniére
exigence est d'ailleurs en accord avec la nature profondément non-linéaire des équa-
tions d’Einstein.
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La définition la plus couramment utilisée aujourd’hui est celle donnée en 1962 par
R. Arnowitt, S. Deser et C. Misner [2]. Elle permet de donner un sens a la notion de masse
d’une hypersurface asymptotiquement plate d’'un espace-temps, qui s’étend immédiate-
ment a toutes les dimensions.

DEFINITION 1.1. — Une variété riemannienne (M", g) non compacte, a un seul bout
est dite asymptotiquement plate d’'ordre t > 0 s'il existe un compact K ¢ M et un difféo-
morphisme (carte al'infini) z : M\ K — (R" \ B(0, r)) (oit r > 0) tels que les coefficients
de la métrique vérifient dans cette carte {z', ..., z"}

gij—0ij=00zl""), dxgij = Ozl ™), 3,8 j = O(lzI™""2).

Les conditions vérifiées par les coefficients de la métrique peuvent étre rendues pré-
cises en employant des espaces fonctionnels (de Holder ou de Sobolev) a poids, cf. {10].

DEFINITION 1.2. — Si (M", g) est une variété asymptotiquement plate au sens précé-
dent, sa masse, si elle converge, est définie comme

1 .
m(M, g) = Ton lim /S,(a,-g,-,- - 3;gii)v’ dvols,

7~

(o1 S; est une sphére de rayon r dans une carte a l'infini et v sa normale unitaire sortante).

Le coeflicient placé en facteur dépend des auteurs : 167 est choisi ici pour que le cal-
cul de la masse de la métrique de Schwarzschild en dimension 3 produise exactement le
parametre m. Dans le cas ol la variété asymptotiquement plate est plongée dasn une va-
riété lorentzienne (cas de la relativité), trois quantités supplémentaires, analogues mais
dépendant cette fois de la géométrie extrinséque de I'hypersurface, peuvent également
étre définies. Lensemble est habituellement vu comme un vecteur de R? muni de la mé-
trique de Minkowski et porte le nom de vecteur de moment-énergie [14].

Les définitions précédentes, reposant sur des cartes particuliéres et des expressions
en coordonnées, peuvent paraitre surprenantes. Elles définissent cependant des bons
objets géométriques. Nous avons néanmoins préféré exposer en premier lieu la Défi-
nition 1.1 dans la mesure o celle-ci fournit une vision trés concreéte et opératoire des
variétés asymptotiquement plates. Elle se trouve justifiée par le travail dii a S. Bando, A.
Kasue et H. Nakajima [8] qui montre qu’étre asymptotiquement plate est équivalent a
vérifier:

|R8] = O(r~27¢) avece > 0, lim r~ "D volg(Sp(r) > wh,

ou r est la distance a un point base fixé o et w, le volume de la sphére unité de R”. La
condition de croissance « sur-euclidienne » du volume vise ici a éviter un effondrement
(au sens de la théorie développée par J. Cheeger et M. Gromov) de la sphére a l'infini
du bout sur un espace de dimension plus petite. Elle n’est pas strictement nécessaire et
on peut la remplacer, comme !'ont fait R. Greene, P. Petersen and Z. Shu {24], par une
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condition de nature uniquement topologique, en toutes dimensions n # 4. Ce dernier
résultat est optimal, comme le montrent les contre-exemples en dimension 4 (suggérés
par A. Kasue (35] et construits effectivement par S. Unnebrink [53)) fabriqués a partir de
produits tordus sur des sphéres de Berger.

Dans ce qui précéde et par souci de ne pas alourdir le texte, nous n'avons pas été
soigneux en ce qui concerne la régularité locale et le nombre de dérivées de la métrique
que l'on contrdle, ce qui introduit quelques subtilités supplémentaires : ainsi le résul-
tat de Bando, Kasue et Nakajima ne permet d’obtenir un contrdle sur la différence entre
métrique et métrique euclidienne que jusqu’a l'ordre 1. Il faut en fait rajouter une in-
formation sur le comportement de la dérivée de la courbure pour obtenir des variétés
asymptotiquement plates au sens de la définition donnée plus haut. Ce.point n'a aucune
importance pour les développements qui vont suivre et nous supposerons donc quel’'on
contrdle un nombre suffisant de dérivées (en général, deux). En revanche, I'ordre de dé-
croissance (le réel T) joue lui un réle crucial.

Il apparait naturel de se demander si un bout asymptotiquement plat d'une variété
admet plusieurs structures de ce type (cartes a I'infini) et non équivalentes. R. Bartnik
[10] a montré que ce n’est jamais le cas.

THEOREME 1.3. — Soit deux cartes a l'infini {y'} et {z'} d’une variété asymptotique-
ment plate. Alors il existe une matrice orthogonale O et un vecteur constant v de R" tels
que

z-Oy+v = 0(zI'™™)

pour toutt’ < T.

L'énoncé original, dont la formulation est tout a fait analogue, est en réalité un peu
plus fin, puisqu'il permet de donner un sens géométrique a la notion d’ordre de décrois-
sance et donc au réel T.

Lensemble de ces résultats conduit alors au théoréme crucial démontré par R. Bart-
nik en 1985 {10} mais dont le contenu était, de maniére intuitive tout du moins, connu
des physiciens depuis les années 60.

THEOREME 1.4. — Si la variété riemannienne (M, g) de dimension n est asymptoti-
quement plate d'ordre

n-2
2

T>

et si sa courbure scalaire est dans l'espace de Lebesgue L', alors sa masse est bien définie.
C'est un invariant riemannien, indépendant du choix de la carte.

L'existence de la masse provient de la transformation de l'intégrale la définissant
en une intégrale de volume. On reconnait alors I'intégrale de la courbure scalaire et un
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deuxiéme terme, quadratique en les dérivées premiéres et non-tensoriel, qui est inté-
grable si I'ordre vérifie la condition citée

La démonstration de l'invariance de la masse est nettement plus subtile et I'unicité
de la structure asymptotiquement plate y joue un réle crucial. A noter que les physi-
ciens V. Denisov et O. Solovev ont construit dans [18] un contre-exemple en dimension
3, d’ordre de décroissance a I'infini exactement égal a 1/2 et dont deux cartes a l'infini
calculent deux masses différentes.

Toute variété (suffisamment) asymptotiquement plate nait donc accompagnée d'un
invariant d'un type inattendu, calculé de surcroit d’'une maniére apparemment non-
tensorielle, a partir des dérivées premieéres de la métrique ! De nombreuses tentatives ont
été faites pour en donner une expression plus intrinséque. L'idée la plus intéressante est
due a S. Hawking [26], reprise par R. Geroch [21] puis P. S. Jang et R. Wald [34] : ils ont
établi que

Aire(S;) 2
m(g) = lim ——— |16mr—- [ H
(g) = Lim 64312 s,

ou les S; convergent trés vite vers des sphéres euclidiennes a I'infini et H est leur cour-
bure moyenne. Bien que plus satisfaisante pour la théorie, cette définition reste le plus
souvent peu utile pour les calculs pratiques.

Outre ces particularités, la masse présente l'intérét de contenir une information de
nature globale sur la géométrie de la variété, et non seulement locale au voisinage de I'in-
fini comme son mode de calcul pourrait le laisser supposer. Pour mieux comprendre cet
aspect des choses, il est temps de reprendre notre route a travers la théorie des systémes
isolés. Si la masse est bien une mesure de la quantité de matiére contenue dans I'espace-
temps, il est alors naturel d’espérer qu’elle soit positive, du moins si 'ensemble des in-
teractions en présence sont physiquement réalistes. De la méme facon, il est permis de
s’attendre a ce qu’elle ne puisse étre nulle que pour I'espace-temps trivial de Minkowski.

Les criteres utilisés habituellement pour décider du caractére raisonnable des inter-
actions sont des inégalités sur leur tenseur d’énergie-impulsion T, dite condition d’éner-
gie dominante: on demande ainsi que (i) T(v,v) > 0 et (ii)) T(v,.)* soit un vecteur de
type temps ou lumiére pour tout v de type temps (* est I'isomorphisme musical induit
par y entre cotangent et tangent). Elle s’interpréte en des termes trés attrayants [27]:
si le tenseur d’énergie-impulsion est nul sur une hypersurface # de type espace de N,
alors la condition d’énergie dominante impose qu’il soit nul sur tout le développement
futur de Cauchy de #, ensemble des points de N pour lesquels toute géodésique de type
temps ou lumiére qui en est issue rencontre nécessairement #. Autrement dit, aucune
information ne peut voyager plus vite que la vitesse de la lumiére !

Sous ces hypothéses peut alors s’énoncer la

CONJECTURE DE LA MASSE POSITIVE (FORME PHYSIQUE). — Si (M3, g) est une hypersur-
face asymptotiquement plate d'un espace-temps (N*, y) satisfaisant la condition d’éner-
gie dominante, alors sa masse, si elle existe, est positive (son vecteur de moment-énergie
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est de type temps). De plus, si la masse est nulle, alors (N, y) est isométrique (le longde M)
a l'espace de Minkowski.

Si I'on remplace ce cadre trés général par celui ol la variété N est un produit de M
par un intervalle et la métrique est par exemple statique, c’est-a-dire que

Yy = -@(x) dt* + g(x),

la condition d’'énergie dominante se traduit dans la géométrie intrinséque de ’hypersur-
face par une trés belle condition géométrique, qui donne naissance a la

CONJECTURE DE LA MASSE POSITIVE (FORME MATHEMATIQUE). — Si (M", g) est une va-
riété asymptotiquement plate de dimension n > 3 (a masse bien définie) a courbure sca-
laire positive, alors sa masse est positive, et elle est nulle si et seulement si (M, g) est iso-
métrique a l'espace euclidien (R", eucl).

Cette conjecture, qui comprend une inégalité et une rigidité associée au cas d’éga-
lité, constitue donc un remarquable énoncé de géométrie riemannienne globale. Sup-
poser qu’elle est vérifiée ameéne a admettre plusieurs conséquences frappantes. Parmi
celles-ci, on peut citer une des formes particuliéres, qui sont aujourd hui des théorémes,
choisies par R. Geroch dans un exposé de 1974 au cours d'un symposium de 'A.M.S.
pour tenter d’attirer I'attention des mathématiciens sur les problémes issus de la relati-
vité [22] :

THEOREME 1.5. — Il nexiste pas de métrique a courbure scalaire positive et qui est
plate en-dehors d'un compact sur R3, a l'exception de la métrique euclidienne.

Comme il est aisé de le calculer, la masse d'une variété asymptotiquement plate
d'ordre T > n — 2 est nulle. Une autre conséquence de la conjecture est donc de prédire
le résultat suivant (qui sera une source d'inspiration majeure des chapitres suivants de
ce texte) :

CONJECTURE 1.6. — Toute variété asymptotiquement plate de dimension n > 3 d'or-
dreT > n - 2 et a courbure scalaire positive est isométrique a l'espace euclidien.

2. Enfin des théorémes.

La conjecture de la masse positive, du moins sous la seconde forme présentée plus
haut et bien qu’elle soit considérée comme trés vraisemblable, n’est pas encore démon-
trée en toute généralité. Le théoréme suivant, qui résume les contributions majeures de
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R.Schoen et S.-T. Yau d'une part en 1978 [46, 47] et de E. Witten d’autre part en 1981 [54],
contient I'essentiel de nos connaissances sur le sujet  la date d’aujourd’hui (mi-1998).!

THEOREME 2.1. — La forme mathématique de la conjecture de la masse positive est
vraie

—si ladimension de M est comprise entre3 et 7,

—ou si la variété M est spinorielle.

Outre ces deux résultats significatifs, la véracité de la conjecture est-connue dans
de multiples cas particuliers. Citons par exemple celui de certaines variétés obtenues
comme éclatement conforme en un point d’'une variété compacte et conformément pla-
te [49], qui peut étre facilement étendu pour s’appliquer 21'ensemble des variétés confor-
mément plafes [29].

La démonstration de E. Witten utilise I'opérateur de Dirac et la géométrie spino-
rielle; elle sera évoquée dans la section suivante de ce texte. Celle de R. Schoen et S.-
T. Yau se fonde sur I'étude des surfaces minimales plongées dans une variété a courbure
scalaire positive, une technique qui a été développée par ces deux auteurs au cours des
années 70 et qui a permis de démontrer des résultats spectaculaires de non-existence de
métriques a courbure scalaire positive ou strictement positive sur des variétés satisfai-
sant certaines conditions topologiques [48].

L'argument essentiel de leur démonstration est un raisonnement par récurrence
et par I'absurde. Le point de départ consiste donc a supposer I'existence d’'une variété
asymptotiquement plate (d'ordre suffisamment grand), a courbure scalaire positive et a
masse négative. Sous ces hypotheéses, R. Schoen et S.T. Yau démontrent la convergence
d’'une suite de solutions minimisantes du probléme de Plateau, dont les bords sont des
sphéres (n — 2)-dimensionnelles dans une carte a I'infini, vers une hypersurface mini-
male compléte, stable et elle-méme asymptotiquement plate et a masse négative. L'in-
grédient essentiel est bien siir la négativité de la masse qui permet de contenir les élé-
ments de la suite d’hypersurfaces entre deux plans paralléles, qui jouent ainsi le réle de
barrieres inférieures et supérieures. La stabilité de la limite entraine la positivité de la
courbure scalaire de sa métrique induite et permet donc d’abaisser la dimension, faisant
ainsi tourner la récurrence. Le méme argument fournit également 'amorce de la récur-
rence puisque la positivité en tout point de la courbure scalaire en dimension 2 entre en
contradiction avec le théoréme de Cohn-Vossen.

L'hypotheése de dimension 3 < n < 7 intervient de fagon cruciale dans cet argu-
ment puisqu’elle assure la régularité des hypersurfaces minimales obtenues ; ainsi elle
est nécessaire, par exemple, dans I'application de la version non-compacte de Gauss-
Bonnet qu’est le théoréme de Cohn-Vossen (pour plus de détails, le lecteur aura avantage
a consulter le rapport {36]).

1. R. Schoen et S.-T. Yau ont a plusieurs reprises affirmé posséder une preuve valable en toutes dimensions,
généralisant leur travail en dimensions n < 7. A la connaissance de I'auteur, cette démonstration semble ne
jamais avoir été publiée.
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Une caractéristique remarquable de la masse est son apparition dans des situations
classiques de géométrie conforme et 'importance des théorémes que la connaissance
de sa positivité permet de démontrer. Ainsi elle est la derniere pierre de la résolution du
célébre

Probléme de Yamabe.[55] Pour toute variété riemannienne (M, g) compacte de dimen-
sion n > 3, peut-on trouver une métrique de courbure scalaire constante conforme a g?

Sa démonstration est aujourd’hui compléte grace aux efforts de N. Trudinger [52],
T. Aubin [3] et R. Schoen [45] : si 'on note § = ¢P~2g (avec p = 2n/(n — 2)) toute mé-
trique conforme a g, trouver une métrique de courbure scalaire constante dans la classe
conforme de g revient a rechercher un point critique de la fonctionnelle 2, sur les fonc-
tions C” définie par

o Scal®” 8 dugpzg [y, (4253 1012 + Scal® ¢?) dug

2,(p) =
i (volyp-24(M) )5 lipll2,

Le minimum de Z; est noté A(M) et est un invariant conforme de M appelé invariant de
Yamabe.

Les techniques classiques de résolution du probléme par le calcul des variations se
heurtent ici au fait que I'injection de Sobolev de W dans L” n’est pas compacte (c’est
le cas critique ou elle n'est que continue). Néanmoins, elles permettent de montrer qu'’il
existe des solutions non-nulles ¢ aux équations sous-critiques obtenues en remplagant
le paramétre pparun s < pdans'expression de Z,.

Dés que A(M, g) < A(S", can), il est possible d’obtenir un controle uniforme des
solutions sous-critiques dans une norme de Sobolev bien choisie et donc de montrer
leur convergence, lorsque s tend vers p, vers une solution non triviale au probléme de
Yamabe, via le théoréme d’Ascoli (une technique différente, dite de renormalisation, a
par ailleurs raison du cas de la sphére standard). Il apparait de plus facilement que, pour
toute variété riemannienne compacte (M, g), I'invariant de Yamabe A(M, g) est infé-
rieur ou égal a A(S”, can) (en prenant des fonctions-test concentrées sur des boules de
plus en plus petites). 1l était donc naturel de conjecturer que la valeur A(S”, can) était
caractéristique de la sphére ronde. T. Aubin [3] a alors démontré que pour toute variété a
A(M, g) strictement positif,

A(S",can) - A(M, g) > c sup |W5|?

si la dimension est supérieure ou égale a 6, (c est une constante strictement positive et
W& est le tenseur de Weyl). Le cas général provient de I'inégalité étonnante (valable si
la dimension est comprise entre 3 et 6 ou si (M, g) est conformément plate) mise en
évidence par R. Schoen [38, 45] :

A(S",can) - A(M, g) > cmy,

ol1 my est la masse de la variété asymptotiquement plate (M \ {g}, g) obtenue par éclate-
ment conforme par la fonction de Green G, de la partie linéaire de I'équation de Yamabe
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en un point g. Autrement dit

4
g = Gj g surM\ {q}.

11 suffit donc pour conclure d’appliquer le théoréme de la masse positive qui est parfai-
tement démontré dans cette situation !

Il existe aujourd’hui d’autres démonstration du probléme de Yamabe, ne faisant pas
appel aux considérations précédentes, dues a A. Bahri et H. Brézis [6]. Néanmoins, I'uti-
lité de I'invariant « masse » dans les problémes de géométrie conforme ne s’est toujours
pas démentie. Inspirés par la maniére dont celui-ci intervenait dans-la résolution-du
probleme de Yamabe, R. Schoen et S.-T. Yau ont ainsi remarqué le rdle trés important
joué par le premier terme non-trivial de la fonction de Green du laplacien conforme en
un point donné (qui est directement relié a la masse de la variété asymptotiquement
plate associée) d'une variété compacte et conformément plate. Cette idée, couplée aux
théorémes de masse positive, permet par exemple, a I'aide d'une formidable machinerie
technique, de démontrer les résultats suivants [49) :

THEOREME 2.2. — Soit (M, g) une variété compacte conformément plate a courbure
scalaire (ou invariant de Yamabe) strictement positive. Alors M est conformément équi-
valente a un quotient d’'un domaine Q de la sphére S™ par un groupe kleinien. De plus, la
dimension de Hausdorff de 0Q est au plus (n — 2) /2.

11 est probable que I'usage de la masse en géométrie conforme recéle d’autres ri-
chesses. Pour en donner un exemple supplémentaire, nous nous contenterons de citer
la construction récente, due a J. Jost et L. Habermann, d’'une métrique canonique dans
la classe conforme de toute métrique a courbure scalaire positive de dimension 3 [25].

3. Courbure scalaire et théorémes de rigidité a l'infini :
la masse disparue

En dehors de leur influence en géométrie conforme, un autre intérét des théorémes
et conjectures évoqués précédemment tient dans les résultats de rigidité qui les accom-
pagnent. Dits en des termes imprécis, ils interdisent a toute variété asymptotiquement
plate « trop proche » a I'infini (ce que nous désignerons plus loin par « fortement asymp-
tote ») du modele et a courbure scalaire positive ou nulle de ne pas lui étre isométrique.

Toujours en suivant I'inspiration de la relativité, il est facile de conjecturer un énon-
cé analogue dans le cas ol1 le modéele plat est remplacé par I’espace hyperbolique réel :
les plans de type espace de I'espace de Minkowski peuvent trés bien étre remplacés par
des hyperboloides!

De fagon plus surprenante, il semble aujourd'hui que ce phénomene, loin de se can-
tonner aux exemples issus de la relativité, soit beaucoup plus général et se produise en
fait dés que le modele est un espace symétrique de rang 1. De maniére plus précise, nous
pouvons énoncer le



116 M. HERZLICH

THEOREME 3.1. — Soit (My, g ) une variété riemannienne prise dans la liste suivante :
R", RH" ou CH™ (de dimension complexe m impaire). Alors si (M, g) est une variété rie-
mannienne compléte non compacte, spin (et kéihlerienne dans le cas complexe) fortement
asymptote a l'infini au modele (My, g), de courbure scalaire

Scal® > Scal®,

(M, g) est isométrique a son modeéle.

Des quotients ont également été étudiés en dimension 4. On peut alors énoncer :

THEOREME 3.2. — Si le modéle est R* /T ou RH* /T oi T est un sous groupe fini de
SU (2), alors les mémes hypotheses entrainent que la variété est hyperkdhlerienne et Ricci-
plate (cas euclidien) ou est l'espace hyperbolique (cas hyperbolique) et dans ce dernier cas
r={1}.

Les variétés hyperkéhleriennes Ricci plates et asymptotiquement localement eucli-
diennes (connues en général sous le noms d’instantons gravitationnels) ont été classi-
fiées par P. Kronheimer dans [37].

Passée 1'exigence topologique qui assure un homéomorphisme entre un voisinage
de I'infini dans M et dans le modéle, le sens de fortement asymptotique varie assez sen-
siblement avec ie modele choisi, bien que la philosophie reste la méme. Dans le cas eu-
clidien, on demande a la différence entre les deux métriques de tendre vers zéro a l'infini
plus vite que r~™*Z (ainsi que pour les deux premiéres dérivées), hypothése que I’on peut
écrire de maniere précise en employant les espaces a poids déja évoqués; dans les cas
hyperboliques, I'échelle des fonctions de référence est donnée par les e#” (8 € R) et
la décroissance critique est 8 = n + 1 pour le cas réel, B = 2m + 2 dans le cas com-
plexe. Dans cette derniére situation, on demande également aux structures complexes
de vérifier une condition analogue de proximité a I'infini.

Cet énoncé rassemble des contributions venues d’horizons trés divers: le lecteur
aura reconnu la version de Witten du théoréme de la masse positive {54} ; 'analogue
hyperbolique réel est di dans un cadre relativiste a O. Reula et K.P. Tod [44] et dans un
cadre riemannien a M. Min-Oo [42], dont une version parfaitement correcte est donnée
par [39] (le poids critique est faux dans I'article original de Min-Oo, voir [17]) ; le cas des
quotients est da a L. Andersson et M. Dahl (1, 16]. Enfin le cas complexe peut étre trouvé
dans [31].

La démonstration de I'’ensemble de ces résultats repose sur la-méthode de Witten.
Il est donc temps d’en dire quelques mots.

L'argument spinoriel se fonde sur la formule de Lichnerowicz [40] qui relie I'opéra-
teur de Dirac @ sur les spineurs au laplacien brut D* D de la connexion de Levi-Civita :

1
@*@=D*D+zScal.
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Witten a alors remarqué que, lorsque cette formule, évaluée contre un spineur asymp-
totiquement constant, est intégrée sur des domaines de plus en plus grands, le terme de
bord tend vers un multiple de la masse a l'infini. Plus précisément, on obtient

4 (limlwlz)m=/ IDw|2+/ Scallwlz—/ ly2.
*® M M M

La positivité de la masse est alors immeédiate si I'on sait démontrer I'existence d'un spi-
neur harmonique (c’est-a-dire annulé par %) et tendant vers une constante a I'infini. Le
cas d’'égalité s’obtient aussi aisément en remarquant que la nullité de la masse entraine
que le spineur est paralléle, ce qui implique que la courbure de Ricci est nulle. Le cas
limite de I’estimation classique du volume due a Bishop, conjuguée au caractére asymp-
totiquement plat, fait le reste : si v(r) est le volume de la boule euclidienne de rayon r, la
condition de courbure implique que la fonction

vol B,(r)
v(r)

est décroissante et tend vers 1 quand r tend vers 0, alors que le caractére asymptoti-
quement plat assure que la limite est également 1 si r tend vers 'infini. Elle est donc
constante, et la variété ne peut étre que I'espace euclidien.

La démonstration des résultats de rigidité évoqués ci-dessus repose alors sur trois
éléments: la recherche, sur le modéle, de champs de spineurs privilégiés, c’est-a-dire
paralléles pour une connexion modifiée V et caractéristiques du modele ; la mise en évi-
dence d’'une formule de Weitzenbock adaptée reliant sur toute variété riemannienne la
connexion modifiée V 4 un opérateur de type Dirac & et 2 un terme £ faisant interve-
nir la différence entre la courbure scalaire et celle du modele ; la preuve de I'existence de
spineurs harmoniques pour cet opérateur de Dirac et asymptotes aux spineurs modeles.
Une fois ces points acquis, la démonstration générale se déroule sans heurts: si ¢ est un
spineur obtenu par la derniére procédure, la formule de Weitzenbéck, une fois intégrée,
produit

/If’wlz+/ <%w.w>—/l@wlz=/|vwlz+/ < Ry, yp >
M M M M M

= une contribution de bord a l'infini.

Sous I'hypotheése de forte asymptoticité, le terme de bord est nul (la « masse » est nulle)
et le spineur est donc paralléle pour V, ce qui est caractéristique du modéle.

Des trois étapes évoquées plus haut, les deux premiéres sont celles qui demandent
le plus de travail. La troisiéme n’est en général qu'une application directe du lemme de
Lax-Milgram, la coercivité de I'opérateur de Dirac modifié étant fournie précisément par
la formule de Weitzenbaock et la condition sur la courbure scalaire, puisque, pour tout
champs de spineurs @ a support compact, elle entraine

/I%l2=/ mw/ < Rp, Q> / IVol?.
M M M M
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Les spineurs modeéles utilisés sont les spineurs paralléles dans le cas euclidien, les spi-
neurs de Killing imaginaires dans les cas hyperbolique réel, i.e. solutions de I'équation
différentielle

Dxwy+iX  -¢=0, VXe&TM,

et enfin les spineurs de Killing kéhleriens imaginaires dans le cas hyperbolique com-
plexe, c’est-a-dire solutions de

Dxy+iX -¢—-(-1D)"JX-¢=0

(dans les deux derniéres équations, D est la connexion de Levi-Civita sur le fibré des spi-
neurs, - est le produit de Clifford et dans la derniére J est la structure complexe et
désigne le conjugué du spineur g, une opération qui existe sur toute variété de dimen-
sion réelle paire). Les spineurs de Killing kdhleriens imaginaires n’existent qu’en dimen-
sion complexe impaire, ce qui explique la restriction de dimension dans le théoréme 3.1.
Alors que les variétés admettant des spineurs des deux premiéres catégories sont clas-
sifiées, celles admettant des spineurs de Killing kdhleriens imaginaires ne sont toujours
pas connues de maniére compléte et [31] caractérise I'espace hyperbolique complexe
comme seule variété qui porte un espace de dimension maximale de tels champs spi-
noriels. Les formules de Weitzenbdck sont d’origine diverse: classique dans le cas rie-
mannien de la preuve de Witten (mais pas dans son extension a la situation relativiste,
c’est-a-dire a la forme physique de la masse positive), franchement originale dans tous
les cas hyperboliques.

A I'exception de la restriction dimensionnelle déja commentée dans le cas com-
plexe, les autres hypothéses sont optimales et I'on dispose notamment d’exemples de
variétés qui sont d’Einstein et (faiblement) asymptotes aux modéles.

Les résultats de rigidité apportent ainsi un éclairage intéressant a un probléeme
maintenant classique portant sur les variétés d’Einstein. A I'instar de I'espace hyperbo-
lique réel, les variétés a courbure négative possédent toutes un bord a l'infini muni d’une
structure conforme. Il est alors naturel de se demander quelles structures conformes
sur une variété compacte sont bords a I'infini d'une métrique d’Einstein compléte et a
courbure scalaire négative. C. R. Graham et J. Lee ont démontré qu'il existait une corres-
pondance univoque entre un voisinage de la sphére ronde (conforme) et un voisinage
de la métrique hyperbolique [23] dans I'espace des métriques d'Einstein. O. Biquard a
considérablement étendu cette analyse en incluant dans les bords a I'infini possibles les
métriques de Carnot-Carathéodory modelées sur les structures CR a I'infini des espaces
hyperboliques complexe, quaternionien et octonionien, démontrant ainsi I’existence de
nombreuses métriques d’Einstein asymptotiques a ces modéles sur la boule [12, 13]. 11
obtient a son tour une correspondance univoque entre un voisinage de la structure CR
standard a I'infini et un voisinage de la métrique standard des espaces symétriques non-
compacts de rang 1. Les rigidités citées plus haut fournissent quant a elles un résultat
d’unicité globale des métriques hyperboliques: aucune autre métrique d'Einstein, méme
fort éloignée de la structure standard a I'intérieur, ne peut lui étre fortement asymptote
(et donc avoir méme infini conforme).
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Signalons aussi que I'étude du probléme de Yamabe non compact permet une in-
terprétation similaire de nos résultats de rigidité (voir par exemple [4, 5, 17]).

En ce qui concerne directement les théorémes de rigidité, de nombreuses questions
restent ouvertes : le cas des quotients est encore largement inexploré, mais la méthode
spinorielle y atteint ses limites : en-dehors des cas traités par L. Andersson et M. Dahl (et
précisément choisis pour cette raison), les modeles ne semblent pas porter de champs
de spineurs privilégiés. Dans le cas complexe, la restriction sur la dimension due & I'em-
ploi de cette méme méthode apparait trés artificielle, comme I'est peut-étre aussi l'exi-
gence de kihlerianité. Enfin I'espace hyperbolique quaternionien reste a considérer. Si
'on se restreint a la catégorie des métriques quaternion-kédhleriennes (comme on s’est
restreint, pour le moment, aux kdhleriennes dans le cas complexe), un premier obstacle
réside dans la difficulté a mettre en évidence des déformations non triviales, 2 méme ho-
lonomie et asymptotes (au moins faiblement) au modele, afin de s’assurer que I’on ne se
trouve pas en quéte d'un énoncé vide. Dans le cas octonionien, enfin, il est connu que
toute métrique a holonomie Sping est localement symétrique.

4. La masse retrouvée.

Revenons maintenant au cadre asymptotiquement plat. Si le théoréme de la masse
positive est désormais une donnée familiére, bien peu de choses supplémentaires sont
comprises sur la facon dont la géométrie contrdle son comportement. Rappelons ainsi
qu’on ne connait toujours pas de maniére compléte les conditions de validité du théo-
réme pour les variétés dont la topologie est non-triviale a I'infini. Dans un autre ordre
d’idées, il apparait naturel de rechercher des inégalités plus fortes que la simple positi-
Vité.

La plus intéressante est sans doute celle proposée par R. Penrose en 1973 [43] : selon
celle-ci, la masse d’une variété asymptotiquement plate de dimension 3 qui contient une
2-sphére minimale compacte (et qui satisfait aux hypothéses du théoréme de la masse
positive) doit étre supérieure ou égale au quart de la racine carrée de I'aire de cette sur-
face divisée par m, I'égalité n'étant possible que pour une tranche d’espace standard
dans I'espace de Schwarzschild. La conjecture de Penrose est un énoncé de type « gap-
theorem » quiimpose a toute variété a courbure scalaire positive suffisamment différente
de I'espace euclidien (qui ne contient pas de surface minimale compacte) d’avoir une
masse non seulement strictement positive mais aussi notablement éloignée de zéro. L'in-
térét physique de la conjecture est également évident : elle équivaut a dire que I'espace-
temps qui contient un trou noir et qui a la plus petite masse possible ne peut-étre que
statique et doit donc étre celui de Schwarzschild.

I1 est connu depuis longtemps que I'inégalité de Penrose ne peut étre vraie qu’'a
condition de ne considérer que l'aire de la surface la plus extérieure (outermost en an-
glais) des surfaces minimales contenues dans la variété, celle qui correspond précisé-
ment a I' horizon apparent du trou noir (I'aire de celle-ci est alors directement reliée a
I'entropie), et G. Huisken et T. Ilmanen ont récemment prouvé la véracité de la conjec-
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ture avec cette hypothése supplémentaire [33] :

THEOREME 4.1. — Soit (M, g) est une variété asymptotiquement plate de dimension
3 a courbure scalaire positive, ayant pour bord une sphére minimale S et ne contenant pas
d'autres surfaces minimales. Alors sa masse m, si elle est définie, vérifie

1 /Ai
m> 2 re(S).
4 ™

De plus le cas d’égalité n'est vérifié que si M est isométrique a une tranche d'espace de la
métrique de Schwarzschild, c’est-a-dire a

3 m m.,
(R \Bo(3), 1+ ) eucl).

Il est néanmoins en général difficile d’obtenir des informations sur la sphére mini-
male la plus extérieure. La localiser peut déja s’avérer une tache trés ardue. Si 'on dis-
pose déja d’'une sphére minimale, il est alors naturel de chercher une borne inférieure a
la masse ne faisant intervenir que des informations portant sur cette surface minimale.
Se placer dans cette optique conduit au résultat suivant, démontré en fait dans [30] a une
période ou une preuve de la conjecture de Penrose n'’était pas encore disponible.

On pose pour toute surface compacte plongée dans une variété asymptotiquement
plate de dimension 3 découpant M en deux composantes connexes, l'une bornée et
I'autre non bornée (cette derniére notée M) :

. d 2
o(S) = /A_".@ inf fMO—If_I_ .
3 fecz fs f2?

A normalisation preés, il s’agit de I'inverse de la norme de I'application trace qui envoie
I'espace C° des fonctions continues a support compact, muni de la norme de Sobolev
I1d f1l12(m,)> dans L%(S). Elle est donc strictement positive par nature. Elle s'interpréte
de maniére particuliérement agréable comme la premiére valeur propre non triviale (a
normalisation prés) du probléme dit de Stekloff:

0
Au =0 sur M, a—u+Au=O sur S.
n

Il est a remarquer que ce probléme pourtant classique dans R” [7] n’a pour 'instant que
trés peu attiré 'attention des géometres riemanniens. Al’exception notable (et récente!)
de [19], aucun contrdle de o en fonction d’autres invariants géométriques n'est connu a
'’heure actuelle.

Le résultat obtenu dans [30] peut alors s’énoncer:

THEOREME 4.2. — Si (M, g) est une variété asymptotiquement plate de dimension 3
a courbure scalaire positive, ayant pour bord une sphére minimale S, alors sa masse m, si

elle est définie, vérifie
s o(S)  [Aire(S)
Z 2+20(S) T
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De plus le cas d'égalité n'est vérifié que si M est isométrique a une tranche d'espace de la
métrique de Schwarzschild.

11 faut noter que les constantes o précédemment définies sont invariantes par chan-
gement d'échelle, de sorte que la valeur précise de I'aire de S ne joue un role que dans le
terme semblable a I'inégalité de Penrose.

Comme il existe une généralisation de la conjecture de Penrose en dimension su-
périeure ou égale a 4 (non démontrée a I'heure actuelle), il existe une généralisation de
ce résultat en dimensions supérieures, mais qui diverge de la conjecture. Il apparait en
effet dans I'inégalité un élément supplémentaire, 'invariant de Yamabe de la structure
conforme induite par la métrique sur 'hypersurface S [28].

THEOREME 4.3. — Si (M, g) est une variété asymptotiquement plate de dimension n
a courbure scalaire positive, ayant pour bord une hypersurface minimale S a invariant
de Yamabe Y (S) strictement positif, alors il existe une constante C strictement positive,
explicite, dépendant de o et Y (S), telle que la masse m, si elle est définie, vérifie

m2>2C vol(S)z_j.
De plus, le cas d’'égalité entraine que (M, g) est isométrique a
('R" \ Bo(R), (1 + R""2p~n+2)4/(n-2) eucl) ,

avec(n — 1)w,R" 2 = 41rm.

Nous décrivons maintenant la démonstration du résultat en dimension 3, renvoyant
lelecteur a [28] pour le cas général (proche). Elle repose avant tout sur une étude précise
du cas d’'égalité : celui-ci fait ressortir le role joué par la métrique euclidienne, dont la
masse est nulle, et qui est la seule métrique a courbure scalaire nulle dans laquelle la
sphere S est a courbure moyenne constante égale a

4 /L
Aire(S)”

La preuve suit alors le cours suivant : on déforme notre métrique d’origine en une mé-
trique conforme g qui est a courbure scalaire nulle et dont la courbure moyenne de S
vérifie exactement (dans la métrique &) I'égalité précédente. Un calcul direct livre alors
que la différence entre la masse de g et celle de g est minorée par la constante annon-
cée. Il reste a exhiber pour g un théoréme de masse positive, obtenu par la méthode de
Witten, pour la partie non bornée M. La subtilité provient de I'apparition, lors de I'in-
tégration de la formule de Weitzenbdck, de termes de bord sur S contenant 'opérateur
de Dirac de celle-ci. Il est alors possible de contréler son signe en faisant appel aux tra-
vaux de C. Bir et O. Hijazi sur la premiére valeur propre A; de I'opérateur de Dirac sur les
sphéres [9, 32] qui démontrent que

Kis
Ml 22—
1Al > \/Aire(S)
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La conclusion suit immédiatement du bon choix de g, pour laquelle la courbure moyen-

ne de S est exactement égale a
4 ™
Aire(S)’

Il ne semble malheureusement pas possible de passer directement de ce résultat a
une preuve spinorielle de I'inégalité de Penrose, via une minoration de la constante o.
P. Tod a mis en évidence une série d’exemples, issus des métriques de Reissner-
Nordstrém (une famille particuliére de solutions des équations de la relativité générale),
dont la masse est uniformément minorée alors que leurs constantes o tendent vers zéro
[51] (voir aussi (41)). Par ailleurs, aucun moyen de modifier la preuve précédente pour la
spécialiser a la surface minimale la plus extérieure n'a pour l'instant été trouvé.

La preuve de G. Huisken et T. Ilmanen utilise une toute autre méthode, qui se fonde
sur la définition de la masse due a S. Hawking, R. Geroch, P. S. Jang et R. Wald et décrite
au début de ce texte. Ils étudient le comportement de la quantité

Q = YAret>) (1617—/ HZ)
St

64m3/2

calculée sur ure famille de plongements F, : S2 — M, d’images S, obtenues par le flot
de la courbure moyenne inverse

d
—F(q) =3 vi(F(q))
t

1

dt (R(q))
ol H, est la courbure moyenne et v, la normalg extérieure unitaire au point F (q). Il est
aisé de prouver (c’est la remarque originale de Geroch) qu’en dimension 3, tant que le
flot est lisse, la quantité définie plus haut est croissante en ¢. Le travail de G. Huisken et
T. Ilmanen consiste 2 démontrer que les surfaces produites par I'évolution sont asymp-
totes, pour ¢ grand, a des sphéres rondes (ce qui indique que la limite de Q, est bien la
masse), et surtout a étudier les discontinuités éventuelles (et inévitables) de I'évolution,
ce qui la stoppe irrfémédiablement. En étant trés schématique, il faut alors faire « sau-
ter » la surface S; a une nouvelle position, pour laquelle I'évolution peut reprendre, sans
pour autant perdre la monotonie de Q,. Ces résultats sont obtenus au prix d'un trés gros
investissement technique, en particulier en théorie de la mesure géométrique. Notons
enfin que leurs techniques fournissent également, dans le cas o le bord est vide, une
nouvelle preuve du théoréme de la masse positive en dimension 3.

Les deux approches précédentes ne s’étendent malheureusement pas de facon sa-
tisfaisante au cas ou le bord posséde plusieurs composantes connexes (chacune étant
une sphére minimale). Elles conduisent en effet a borner inférieurement la masse par la
plus grande des aires de toutes les sphéres, alors que I'on s’attend a trouver un minorant
fabriqué par combinaison linéaire des contributions de chaque composante. Nous ne
possédons pas a '’heure actuelle une idée claire de ce que devrait étre la généralisation
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de l'inégalité de Penrose dans cette situation. En utilisant des techniques de minimisa-
tion proches de celles de Huisken et Ilmanen, H. Bray [15] a néanmoins récemment dé-
montré que, dans le cas ol1 le bord est composé d'un nombre fini k de sphéres minimales
d’aires respectives A, ..., A,

5. Quelques mots de conclusion

_ Lhistoire de la masse est probablement loin d’étre entierement écrite. Une démons-
tration de la masse positive valable sans hypothése topologique ou dimensionnelle man-
que toujours. On souhaiterait une vision plus claire des théorémes de rigidité associés
aux espaces symétriques ainsi que du cas des quotients. Et si I'inégalité de Penrose a au-
jourd’hui trouvé une preuve, nous en attendons toujours une par la méthode de Witten
ainsi qu'une généralisation aux dimensions supérieures. Remplacer la sphére minimale
par une surface de genre quelconque fait également aussitot entrer dans I'inconnu. Si la
surface est stable, elle ne peut étre qu’une sphére ou un tore [48]. Dans ce dernier cas, la
seule information tangible dont nous disposons consiste en des exemples dus a G. Gal-
loway et M. Cai qui semblent montrer que la masse ne peut étre trés petite dans cette
situation [20].

On ne sait également absolument pas prédire quelle est la plus petite masse pos-
sible d'une métrique sur une variété a bout infini difféomorphe a I'espace euclidien mais
dont la topologie non-triviale ou dont la structure est fixée sur un sous-ensemble inté-
rieur. Des résultats dans cette direction auraient des répercussions non seulement ma-
thématiques (précisant le contenu géométrique ou topologique de la masse) mais aussi
physiques (donnant du poids 2 la définition proposée par R. Bartnik d’'une masse quasi-
locale en relativité [11]). Nous ne possédons que I'observation suivante, faite dans I'ar-
ticle de G. Huisken et.T. llmanen: si Q est un domaine, muni d'une métrique rieman-
nienne, alors il existe une borne inférieure (dépendant de Q) strictement positive a la
masse de toute extension asymptotiquement plate a courbure scalaire positive de Q.

Enfin, pour aller au dela et pour conclure, d’autres conjectures issues de la physique,
attendent toujours de voir leur véracité infirmée ou confirmée, ou méme leur énoncé
mathématiquement précisé (conjecture du « lacet » — hoop conjecture » en anglais- de
Thorne [50] par exemple) De nombreux territoires restent donc largement inexplorés.
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