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UN THÉORÈME DE L'INDICE RELATIF

Gilles CARRON

Le but est de donner un critère, assez général, pour que l'espace des solutions L2 à
une équation (Da = 0), où D est un opérateur de type Dirac, soit de dimension finie.

1. Variétés riemanniennes non-paraboliques

Je vais commencer par expliquer d'où vient cette condition ; pour cela je vais ci-
ter un résultat d'Ancona : soit {Mn, g) une variété riemannienne connexe complète non-
compacte, ce résultat relie l'existence de fonctions de Green positives (Le. de solutions po-
sitives à l'équation AGX = 6X) à une propriété de l'espace de sobolev Hj (M).

Qu'est ce que l'espace HQ{M). — C'est le complété de l'espace pré-hilbertien
co°(M) munit de la norme u •-> ||du||L2. Remarquons que ceci est bien une norme
puisque M est non-compacte. Cependant cet espace ne s'identifie généralement pas
continûment à un espace de fonctions ; par exemple sur R euclidien, si u est une fonc-
tion lisse à support compact, valant 1 dans un voisinage de 0 alors la suite de fonctions
Uk(x) = u(x/k) tend vers zéro dans l'espace de Sobolev HQ (M), mais tend vers 1 dans

On se pose alors la question naturelle : «Quand est-ce que l'injection naturelle de
Co°(M) dans l}Xoc se prolonge par continuité à Hj (M) ? », ou encore quand est-ce que la
topologie de HQ est plus fine que celle de l?loc sur l'espace vectoriel CQ°(M) ? ou encore
ceci équivaut à ce que pour tout ouvert borné U de M, il existe une constante strictement
positive C(U) telle que

C(U) \\f\\L2{u) < \\df\\L2{M), V/ G <

Classification math. : 58G03,47A53,46E35.
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A. Ancona donne le critère suivant ([A]) :

THÉORÈME. — Ces propriétés équivalent à l'existence de fonctions de Green posi-
tives sur (Mn, g). Dans ce cas, on dit que (Mn, g) est non-parabolique.

Ce terme remonte à Ahlfors à propos de la classification des surfaces simplement
connexe non-compactes, en effet la plan euclidien est parabolique et le disque hyperbo-
lique ne Test pas.

On va voir comment adapter cette propriété aux opérateurs de type Dirac.

2. Les opérateurs de type Dirac

Soient (M, g) une variété riemannienne complète et £ —> M un fibre hermitien et
D : C°°(£) —> C°°(£) un opérateur de type Dirac c'est à dire un opérateur différentiel
du premier ordre symétrique dont le symbole principal de D2 est l'opposé de la métrique :

a ^ X j c Ç ) = - & ( g . g)Id*. V(xf g) G T*M.

Rappelons que le symbole de D2 est défini par

où ƒ est une fonction lisse dont la différentielle en x est Ç et ü est une section lisse de E
valant u en x.

Exemples.

i) Si d : C0°°(Ar*M) —> C0°°(ArM) est l'opérateur de différentiation ex-
térieure et si S est l'adjoint formel de d alors l'opérateur de Gauss-Bonnet, d + 6 :
C o

x (ArM) —> Co°°( A r M), est un opérateur de type Dirac.

H) L'opérateur de Dirac d'une variété spin est de type Dirac.

iii) Si D est un opérateur de type Dirac et si V est une section lisse du fibre des en-
domorphismes symétriques de £ Le V : x € M »-> v(x) € End(Ex), alors D + V est
encore un opérateur de type Dirac.

Par définition, un opérateur de type Dirac est elliptique, en conséquence, nous
avons le résultat classique suivant

THÉORÈME. — Si (M, g) est compact sans bord alors

dim{(7 G L2(E)t Da = 0} < oo

et mieux D : V(D) —> I 2 (£) est Fredholm, où V(D) est le domaine de D Le. c'est

l'espace de Sobolev des sections de E qui sont elle et leur image par D dans L2, cet espace

est norme para *-> J\\U\\2
L2 + ||Du||22.
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Cependant lorsque M n'est plus compact, ceci n'est plus vrai par exemple, si on
considère le disque D = { z € C , | z | < l } munit de la métrique hyperbolique (/iffi
alors

dim{a e I 2 (r*D/ (d + S)a = 0} = oo,

car cet espace contient tout les P(z)dz où P € C[z].

3. Ce qu'on peut dire dans le cas non-compact

De nombreux travaux ont été fait sur les variétés non-compactes, par exemple, M.
Gromov et H. B. Lawson ont montré que le théorème précédent était encore vrai dans le
cas suivant :

THÉORÈME UG-L]). — Si (M, g) est une variété spin riemannienne complète telle
qu'il existe un compact hors duquel la courbure scalaire de (M, g) est uniformément stric-
tement positive alors l'opérateur de Dirac de (M, g), D : V{D) —> L2(S),estFredholm.

En fait, de façon plus conceptuel, N. Anghel donne un critère très général pour que
la conclusion du théorème de Gromov-Lawson reste vrai :

THÉORÈME {[An]). — Si D : C°°(£) —» C°°(E) est un opérateur de type Dirac
alors D : V(D) —> L2(E) est Fredholm si, et seulement si, il existe un compact K de M
et une constante strictement positive A tel que

A\\cr\\L2 < ||ZXr||L2, Va € C°°(M-K,E).

Ceci équivaut en fait à ce que zéro ne soit pas dans le spectre essentiel de l'opérateur
D, ce qui est assez restrictif. Inspiré par le résultat d'Ancona et celui d'Anghel, j'ai introduit
la notion suivante ([C4]) :

4. Opérateur de type Dirac non-parabolique à l'infini

DÉFINITION.— SoitD : C°°(E) —> C°° (E) un opérateur de type Dirac sur une
variété riemannienne (Mn, g), on dira que D est non-parabolique à l'infini s'il existe un
compact K de M tel que pour tout ouvert U relativement compact dans M — K,il existe
une constante strictement positive C( U) telle que

C(U) \\cr\\L2{u) < | |Do-| | l 2 ( M .x ) , Va G C^(M - K,E).

En quelque sorte, les opérateurs non-paraboliques à l'infini sont ceux qui sont fai-
blement inversibles à l'infini. Et suivant le résultat de N. Anghel, Les opérateurs de type
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Dirac qui sont Fredholm sur leurs domaines sont évidement non-paraboliques à l'infini.
En fait, on a une définition analogue en terme d'espace de Sobolev

DÉFINITION. — Un opérateur de type Dirac D : C°° (£) —» C°° (£) sur une va-
riété riemannienne complète (M, g) est non-parabolique à l'infini si, et seulement si, il
existe un compact K de M tel que si Ton complète Cg°(E) avec la norme

afin d'obtenir W(E) alors l'injection CQ°(E) —> Hi0C(E) se prolonge par continuité à
W(E).

Ceci montre que l'opérateur de type Dirac non-parabolique à l'infini et la métrique

g détermine l'espace de Sobolev W. Les opérateurs non-paraboliques à l'infini ont la pro-

priété suivante

THÉORÈME.— Si D : C°°(E) —> C°° (E) est un opérateur de type Dirac non-
parabolique à l'infini alors

D : W(E) —> L2(E)

est Fredholm. En particulier, la dimension du noyau L2 d'un opérateur de type Dirac non-
parabolique à l'infini est finie.

En fait, ceci est une propriété caractéristique des opérateurs de type Dirac non-
paraboliques à l'infini.

5. Des Exemples

a. Les opérateurs de type Dirac sur les variétés à bout cylindrique. — Soit (M, g)
une variété riemannienne à bout cylindrique, c'est à dire qu'il existe un compact K de
M tel que (M — K>g) soit isométrique au produit riemannien R+ x dK. On considère
un opérateur de type Dirac D : C°°(E) —> C°°(E) agissant sur les sections d'un fibre
hermitien qui respecte cette géométrie. C'est à dire que la métrique de E\M-K ne dépend
pas de la distance à d AT et on suppose que sur R+ x 3 K, D prend la forme suivante

où A est un opérateur elliptique auto-adjoint sur E\^K. Ces opérateurs avaient été étudiés
par M. Atiyah, V.K. Patodi, I.M. Singer afin d'obtenir une formule pour la signature d'une
variété compacte à bord ([A-P-S])

PROPOSITION. — Un tel opérateur est non-parabolique à l'infini.
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La preuve est élémentaire, nous la donnons pour illustrer la simplicité de la notion

de non-parabolicité à l'infini. Pour a € C£°(R+ x3Ji : ,£) t ona

Br L2

on conclut alors grâce à l'inégalité suivante dont la preuve est laissée au lecteur :

b. Exemples reposant sur la formule de Bochner-Weitzenbock-Lichnerovicz.
Lorsque E est muni d'une connexion V compatible avec D alors on a une formule de

Bochner-Weitzenbock-lichnerovicz:

D2 = à + H

où Â est l'opérateur défini à partir de la forme quadratique a »-> || Va||22»

Le. Va G Co°°(£), f (&*.o) = f |Vof ;

autrement dit Â = V* V ; et TZ(x) est un endomorphisme symétrique de Ex défini à partir

de l'opérateur de courbure de M et de E.

i) Si 1Z, est un opérateur positif ou nul hors d'un compact de M, alors D est non-

parabolique à l'infini ; ceci généralise donc le théorème de M. Gromov et H.B. Lawson.

Par exemple, ceci montre que sur une variété riemannienne complète à courbure nulle

sur un voisinage de l'infini, l'espace des formes harmoniques de carrés intégrables est de

dimension fini.

On peut aussi relaxer un peu l'hypothèse sur la positivité de la courbure 1Z au voi-

sinage de l'infini, en supposant que l'opérateur Â est un peu mieux que positif ou nul, ce

qui se voit sur la forme quadratique a *-+ || Vcr||£2 ; en fait, grâce à l'inégalité de Kato, on a

\Da\(x) > \d\*\(x)\,

ceci permet de faire uniquement une hypothèse sur la forme quadratique u »-> ||du||£2,

par exemple une inégalité de Sobolev permet de minorer cette forme quadratique :

ii) Si pour un p > 2, (M, g) est une variété riemannienne satisfaisant à l'inégalité
de Sobolev

VP(M) ( [ \u\#*{x)dx) P < f \du\2(x)dxt Vu e Q
\JM / JM

et si D : C°° (E) —> C°° (£) est un opérateur de Dirac généralisé sur M dont le terme K

en potentiel courbure apparaissant dans la formule de Bochner-Weitzenbock vérifie

\n\*{x)dx<oo,
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alors

est Fredholm. Ceci redémontre un résultat de [Cl]. Remarquons que suivant [C2], si
Mn —> RN est une sous-variété d'un espace euclidien dont le vecteur courbure moyenne
est dans Ln vérifie cette inégalité de Sobolev pour p = n, ceci améliorait le résultat de [H-
S]. Ce résultat est très facile à montrer, on procède de la façon suivante On choisit d'abord
K un compact de M tel que

alors si a € Cg° (M -K,E), on a

f |Dof = f |Vof
JM JM

où on a utilisé dans la dernière minoration l'inégalité de Sobolev et l'hypothèse sur l'inté-
grale de K. D

Puis, nous avons dans [C3], montrer une inégalité de Sobolev ne dépendant que du
noyau de la chaleur ceci nous permet d'obtenir le résultat suivant :

iii) II existe une constante universelle C telle que si (M, g) est une variété rieman-
nienne complète, dont (P(t,xty))(ten+xyeM) est le noyau de l'opérateur de la chaleur i.e.
la solution minimale positive de l'équation de la chaleur

^(f ,Jt ,y) + téP(t,x,y) = 0f (x,y) € M, t > 0
ôt

Si on a

alors

est Fredholm.
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6. Indice et opérateur Fredholm

Lorsque T : H\ —> H2 est Fredholm entre deux espaces de Hilbert, on peut lui
associer son indice

ind T = dimker T - dim lm T)1 = dimker T - dimker T\

Et on a la propriété fondamentale suivante si

[0,1]—>C{HltH2)

s i—> Ts

est une famille continue d'opérateurs Fredholm, alors

ind T5 = Cte.

En fait on a même mieux puisque deux opérateurs de Fredholm peuvent être joint par une
courbe continue d'opérateurs de Fredholm si, et seulement si, ils ont même indice.

7. Indice des opérateurs de type Dirac sur
une variété compacte sans bord

Désormais, nous considérons uniquement des variétés orientés et on suppose que

le fibre E admet la décomposition orthogonale £ = £ + © E~ et que D se décompose en

. VJ» l i r.i f XJ ^ p X* I * \^ 1 1YM. f X J ^ 7 X J J •

On a (D+)* = D~ puisque qu'on suppose D symétrique. Lorsque M est compact sans
bord, D est Fredholm de son domaine sur L2, cependant son indice est nul, car D est auto-
adjoint D = D*. C'est l'indice de D+ qui est intéressant :

indD+ = dim{o- G I2(E+) , D + a = 0} - dim{<7 G I2(E~), D~C7 = 0}.

Exemple. — D = d -h 5 agissant sur les formes différentielles envoie les formes de
degré pair sur celles de degré impair

d + 6 : C°°(A2*rM) —> C°°(A 2 # + 1rM)

et son indice est égale à la caractéristique d'Euler de M

] T ( - l ) * d i m { a G L2(AkT*M), da = 5a = 0} = x(M).
k

Le fait que D + soit Fredholm montre que si on le déforme dans la classe des opérateurs
elliptiques, son indice ne change pas. On peut donc se demander si, comme dans le cas de
l'opérateur de Gauss-Bonnet, il n'y a pas une formule topologique pour cet indice. Cette
question fut posé par Gelfand et la réponse est donnée par le théorème d'Atiyah-Singer.
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THÉORÈME .

indD
JM

où la forme caractéristique de D + , «£>+, est une forme différentielle s'exprimant locale-
ment à i'aide des courbures de E et de M.

Par exemple, pour l'opérateur de Gauss-Bonnet

où 7£ est l'opérateur de courbure. Une morale du théorème d'Atiyah-Singer est que l'indice
s'exprimant localement on peut faire du découpage pour le calculer. C'est à dire que si deux
opérateurs de type Dirac D\ et Dz définis sur des variétés compactes sans bord M\ et M2

sont telles qu'il existe des compacts (à bord lisse) Kj C M,- hors duquels les opérateurs sont
isométriques alors

indD^ = / aD+ - / <xD+ = / <xD+
JKI l JK2

 2 JK^-K2

8. Indice des opérateurs de type
Dirac non-parabolique à l'infini

On a vu que si D : C°°(£) —> CTO(£) est non-parabolique à l'infini alors D :
W(£) —» L2(E) est Fredholm. De plus, on a kerL2 D C ker^ A car une solution L2 à

l'équation (Da = 0) est dans le domaine de D, et par la définition de W il est clair qu'alors
cette solution est dans IV. On a donc ind D = dim (kerw D/kerL2 D) = hoo(D). On peut
définir de même

*oo\ .
D-J

Interprétation de fc<x>* — Deux solutions de l'équation (Da = 0,<r € W) qui
diffèrent d'une solution L2 ont, en un sens L2, même valeur à l'infini. En quelque sorte
hoc(D) est la dimension des valeurs à l'infini des solutions de cette équation puisque les
solutions I 2 sont celles qui s'annulent à l'infini (en un sens I2). En fait, dans le cas d'un
opérateur de type Dirac sur une variété riemannienne à bout cylindrique, cette interpréta-
tion heuristique est prouvée par Atiyah-Patodi-Singer. Et dans ce cas particulier, les so-
lutions de l'équation Da = 0 qui sont dans l'espace W(E) sont exactement celle que
M. Atiyah, V.K. Patodi, I.M. Singer appellent solutions étendues. C'est pourquoi lorsque
D : C°° ( £ + © E~ ) —> C°° ( £ + © E~ ) sera un opérateur de type Dirac non-parabolique
à l'infini, on nommera indice étendu l'indice de D + : IV(£+) —> I?(E")t i.e.

ind(îD
+ = dim{cre W^F*"), D+or = 0} - dim{a G L2(E~)t D~a = 0}.
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Ainsi on relie indice I 2 et indice étendu

inde £>+ = fcoc(£>+) + indL2 D + .

Encore une fois, cet indice étendu est stable par déformation à support compact et en fait
une morale du théorème d Atiyah-Singer reste vrai, c'est le théorème de l'indice relatif :

THÉORÈME. — Si Dïf Dz sont deux opérateurs de type Dirac non-paraboliques à
l'infini et isométriques hors de compacts Ki C M,, aiors on a

indc DÏ - inde &£ = / cxD+ - ƒ <xD+,
JKi 1 JK2

 2

où on a noté ocD+ est la forme caractéristique construite à l'aide du symbole principale

Ce théorème avait été montré par M. Gromov et H.B. Lawson ainsi que H.Donnely,
lorsque 0 n'était pas contenu dans le spectre essentiel des opérateurs. Nous pouvons alors
les indices I 2 des deux opérateurs D* et D% :

COROLLAIRE.

indl2 Dt - indl2 Dt = / «D+ - f « , + -
^Xi l JK2

 2

où hoo(D^) est la dimension de l'espace ker w D*/kerL2 Df, i.e. la dimension de l'espace
des valeurs à l'infini des solutions à l'équation {Dfa = 0, a e W}.

Selon U. Bunke lorsque les fibres et les variétés riemanniennes sont à géométries
bornées, alors cette différence entre les dimensions de l'espace des valeurs à l'infini pour-
rait s'interpréter comme un indice de scattering entre les opérateurs D^ DJ1" et DJ D^ ([B]).
II serait intéressant de mieux comprendre ceci, afin de rendre calculable ces dimensions.

On peut se demander si le théorème de l'indice relatif I 2 a lieu pour les opérateurs
non-paraboliques à l'infini. Ce qui revient à savoir si fcoo(£>+) ne dépend que de la géo-
métrie à l'infini. En fait ceci n'est pas vrai, pour la surface C obtenue en recollant deux
plans euclidien le long de deux disques isométriques. Cependant si /ioo(^+) ne dépend
pas que de la géométrie à l'infini, ^(D"1") + fcoo(O") ne dépend que de la géométrie à
l'infini, on obtient ce résultat en appliquant le théorème de l'indice relatif aux opérateurs
Di = Df + D^ et Eh — D% + Df, on obtient

COROLLAIRE. — Dans le même contexte qu'au théorème 3.1, on a

En particulier si D est un opérateur de type Dirac Z/2Z gradué non-parabolique à l'inuni
tel que h^ (D+ ) + fcoo (D' ) = 0 alors le théorème de l'indice L2 relatif a lieu pour tout
opérateur de type Dirac isométrique à l'infini avec D.
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9. Application

Ce théorème permet de calculer l'indice de D+ lorsqu'on connaît celui de D^ ; par
exemple si on étudie l'opérateur de Gauss-Bonnet rf+5. Supposons qu'il existe un compact
K de Mn tel que M — K soit isométrique au complémentaire d'une boule euclidienne. Un
calcul montre que si n > 3alorsindéî((rf + $),R'î) = 0etque/îoo(d + ofR

n) = 0 ainsi en
appliquant le théorème de l'indice relatif entre les opérateurs de Gauss-Bonnet de M et de
R" on obtient

indl2 (d + S, M) - indl2 (d + 5, Rn) = indl2 (d + 6, M) = [ Cl8.
JM

Ce qui remontre un résultat de Stern, Borisov-Muller-Schrader ([S]t [B-M-S]).
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