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CORDES ET GEODESIQUES FERMEES

Claire M.C. BARIBAUD

1. Introduction

Une surface de Riemann de signature (g, k) est une surface compacte, orientable,
munie d'une métrique hyperbolique (i.e courbure constante —1) de genre g 2 k trous et
dont chaque composante de bord est une géodésique fermée. Rappelons qu'une géodé-
sique fermée est la courbe la plus courte dans sa classe d’homotopie libre. Le spectre de
longueurs d'une surface de Riemann est la liste donnée sous forme croissante de ses géo-
désiques fermées. Presque toute surface de Riemann compacte est déterminée par son
spectre de longueurs, a isométrie prés [Bus92]. De plus toute surface de Riemann com-
pacte (de genre 1) se décompose en une succession de surfaces de Riemann de signature
(0, 3), plus communément appelées pantalons. Cette décomposition rend particuliere-
ment intéressante I'étude du spectre de longueurs d'un pantalon. Pour ce faire, nous
nous proposons de définir un critére topologique — le nombre de cordes - et de classifier
les géodésiques fermées d'un pantalon en fonction de ce paramétre.

2. Définitions et notations

Notons Y un pantalon, y), 2, y3 ses géodésiques de bord et p,, p,, p3 les per-
pendiculaires leur étant respectivernent opposées. Ces géodésiques vérifient la relation
0 < £(y1) < 4(y2) < €(y3) ot { est la longueur hyperbolique. Tout pantalon Y peut
étre décomposé en deux hexagones hyperboliques droits identiques Y; et Y,. Notons
o : Y, — Y; la symétrie qui envoie Y, sur Y>. Nous définissons alors le critére topo-
logique suivant,

DEFINITION 2.1. — On appelle corde un segment de géodésique surY qui relie deux
perpendiculaires distinctes sans avoir d'autres intersections avec py, p; ou ps.

Une corde est donc contenue dans un seul hexagone Y;, i = 1, 2. Une géodésique fermée
sur Y est formée d'une succession de cordes o1 deux cordes successives ne se trouvent
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jamais sur le méme hexagone. De plus, elle posséde toujours un nombre pair de cordes.
Afin de simplifier I'écriture nous adoptons les notations suivantes,

1
¢i.n = cosh(n 5)’1‘). €i=Ci),

1
Si,n'_‘Sinh(nE)’i); Si = S1,1» i=1,2,3.

Nous allons maintenant montrer que pour un nombre de cordes donné n (n 2> 2), une
géodésique de longueur minimale existe. Nous donnerons sa représentation sur Y ainsi
que sa longueur en fonction des géodésiques de bord de Y. Afin de prouver cela, on
étudie tout d’abord un cas particulier de géodésiques fermées sur Y: les géodésiques

zygomorphes.
3. Géodésiques zygomorphes

DEFINITION 3.1. — Ondit que la géodésique fermée g est zygomorphe s'il existe une
succession de cordes t,, ... , ta, formant g telle que o (i) = tape1-k, 1 € k < n. Ondira
qu'une telle succession est bonne.

Remarquons qu’une géodésique zygomorphe est symétrique (en fonction de o). La réci-
proque est fausse. Notons respectivement ¢ et ¢; lesdemi-chemins ty,... ,tp,etty, ..., f25.
Si g est zygomorphe alors o(¢)) = ¢, et conséquemment les demi—chemins ¢, ¢c; sont
orthogonaux aux perpendiculaires de Y en leurs extrémités. Etudions deux familles de
géodésiques zygomorphes.

3.1. Famille g/

Notons g,'m la géodésique fermée qui parcourt n cordes sur la patte y;, puis m
cordes sur la patte y ;. Par “zygomorphie” elle parcourt alors le chemin inverse, n,m €
N*, i, j = 1,2, 3 distincts. Remarquons qu’une telle géodésique a 2(n + m) cordes. Pour
connaitre la longueur de gn’m. il suffit de regarder le relevement ¢ d’'un demi~chemin c;,
de gyJn, k = 1,2 dans le revétement de Y dans H, le demi-plan de Poincaré. Le demi-
chemin ¢; est en fait le bord d’'un hexagone droit croisé. On obtient la relation trigono-
métrique suivante

Si,nSjm

cosh(é;) = (Ck + €iCj) + CinCjm, 1€i< j<3.

§iSj

THEOREME 3.2. — g}3,. 1, est la plus courte géodésique de la famille g'/ ayant
2(n + m) cordes.

Pour la démonstration cf. [Bar96].

3.2. Famille b/

Notons hﬁ,{m la géodésique fermée qui parcourt n cordes sur la patte y;, 1 corde
sur la patte y, puis m cordes sur la patte y ;. Par “zygomorphie” elle parcourt alors le
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chemin inverse, n, m € N*, i, j = 1,2,3 distincts. Remarquons qu’une telle géodésique
a2(n+ m+1) cordes. Pour connaitre la longueur de hy' m, 2 nouveau on regarde le reléve-
ment ¢ d'un demi—chemin ¢, de ki, k = 1,2 dans le revétement de Y. Le demi-chemin
¢; est, dans ce cas, le bord d’'un hexagone droit. On obtient alors la relation trigonomé-
trique suivante

Si,n+15j,m+1
SiSj

cosh(¢;) = (Ck + €iCj) — Cin+1Cj,ma1 » 1<i< j<3.

THEOREME 3.3. — Pourtoutn,m € N*,ona
g:fa’rl.m< il{m' l€ i< ]$3

Pour la démonstration cf. [Bar96).

Ainsi g}2, | est la plus courte géodésique ayant 2n cordes dans les familles g’/

et hiJ,
3.3. Généralisation

THEOREME 3.4. — Soit g une géodésique fermée zygomorphe. Alors g peut étre dé-
composée en une suite de courbes fermées, chacune homotope a une géodésique de la fa-
milleg'/ ou h'J.

Démonstration. — Supposons que g ait 2n cordes. Notons d; = 1;,... ,f; un
demi-chemin de g tel que d; U o(d)) soit une bonne succession de g.
Si n = 2, on voit aisément que g = g, i, j = 1,2, 3 distincts.
Sin=3,alorsg= g;_’l oug= hi'jl, i, j =1,2,3distincts.
Soit n3. Supposons que la bonne succession ci~dessus soit décomposable en une suc-
cession de courbes ¢, ... , ¢;, chacune homotope a une géodésique de la famille g'/ ou
h'J, notées respectivement g,... , g-. Notons d = d; U t,.;. Alors do U o(d) est ho-
motope a une géodésique g’ ayant 2(n + 1) cordes. Montrons que g’ est aussi décom-
posable en une succession du type décrit ci-dessus. Supposons que g = g,,. Notons
d; = thel-(u+v)s--- » In 1€ chemin inclus dans 4 tel que d, U o(d,) est homotope 2 g; et
1, est sur la patte y j. On construit alors le chemin d; = d; U ..

1. si t,, se trouve aussi sur la patte y ;, alors d, U o(d;) est homotope a
= ol
&= gu,u+l'
2. si t,,) Se trouve sur une autre patte, alors deux cas se présentent

(a) siv=1,alors d; U o(d;) est homotope a g, = hiK,.

(b) si v, notons f = fyi1-(u+v)s.-- s In-1- Alors f U o( f) est homotope a g, =
g,i,.j,,_l et (1, U tp.1) UO (2, U tyh,) esthomotope au nouvel élément g, = gI{ 'l"
oug=# j.
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Dans le cas ol g, = h,’,, la démonstration est similaire. O

THEOREME3.5. — Sil<{ m< n-2etl1 i< j< 3,alors

8:.{1 < g:zj—m—l.l + 8;:.1 lsmgn-2.

Démonstration. — Cette démonstration se décompose en deux parties. Dans la
premiére partie, on montre que

. 1 1 ;;
%(ck+ cicj) < cosh(zg,',’_m_l_l) cosh(-z—g:,f,l)

i

puis dans la seconde, on montre
. 1 gj . 1 ij
Cin€j < sinh Eg”"""“ sinh Eg’"'l .

Pour plus de détails cf. [Bar96] O

Ainsi gf,’;,_l est la plus courte géodésique zygomorphe ayant 2n cordes.
4. Géodésiques non zygomorphes

THEOREME 4.1. — Soit g une géodésique non zygomorphe. Alors il existe au moins
une géodésique zygomorphe plus courte que g (ayant le méme nombre de cordes que g).

Démonstration. — La géodésique g a un nombre pair de cordes. Nous pouvons
donc la scinder-en deux demi-chemins ¢ et ¢c; ayant le méme nombre de cordes. Comme
g est non simple, le demi-chemin ¢;, i = 1,2 ne peut pas étre uniquement sur une seule
patte de Y. Notons g;, la géodésique (non fermée) homotope a c;, i = 1,2. Supposons
que g; soit plus courte que g. Alors la géodésique g; U 0(g)) est pluscourtequeg. O

CONCLUSION 4.2. — g},z_l_l est la plus courte géodésique fermée sur Y ayant 2n
cordes.
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