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SUR LES POLYÈDRES DE RANG 2

Sylvain BARRÉ

Considérons une variété riemannienne M à courbure négative ou nulle. À tout
vecteur v e TM, on peut associer un entier noté rang(v) qui est égal à la dimension de
l'espace des champs de Jacobi parallèles le long de la géodésique définie par v. Le rang de
M est le minimun de tous les rang{ v). Il y a une dizaine d'années, W. Ballmann démontre
(voir [BurS]) que si M est irréductible et de rang ^ 2 alors, le revêtement universel M
de M est un espace symétrique. Considérons maintenant un complexe simplicial fini P
de dimension 2, dont les faces sont réalisées par des triangles euclidiens. Supposons ce
complexe sans bord et à courbure ^ 0 (i.e. il n'y a pas de cône plongé à courbure > 0).
On dira que ce polyèdre P est de rang ^ 2 si tout germe de géodésique est contenu dans
un germe de plat. On démontre alors le théorème suivant (voir [Bal]) :

THÉORÈME 1. — Si P est un polyèdre de rang ^ 2, alors P est un immeuble de
Tits.

Les immeubles de Tits apparaissent donc ici comme les analogues singuliers des
espaces symétriques de rang ^ 2. Il y a alors deux motivations pour pousser plus loin
l'étude des polyèdres de rang 2.

D'une part, la théorie des espaces symétriques nous dit qu'un espace symétrique
de rang ^ 2 est le quotient d'un groupe de Lie G par un sous-groupe compact maximal
K. En particulier, un espace symétrique est homogène. Du côté singulier, certains im-
meubles de Tits euclidiens de rang 2 sont associés à des groupes de Lie p-adiques. Par
exemple, SL^{Q2) opère fortement transitivement sur un immeuble triangulaire d'ordre
2 (les faces de cet immeuble sont des triangles équilatéraux et une même arête est in-
cidente à trois faces). Mais il existe des immeubles exotiques, c'est-à-dire qui ne soient
associés à aucun groupe de Lie p-adique. Par exemple, la plupart d'entre eux ne sont pas
homogènes (i.e. n'admettent pas de groupe qui opère transitivement sur l'ensemble de
leurs sommets). On peut se demander alors si tout immeuble qui admet un quotient
compact est classique. Dans cette direction, dans [CMSZ], il est donné des exemples
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d'immeubles triangulaires d'ordre 3 exotiques qui admettent un sous-groupe d'isomé-
tries qui opère simplement transitivement sur les sommets. Mais on peut encore aller
plus loin. Un immeuble classique admet un action fortement transitive d'un sous-groupe
d'isométries (i.e. une action transitive sur les couples (chambre c appartement) ). Vient
alors la question ; le revêtement universel d'un polyèdre de rang 2 admet-il une telle ac-
tion? Dit autrement : est-il associé à une paire (B, N) (voir [Bro])? Et plus simplement,
un tel immeuble est-il nécessairement homogène? Nous avons obtenu un exemple qui
répond par la négative à toutes ces questions.

La seconde motivation se trouve dans la théorie des groupes. J. Tits a introduit
ses immeubles pour comprendre certains groupes classiques. Par exemple, savoir que
SZ,2 (2) opère sur un arbre, donne bien des informations sur ce groupe. Certains groupes
finis simples exceptionnels sont aussi réalisés comme sous-groupes d'isométries d'im-
meubles bien choisis. Plus récemment, un autre intérêt pour ces groupes est apparu. On
savait que SI3 (1) ou SI3 (Qp) ont la propriété (T) de Kazdhan. Et il y a peu, A. 2uk a dé-
montré que plus généralement, le ni d'un polyèdre de rang 2 avait aussi cette propriété
(qu'il soit classique ou non). Ainsi, le TTI d'un polyèdre de rang 2 est un groupe intéres-
sant, d'autant plus s'il est exotique.

Dans une première partie, on décrit diverses méthodes pour construire des im-
meubles exotiques, suivant les valeurs décroissantes de l'ordre q ( q + 1 étant le nombre
de faces incidentes à une même arête). Dans la seconde partie, on se place dans le cas
q = 2 et on montre qu'il est possible de construire des immeubles dont les boules de
rayon deux sont prescrites. Enfin, la dernière partie presente un polyèdre exotique qui
répond à bien des questions.

1. Comment construire des immeubles exotiques

On se limite au cas des immeubles triangulaires. Dans [Ba2], on décrit comment
sont construits tous les immeubles triangulaires. Plus la géométrie locale sera complexe,
plus le caractère non classique va pouvoir se localiser. Rappelons que le link en un som-
met d'un immeuble triangulaire est le graphe d'incidence d'un plan projectif. On dé-
montre que quel que soit le plan projectif, il est possible de créer un immeuble qui le réa-
lise comme link. Voilà la manière la plus simple de fabriquer des immeubles exotiques,
mais au prix d'une grande complexité locale (le plus petit plan projectif exotique contient
au moins 9 points). Dès q ^ 4, il existe plus de bijections sur un ensemble à quatre élé-
ments que de transformations affines d'une droite comportant quatre points, et ce fait
entraine l'existence d'immeubles qu'on qualifie de non réguliers. Cette propriété de ré-
gularité est vérifiée par les immeubles associés à une paire (B, N) et se localise au voisi-
nage d'une arête.

Pour q = 3, il faut regarder globalement les boules de rayon 2 pour voir appa-
raître le caractère non classique (voir [CMSZ]). Rappelons que le bord à l'infini d'un im-
meuble triangulaire est, comme les links, le graphe d'incidence d'un plan projectif. Dans
le cas des immeubles classiques, ce plan projectif est classique (i.e. obtenu à partir d'un
corps). Rappelons encore que la propriété de Desargues distingue les plans projectifs
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classiques des autres (qualifiés d'exotiques). C'est précisément cette propriété du plan
projectif à l'infini que nous parvenons à percevoir à des niveaux finis. Ainsi, nous pou-
vons construire, dès q ^ 3, des boules de rayon 2 qui nient la propriété de Desargues ;
c'est-à-dire qui impose au plan projectif à l'infini de ne pas vérifier cette propriété, donc
de ne pas être classique.

Il reste le cas q = 2, le plus simple localement. Le link est alors associé au plan pro-
jectif P2(F2), il est représenté sur la figure 1. Ce graphe comporte 14 sommets : 7 points
et 7 droites et il est régulier de valence 3 : il y a 3 points sur chaque droite et par un point
passent 3 droites.

Figure 1

On démontre que dans ce cas, pour parvenir à nier la propriété de Desargues, il
faut regarder les boules de rayon ^ 3. L'étude des immeubles d'ordre 2 semble donc être
la plus délicate, bien qu'étant celle dont la complexité locale soit la plus simple.

2. Prescription des boules de rayon 2

Nous nous sommes beaucoup intéressés au cas q = 2. En particulier, nous avons
cherché tous les polyèdres à un sommet dans ce contexte. Je tiens ici à remercier G. Ro-
bert pour son aide dans ces calculs délicats. Nous en avons trouvé sept. Cinq d'entre eux
avaient déjà été obtenus dans [CMSZ] et malheureusement, on démontrera plus tard
que les deux nouveaux sont aussi classiques (ils ont des revêtements doubles communs
avec deux classiques). Bien sûr, cela n'arrêtait pas les recherches dans ce domaine, il fal-
lait passer aux polyèdres à deux sommets. Mais avant cela, influencé par les idées de
Swiçtkowski dans [S], je me demandais si le fait d'imposer que toutes les boules de rayon
deux soient identiques, dans le cas q = 2, n'impliquait pas que l'immeuble soit classique.
Nous avons obtenu, en particulier, le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — // existe une infinité non dénombrable d'immeubles triangu-
laires d'ordre 2 exotiques ayant un seul type de boules de rayon deux.

Ainsi, avoir un seul type de boule de rayon deux n'interdisait pas d'être exotique.
Mieux que cela, nous avons obtenu un résultat qui affirme qu'il est possible de prescrire
de façon quelconque les types de boules de rayon deux. Rappelons qu'il y a exactement
deux types de boules de rayon deux dans ce contexte (c'est un théorème de J. Tits). Par
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exemple, on peut construire un immeuble dont le bicoloriage donné par le type de la
boule de rayon deux, fournisse dans chaque plat un pavage hexagonal (voir la figure 2).

Figure 2

Peut-être existe-t-il un polyèdre à trois sommets dont l'un est d'un type et les
deux autres de l'autre et dont le revêtement universel soit comme décrit précédemment.

Mais puisque nous travaillons à la main, nous nous sommes d'abord intéressés
au cas des polyèdres à deux sommets. Nous avons obtenu un résultat très riche d'ensei-
gnements.

3. Un polyèdre exotique

Considérons un polyèdre à deux sommets. Appelons plan médian le lieu des
points équidistants de chacun des sommets. Il s'agit d'un graphe dont les arêtes sont
bicolorées suivant leur correspondance avec un arête du link d'un sommet ou de l'autre.
L'idée initiale était de considérer des revêtements doubles de polyèdres à un sommet, de
les couper suivant leur plan médian et de les recoller ensuite différemment en mélan-
geant éventuellement les briques (ou 1/2 revêtements doubles) correspondant au corps
Q2 avec celles correspondant au corps F2((f )). Dans [Ba3], on décrit ces exemples, mais
on ne sait pas encore (il faudrait aller voir la boule de rayon 4) si tous les exemples obte-
nus sont ou non classiques.

Nous avons alors cherché parmi les polyèdres qui ne sont pas revêtements dou-
bles. Pour s'assurer de cette propriété, nous nous limitons aux polyèdres à deux sommets
dont le plan médian n'admet pas d'automorphisme qui échange les couleurs. (Rappe-
lons qu'un revêtement double est galoisien, ce qui implique que son plan médian admet
un tel automorphisme). Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant :

THÉORÈME 3. — II existe un immeuble triangulaire X, exotique d'ordre 2, qui
admet un quotient à deux sommets. Ces deux sommets n'ont pas mêmes boules de rayon
deux, et de plus TT\ (P) est d'indice fini (6 ou 12) dans le groupe des automorphismes de X.

Pour les immeubles associés à une paire (B,N), le sous-groupe des isométries qui
fixent un sommet est infini et non dénombrable {SL3 (Z2 ) par exemple). Pour le polyèdre
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que nous avons obtenu, la raison fondamentale qui impose un indice fini se trouve dans
l'arrangement des sommets noirs en plats parallèles dans X. La figure 3 représente avec
les mêmes conventions que dans [Ba2] le polyèdre P. À coté, on a représenté son plan
médian : il s'agit d'un cycle de longueur 6 d'une couleur et de trois arêtes de l'autre.

Plan médian

Figure 3

Sommet BLANC

Sommet NOIR
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