
Séminaire de Théorie
spectrale et géométrie

IGOR POTEMINE
Espaces symétriques p-adiques, mesures p-adiques et
transformations intégrales
Séminaire de Théorie spectrale et géométrie, tome 15 (1996-1997), p. 59-84
<http://www.numdam.org/item?id=TSG_1996-1997__15__59_0>

© Séminaire de Théorie spectrale et géométrie (Grenoble), 1996-1997, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Séminaire de Théorie spectrale et géométrie » implique l’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=TSG_1996-1997__15__59_0
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
1996-1997 (59-84)
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p-ADIQUES ET TRANSFORMATIONS INTÉGRALES

IgorPOTEMINE*
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Introduction

Ce texte de synthèse relatif à mes deux exposés au séminaire "Théorie Spectrale et
Géométrie" est destiné, tout d'abord, aux spécialistes en géométrie différentielle
qui s'intéressent à la géométrie p-adique. C'est pourquoi j'ai choisi un style plutôt
informel et une présentation descriptive de résultats ayant des analogies en cas
différentiel.

Classiquement, un espace affine localement symétrique est une variété diffé-
rentiable M de classe C°° dont le tenseur de torsion et les dérivées covariantes du
tenseur de courbure sont identiquement nulles. Un tel espace est dit globalement
symétrique si tout point p G M est un point fixe isolé d'une isométrie involutive
sp de M, Tout groupe de Lie compact et connexe est un espace globalement
symétrique (cf., par exemple, [He]).

En géométrie p-adique, on peut associer à un groupe réductif G sur Qp

un espace (analytique rigide) %G,P m u n î d'un recouvrement par des domaines
afRnoïdes connexes dont le "nerf est l'immeuble de Bruhat-Tits de G. On va
appeler H G p un espace symétrique p-adique pour G. On va considérer dans cet
article le cas G = PGL(n, Qp)

 l. Alors l'espace symétrique associé H™ est analogue

Classification math. : 11F85, 14M17, 26E30, 28A25, 32N15, 46F12, 51E24.
* subventionné partiellement par une allocation de recherche Kl AS M-97009
1ou, ce qui essentiellement le même, le cas G = SL(n,Qp)
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au double demi-plan de Poincaré C — R et a été étudié pour la première fois par
Mumford [Mum] et Drinfeld [Drl].

Après des rappels préliminaires concernant des immeubles, on définit une
projection PGL(n, Qp)-équivariante

sur l'immeuble de Bruhat-Tits X™ et on décrit la structure analytique rigide de
Hp comme donnée par les images inverses (A71)"1 des simplexes de X™ (en tout
cas pour n = 2). En utilisant les résultats de Drinfeld, Schneider et Teitelbaum
on montre ensuite que toute fonction (1-cocycle) harmonique c sur X£ définit une
mesure p-adique \ic sur le bord

£ ; = G/B

où B est un sous-groupe de Borel2 de G = PGL(n, Qp). Alors, d'une part, on peut
construire des fonctions modulaires (analytiques rigides) sur Hp en utilisant une
transformation intégrale

F(z) = f
G/B

avec un certain noyau K(x,z) qui sera appelé le noyau de Cauchy-Poisson. De
plus, on peut montrer que cette transformation intégrale est un isomorphisme
entre des espaces convenables de 1-cocycles harmoniques et des formes modulaires
analytiques rigides. D'autre part, on peut construire explicitement une application
inverse qui est la composition de l'application de résidus avec l'isomorphisme de
Shimura p-adique.

Je remercie Alexey Pantchichkine qui m'a suggéré quelques corrections.

2Les sous-groupes de Borel sont conjugués les uns aux autres et on peut choisir pour B le
sous-groupe des matrices supérieures triangulaires.
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Demi-plan 3-adique

L'image réciproque des sommets de
l'arbre de Bruhat-Tits de PGL(2,Q3)

Couronnes : l'image réciproque des arêtes
de l'arbre de Bruhat-Tits de PGL(2,Q3)
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TAB. 1: Valuations discrètes non archimédiennes

63

valuation multiplicative

application
l'image est

(i) |a|p = 0

(ii) |0b|p =

(iii) |a + 6|p

| • |p : Kp -+ M>0 dont
discrète et telle que

\a\,K

< max(|a|p, K)

valuation additive

application surjective vp : Kp —> ZU
{—00} telle que

(i) vp{a) = -00 ^ a = 0

do „„(«&) = „„<«)+,,,(&)
(iii) i/p(a + 6) > mm(vp(a),vp(b))

Isocélie des triangles p-adiques. Il s'ensuit de Vinégalité de triangle non ar-
chimédienne (iii) ci-dessus que si \a\p < \b\p alors

Par conséquent, tous les triangles dans Kp sont isocèles (cf. [Kol], 1.2).

1. Corps locaux

Soit Kp un corps local, c'est-à-dire un corps muni d'une valuation discrête
| • |p et complet pour cette valuation tel que le corps résiduel est fini.3 On note

Op = {a G Kp | |a|p < 1} = {a € Kp \ up(a) > 0}

l'anneau de valuation,

= {a G Kp \ \a\p < l} = {a G Kp \ i/p(o) > 0}mp

son idéal maximal, kp = Op/mp le corps résiduel et g = Jjfcp. Pour une valuation
additive vp on définit une valuation multiplicative associée | • |p par la formule
|a|p = q~v^a\ L'idéal mp étant principal, on note wp une uniformisante de Kp

(i.e. générateur de mp). Tout élément de Kp est de la forme ^2 ak^p où

ûjt € Fq pour tout k.

3Un tel corps est de dimension 1 et localement compact. On ne considère pas ici la notion
plus générale d'un corps local dont le corps résiduel n'est pas fini.
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PROPOSITION 1.1. — Tout corps local est le complété (par rapport à une
valuation discrète) d'un corps de nombres (Le. d'une extension algébrique fi-
nie K/Q) ou d'un corps global de fonctions (Le. d'une extension séparable finie
K/¥q{T)).

Ex AMPLE 1.2. — 1) Kp = Qp le corps des nombres p-adiques, Op = Zp,
mp = pZp et kp = Z/pZ où la valuation | • \p est définie par la formule

K
en supposant que p ne divise ni a ni b.

i«oo

et kp =¥q.

2. Immeubles

2.1. Complexes de Coxeter

On donne dans cette section un aperçu sommaire de la théorie générale
des immeubles (voir [BT], [Br], [Ro]). Soit W un groupe engendré par un sous-
ensemble S d'éléments d'ordre 2. On note £(W,S) l'ensemble partiellement or-
donné des co-ensembles spéciaux w(S') où w G W et S' C S tel que

B < A si B D A.

Un élément w G W s'appelle réflexion s'il est conjugué à un élément s € S, i.e.
si w = vsv*1 pour certain v G W. Soit H un ensemble (dont les éléments sont
appelés les murs) tel qu'il existe une correspondance bijective

H —» {ensemble des réflexions}, H \-> sH.

Le groupe W opère sur Y,(W,S) de telle façon que sWH = WSHW"1. Les éléments
maximaux de E(W, 5) s'appellent les chambres.

EXEMPLE 2.1. — Soient V un espace euclidien, H un ensemble fini d'hyper-
plans de V et W le groupe engendré par les réflexions correspondantes (groupe de
Weyl). Supposons que

Hen
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c'est-à-dire, W opère sur V sans points fixes. H définit une décomposition cellu-
laire de V qui est un éventail simplicial. Les composantes connexes de V — |J H
s'appellent les chambres. HÇH

On veut modeler le cas général sur cet exemple. Dans ce but, on veut que
les éléments de W soient semblables aux réflexions. En particulier, on suppose
que les images des demi-espaces par les éléments de W sont également des demi-
espaces. Afin d'assurer ceci, on suppose qu'il y a une action de W sur H x {±1},
v •"•> Pu) telle que tout s E S opère de la manière suivante :

? s i s = s "
,e) sinon.

DÉFINITION 2.2. — Les conditions ci-dessus étant vérifiées, on appelle W
un groupe de Coxeter (groupe de réflexions généralisé), (W, 5) un système de Coxe-
ter et S (W, S) un complexe de Coxeter.

Un immeuble A est un complexe simplicial muni d'un système exhaustif de
sous-complexes dits appartements satisfaisant les conditions suivantes :

(BO) tout appartement S est un complexe de Coxeter ;

(Bl) pour deux simplexes arbitraires A, B G A il existe un appartement S conte-
nant A et B ;

(B2) pour deux appartements arbitraires E, S' il existe un isomorphisme préser-
vant A et B ponctuellement.

Deux types d'immeubles joueront un rôle important pour nous. Un im-
meuble est dit euclidien si ses appartements sont des espaces vectoriels euclidiens.
Or un immeuble est sphérique si tous ses appartements sont de diamètre fini. Cette
dernière notion nécessite, peut-être, une explication. On dit que deux chambres
sont adjacentes si elles ont une face commune de codimension 1. Bien naturel-
lement, une galerie (ou une enfilade) est une suite des chambres adjacentes (les
allers et retours sont possibles). En outre, une distance combinatoire entre deux
chambres est la longueur d'une galerie la plus courte. Finalement, le diamètre d'un
complexe de Coxeter équivaut au supremum des distances combinatoires entre ses
chambres.

2.2. Immeuble euclidien de PGL(n,2fp)

On considère un espace vectoriel Vp de dimension n sur un corps local Kp

et muni de la topologie naturelle p-adique. Un réseau A dans Vp signifiera un
C?p-module libre de rang égal à n. On pose4

4on verra plus tard que cette définition ne dépend que de n et (du nombre d'éléments q) du
corps résiduel kp
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lp = {classes des réseaux semblables dans V}. (2.1)

Pour un réseau A il y a exactement n — 1 classes d'équivalence5 strictement entre
A = (e ! , . . . , en) et wpA d'après le théorème des diviseurs élémentaires (la forme
normale de Smith). En effet, toute matrice sur un anneau intègre euclidien est
équivalente à une matrice diagonale (en utilisant des transformations élémentaires
unimodulaires) de telle façon que tout élément sur la diagonale principale divise un
élément suivant. La version de ce résultat pour les réseaux s'ensuit immédiatement.
Par conséquent, on a :

znpAc An_! C . . . C Ax C A

où

An_1 = <C1,t*7pC2,.--,t*7pCn>

Ai = <Cn--->Cn_ l îtZ7pen>

représentent des classes d'équivalence des réseaux strictement entre A et wpA. Un
sous-ensemble a ={[Ao], [Ai],. . . , [Ajt-i]} G Z™ s'appelle simplexe si k < n et on a

wpA0 C Afe_i C . . . C Ai C Ao.

Ainsi. Ip est un complexe simplicial. Introduisons une métrique p sur X" par
p([A], [A']) = k dans le cas où

rofAcA'cA, A^A' et m*'1 A £ A'

On peut montrer facilement que 1™ est, en fait, un immeuble euclidien6 ap-
pelé un immeuble de Bruhat- Tits dont les appartements sont les espaces vectoriels
de dimension n — 1. L'immeuble de Bruhat-Tits de dimension 1 est dit Y arbre et
l'immeuble en dimension 2 sera appelé la toile de Bruhat-Tits.

2.3. Propriété de jonction

II y a une propriété importante décrivant les links et donc également les
étoiles des sommets de l'immeuble de Bruhat-Tits. On rappelle que V étoile (fer-
mée) stAP d'un sommet P d'un complexe simplicial A est la réunion des sim-
plexes fermés contenant F . De plus, Y étoile ouverte st°AP d'un sommet P e A

5ne pas confondre avec des classes de similitude comme ci-dessus
6il existe, de plus, un coloriage naturel de l'ensemble de ces sommets si on considère Z™ comme

immeuble de SL(n,/Cp)
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est la réunion des simplexes ouverts dont les adhérences contiennent P. On dit
qu'un simplexe a est joignable à un autre o1 s'il existe un simplexe de dimension
supérieure qui contient à la fois a et a'. Alors le link lkAcr d'un simplexe a est
un sous-complexe de A formé de simplexes disjoints de a et, en même temps,
joignables à a.

Propriété de jonction ([Br], ch. 3, sect. 8C) : le link de n'importe quel som-
met de l'immeuble de Bruhat-Tits de PGL(n, Kp) est le complexe des drapeaux
Drap(F l"1(Fç)) de l'espace projectif Pn-1(Fg) sur le corps résiduel fini kp = ¥q

(l'immeuble sphérique de type An_i).

Or le complexe des drapeaux de Fn~1(¥q) se construit de la façon suivante. Les
sommets sont des sous-espaces V C P7l~1(Fg), les arêtes sont des drapeaux V2 C V2

etc.

2.4. Arbre de Bruhat-Tits

II s'ensuit immédiatement des considérations ci-dessus que l'immeuble de
Bruhat-Tits de PGL(2,Kp) est un arbre régulier ayant tfP^F,) = q + 1 rayons
dans toute étoile, c'est-à-dire, q + 1 arêtes sortant de n'importe quel sommet. En
effet, d'après la propriété de jonction, le link de n'importe quel sommet P est le
complexe des drapeaux de P1 (¥q ) de dimension 0 dont les sommets correspondent
aux points de P1(Fj?).

fîg. 1: Arbre de Bruhat-Tits de PGL(2,

2.5. Étoiles sur les toiles

D'après la même propriété de jonction, le link de n'importe quel sommet
de la toile de Bruhat-Tits de PGL(3, Kp) est le complexe des drapeaux de P2(Fg).
Comme le plan projectif ¥2(¥q) contient q2 + q + 1 points et q2 + q + 1 droites il
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y a 2(g2 + q + 1) sommets sur notre toile. De plus, tout point se trouve sur q + 1
droites différentes et toute droite contient q + 1 points. Donc le nombre des arêtes
de 11 est égale à (q + l)(ç2 + q + 1).

fîg. 2: Le link d'un sommet de la toile de Bruhat-Tits de PGL(3,Q2)

Une étoile stT3 P se construit immédiatement comme le "cône" sur le link
décrit ci-dessus.

2.6. Immeuble à l'infini et compactification de Borel-Serre

II existe une compactification topologique naturelle 2£ de l'immeuble de
Bruhat-Tits J™ dite la compactification de Borel-Serre telle que le bord

est l'immeuble à l'infini Zpi00 défini par Tits.

Soit 1 un immeuble euclidien. Deux rayons r et s appartenant à 1 sont dits
parallèles si les distances

{d(x,s) | xev} et {<%,t) | y e s}

sont bornées. Une classe de rayons parallèles est appelée un bout de J . On veut
montrer que l'ensemble des bouts I^ est un complexe simplicial. Une cellule
conique x + V de I est un sous-ensemble d'un certain appartement S e l qui est
une translation par x d'une cellule V de S en tant que complexe de Coxeter (cf.
[Br], VI.6, VI.8). Pour toute cellule conique x + V on définit sa face à l'infini V^
comme le sous-ensemble des bouts tels que x + V contient un rayon ouvert (x, b)
pour tout b € Zoo- Finalement, un sous-ensemble des bouts a^ € X^ est appelé
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un simplexe s'il est une face à l'infini d'une cellule conique. On peut montrer que
Zoo est un immeuble sphérique dont les appartements correspondent bijectivement
aux appartements de X. La réunion X JJ Zoo a une structure naturelle d'un espace
topologique compact [BS]. Alors la procédure qui consiste à ajouter l'immeuble à
l'infini à X sera appelée la compactification de Borel-Serre de X.

Il arrive que l'immeuble à l'infini de l'immeuble de Bruhat-Tits X™ est un
complexe des drapeaux Drap(Pn~1(JRrp)). En particulier, l'immeuble à l'infini de
l'arbre de Bruhat-Tits est la droite projective ¥l{Kp).

3. Construction de Goldman-lwahori

3.1. Espace des normes p-adiques

DÉFINITION 3.1. — Une fonction a : Vp -> R>0 est appelée une norme si

(i) a(u) = 0 & u = 0 ;

(ii) a(au) = |a|pa(iz) pour tous a G ifp, u G Vp ;

(iii) a(ux +u2) < max(a(u1),a(tt2)) pour tous u1^u2 € Vp.

Une norme a est dite entière si logg(a(tt))EZ, en outre, a est dite rationnelle si
logg(a(u)) G Q pour tout u G Vp\{0}.

PROPOSITION 3.2. — ([GI], Prop. 1.1) Soit a une norme sur V. Alors il
existe une base {e^} de V et des nombres réels positifs ri tels que

On dit que a est canonique par rapport à une base (eX ) . . . , en) et on note
l'espace des classes d'homothétie des normes p-adiques sur Vp. De plus, notons
Af(Vp)q (resp. M{Vp)i) l'espace des classes d'homothétie des normes rationnelles
(entières) sur Vp.

3.2. Disques, normes et réseaux

On associe à un réseau A = (e l 5 . . . , e n ) une norme entière aA définie par
la formule

Pour deux réseaux homothétiques À et aA on a :



70 I. POTEMINE

pour tout u e Vp et, en particulier,

II est utile de remarquer que le réseau A est un disque de rayon 1 pour la norme
associée aA.

3.3. Métrique sur Af(Vp)

Pour deux normes a,/? G N(Vp), on pose

_ / a(u)\ . / . ,
= log sup -)-(• - log inf

(cf. [Drl], §6 ; [DH], Ch. 3, §3). Il est aisé de vérifier que ceci définit une métrique
sur les classes d'homothétie des normes p-adiques. Pour un réseau A on en déduit
facilement que

p(a, aA) = log ( sup a(u) ) - log ( inf a(u) ) . (3.3.1)

PROPOSITION 3.3.1. — ([GI], Sect. 2) L'espace Af(Vp) est complet, locale-
ment compact, connexe par arc et contractible.

3.4. Isométrie entre Znm> et Af(Vv)

On note 1™™ C fj [0,1] la réalisation géométrique de l'immeuble XV;.
[A]€2?

Pour tout simplexe a ={[Ao], [Ai],. . . , [A*-i]} € 1%, sa réalisation géométrique
est donnée par la formule :

fc-i fc-i

[A,l' 0 < *[Ai] < 1, et
2=0 2=0

De plus, notons J £ Q le sous-ensemble des éléments de Z£R dont les coordonnées
baricentriques {£[A]} sont rationnelles. Le sous-ensemble I™% de X^K avec les
coordonnées entières correspond bien naturellement à l'ensemble des sommets de
l'immeuble 1™.

PROPOSITION 3.1. — ([Drl], §6 ; [DH], ch. 3, th. 2.2) Une application
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telle que

est une isométrie préservant les structures rationnelles et entières.

4. Demi-plans p-adiques

4.1. Corps de Tate et demi-plans de Drinfeld

Une valuation p-adique sur Kp se prolonge d'une façon unique sur sa clôture
algébrique ~Kp. D'après le fameux théorème de Krasner [Kol, ch. III, th. 13] le

complété Cp = Kp, dit le corps de Tate reste algébriquement clos. Il découle
de l'isocélie des triangles p-adiques que tout point intérieur de n'importe quel
disque D(a,ra) C Cp est son centre. Par conséquent, deux disques dans Cp sont
disjoints ou emboîtés. Donc le corps de Tate est totalement discontinu et la théorie
des fonctions analytiques dans le sens classique ne marche pas bien puisque, par
exemple, il n'y a pas de prolongement analytique. Heureusement, cette difficulté
peut être surmonter en utilisant l'analyticité au sens de la géométrie rigide ou bien
au sens de Krasner [Ko2].

L'espace symétrique p-adique Hp = Cp — Kp analogue au double demi-plan
de Poincaré C - R a été considéré pour la première fois par Mumford [Mum]. C'est
un espace analytique rigide sur Cp qui ne provient pas d'une variété algébrique.
Puis Drinfeld ([Drl], §6) a construit pour tout n > 2 les analogues supérieurs H™
comme les espaces projectifs sur Cp privés des hyperplans à coefficients dans Kp :

yn _ p i - i (c p ) _ {tous les hyperplans ifp-rationnels}.

Faisons une remarque triviale : si z = (z0 : ... : zn_l) est un point de H™ toute
coordonnée zi est différent de zéro. En effet, dans le cas contraire zi = 0 le point
z appartiendrait à l'hyperplan Kp-rationnel Xi — 0. Par conséquent, on peut
considérer Wp comme un sous-espace de l'espace affine An~1(Cp) en posant, par
exemple, z0 = 1. De plus si z0 = 1 aucune autre coordonnée n'appartient à Kp. En
effet, en supposant zi 6 Kp pour i > 0 on obtient que le point (1 : zx : . . . : zn_1)
appartient à l'hyperplan Kp-rationnel Z^Q — Xt = 0. Par conséquent, ceci définit
un plongement

On va identifier W" avec son image par tn.
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4.2. "Axe imaginaire9' p-adique (n = 2)

DÉFINITION 4.2.1. — Pour z G Cp on définit sa valeur imaginaire (ou ir-
rationnellé) 3m(z) comme la p-distance de z à Kp :

3m(z)= inf | z - a | p .

On dit de surcroît que z est 'purement imaginaire si 3m(z) = |z|p. Alors, Vaxe ima-
ginaire p-adique 3m(Cp) est l'ensemble des éléments purement imaginaires de Cp.

Il est évident que 3m(Cp) C Hp U {0} et il est à notre portée maintenant
de décrire complètement Taxe imaginaire en termes de la valuation p-adique. On
note

l'anneau des entiers de Cp,

son idéal maximal et

le corps résiduel. On va également utiliser la notation suivante

Finalement, pour tout z € Cp on note ~z G Fg son résidu modulo mc .

PROPOSITION 4.2.2. — L'axe imaginaire p-adique consiste en trois en-
sembles de nature différente :

Dm(Cp) = 3mQ_2 ] J (J JReSi(F9 - ¥g)

OÙ

3 _ z = {z G

pour

Fff - Fff) = {z G 3m(Cp) | i/p(z) = letz£uwl
p mod mg\ Vu G ¥q}.

Preuve. Le fait que 3rriQ_z C Hp découle immédiatement de Pisocélie des tri-
angles p-adiques. En supposant que vp{z) = / G Z, il est également clair que
3xn(z) = \z\p si et seulement si l'on ne peut pas présenter z sous une forme uwl

p

où \zf\p < q-K
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En particulier, l'ensemble des unités imaginaires p-adiques

3mUnits = Vtzso(¥q - ¥q) = {z e 3m(Cp) \ 3m{z) = \z\p = l }

= {zE3m(Cp) | \z\p = l et z G

appartient à 3m{Cp) (cf. [DH], ch. 3, prop. 5.2 (4)).

4.3. Projection sur l'immeuble de Bruhat-Tits

PROPOSITION 4.3.1. — ([DH], ch. 4, prop. 4.2) L'application

A . ftp —> -t-PjQ

définie par

__ fclasse d'homothétie de la norme
* - ( * i - " ' » - i ) ^ \ A ï ( u ) = |u1+ti2*1 + . . . + tiBzI1_1|

est surjective et PGL(n, Kp)-équivariante.7

Remarquons que l'image de Xn appartient à l'espace des normes rationnelles car
^p (z) € Q pour tout z E C*. Comme cette projection est PGL(n, Kp)-êquivariante
il suffit de calculer la distance de A" au réseau standard Op afin de comprendre
la structure analytique rigide des demi-plans de Drinfeld. On donne ci-dessous un
calcul dans deux cas simples.

PROPOSITION 4.3.2. — (i) Si logg(|zjp) g Z pour tout l<i<n-let

pour tout j T̂  i alors on a

(mamax |^ | p ) - logg (min

n - l
(ii) Sur le polydisque standard P(0,1) = \\ Z)(0,1) G Cp on a

t=i

7le groupe PGL(n,Kp) opère de la façon naturelle sur ?£p aussi bien que sur l'immeuble de
Bruhat-Tits XV:
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Preuve, (i) Voir ([DH], ch. 3, la fin de §5). (ii) D'après (3.3.1) on a :

Il est clair que
sup A£(u) = 1

puisque

|ti! + lia^i + • • • + unzn_x\p < max (|Ul|p,

et A,((l ï0,0, . . . ,0)) = l.

4.4. Structure analytique rigide (n = 2)

4.4.1. Domaines affinoïdes connexes dans Cp.

On adopte dans cette section une notion naïve d'un espace analytique rigide
largement suffisante pour notre but modeste. Un espace analytique rigide est un
espace topologique (au sens de Grothendieck) muni d'un recouvrement par des
domaines affinoïdes connexes. Or un domaine affinoïde connexe dans notre cas
est tout simplement un disque p-adique fermé privé d'un nombre fini de disques
ouverts plus petits ou, généralement, le complémentaire dans P1(CP) d'un nombre
fini (non nul) de disques ouverts.

fig. 3: Domaine affinoïde connexe dans Cp

4.4.2. Unités imaginaires comme domaine affinoïde standard.

PROPOSITION 4.4.2.1. — ([DH], ch.3, prop. 5.3) Une distance de Xz au
réseau standard Op est égale à :

- 1 ( * « ( J m ( z ) ) si\z\p<l
-\0%q (3m(l/z)) sinon
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II résulte de cette proposition que

A - 1 ^ ) =3mUnits.

De plus, en choisissant une section s : ¥g -> Cp telle que

5(0) = 0 et z = s(z) (modm^J,

on obtient

75

(voir fig. 3 pour g = 4). Généralement, pour tout c G [0,1) l'image réciproque
du disque fermé D(Op,c) (c'est une partie de l'étoile de l'arbre de Bruhat-Tits
correspondant au réseau standard) est aussi un domaine affinoïde connexe :

II en résulte également que l'image réciproque d'une arête ouverte sortant de Op

et correspondant à £ G Pa(Fg) est une couronne Z?~(s(É)> 1) — D(s(^),q~l).

4.4.3. Domaines fondamentaux et étoiles affinoïdes.

Le groupe PGL(2,ÜTp) agit naturellement sur l'arbre de Bruhat-Tits et sur
le demi-plan p-adique. Il est facile de voir que le domaine fondamental est un
intervalle [P, Q) pour tout couple de sommets adjacents P = [A0],Q = [A2] de
Tp = Xp (cf. [Te3], Part I). La projection À : Hp —> 7^,Q étant équivariante, il
est également clair que l'image réciproque du domaine fondamental de l'arbre de
Bruhat-Tits est le domaine fondamental du demi-plan p-adique.

fig. 4:
adique

Domaines fondamentaux de l'arbre de Bruhat-Tits et du demi-plan p-
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De plus, l'image réciproque d'une étoile ouverte de 7^,Q est la réunion dis-
jointe de domaine affinoïde connexe et de (q + 1) couronnes.

fig. 5: Étoile de l'arbre de Bruhat-Tits et étoile affinoïde

5. Distributions et mesures p-adiques

5.1. Groupe de caractères p-adiques

Les mesures p-adiques bornées ont été définies par Mazur [MSD] et Manin
[Ma]. Ultérieurement, leur construction a été généralisée par Amice-Vélu [AV] et
Vishik [Vi]. On suppose ici que K = Q et on utilise la notation traditionnelle Cp
pour le corps de Tate relativement à un entier premier p.

Soit 5 un ensemble fini d'entiers premiers, p G S. Alors on pose,

Zs = lim
JV,supp NCS

l'anneau des nombres 5-adiques et

Il y a une décomposition suivante :

caractères modérés

X(Z*S) = ?) xX(Up) (5.1.1)
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où on a posé

={ J«={4
Les éléments de X(UP) sont appelés les caractères sauvages et il existe un isomor-
phisme :

H> : X(Up)^D-(l, 1) = {z G q | \z - l|p < l} .

Alors, X(Z*S) est un groupe Cp-analytique de Lie (compact et totalement dis-
continu). D'après (5.1.1) c'est la réunion disjointe d'un nombre fini de disques
ouverts.

5.2. Mesures de Mazur

DÉFINITION 5.2.1. — (Mazur, [AV], II.2) Soient -Run anneau topologique,
A est un iî-module et Y un espace topologique profini (compact et totalement
discontinu). Une distribution /i sur Y à valeurs dans A est une fonctionnelle
linéaire

fi : Locan(Y, R) -> A

où Locan(Y, R) désigne l'espace des fonctions localement analytiques sur Y à va-
leurs dans R. Une distribution s'appelle une mesure bornée ou une mesure de
Mazur si \i se prolonge continûment à l'espace Cont(Y, R) des fonctions continues
sur y . On s'intéresse ici à l'espace des distributions Dist^ZJ) sur Locan(Z£,Cp)
à valeurs dans Cp.

On peut considérer une mesure de Mazur sur Z£ comme une fonction fini-
ment additive des sous-ensembles ouverts-fermés / de Z£ en posant

où Xi e s t ^a fonction caractéristique de 7. Considérons des sous-ensembles ouverts-
fermés distingués :

où a G Z5 et m G N (on a utilisé la même lettre 5 pour le produit des nombres
premiers appartenant à S en tant qu'un ensemble). Alors pour toute mesure de
Mazur fi la propriété d'additivité finie est complètement déterminée par la formule :

b=amod

EXAMPLE 5.2.2. — Soient 5 = p, c un entier naturel et 0 < a < pn alors
la fonction

est une mesure bornée où les crochets désignent la partie entière d'un nombre
rationnel (cf. [Ma], §8, ex. 2).
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5.3. Intégration d'après Mazur

Choisissons un système de représentants Rm de (Z5/pmSZ5)* dans Z*s.
Alors pour toute distribution \i et toute fonction ƒ : Z*s —¥ Cp on considère une
somme de Riemann :

Finalement, on définit l'intégrale de ƒ sur Z*s par rapport à fi par :

= lim
m—*oo

pourvu que la limite existe et soit unique. Si /i est n'importe quelle distribution
et x € X(Z*S) C Locan(Zs) est un caractère, il est facile de vérifier que l'intégrale
est définie correctement.

THÉORÈME 5.3.1. — ([AV], prop. II.2.2 et II.2.3)

(i) L'application

/

définit un isomorphisme entre Vespace des distributions Distr(ZJ) et Vespace
des fonctions analytiques sur X(Z*S).

(ii) Une distribution \i € Dist^ZJ) est une mesure de Mazur si et seulement si la
fonction X*~* fz* X̂ A4 es^ analytique bornée sur X(Z*S).

5.4. Mesures non bornées et intégration d'après Amice-Vélu et Vishik

II n'est sûrement pas possible en général d'intégrer toutes les fonctions
continues sur Z*s par rapport à une distribution arbitraire. Néanmoins, on peut
se restreindre au cas des distributions correspondant aux fonctions à croissance
modérée sur X(Z*S).

DÉFINITION 5.4.1. — Pour tout h e N une distribution // G Distr(ZJ)
s'appelle une mesure h-admissible si elle se prolonge continûment à l'espace des
fonctions (h — l)-fois dérivables dont la dérivée (h — l)-ième est lipshitzienne.

THÉORÈME 5.4.2. — ([AV], prop. II.2.4 ; [Vi], th. 2.3) Une distribution
fi est une mesure h-admissible si et seulement si la fonction x *->• J z . X^f1 es^

o(logh(x)) surX(Z*s).
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Le logarithme p-adique :

n
7 1 = 1

converge sur un disque ouvert D (1,1). Pour deux fonctions analytiques f et g
sur 2?~(1,1) on dit que ƒ = o(g) si

lim Mf(r)/Mg(r) = 0.
- > l -

où pour tout 0 < r < 1 et pour toute fonction ƒ = ^2 bn(x — l)n on note par
n>0

iv2*fï"j = sup ƒ [ x ) n
 == maxfjoyi «7* J

lx—l|<r n

sa fonction module.

6. Formes automorphes, cocycles harmoniques et
transformations intégrales

6.1. Formes automorphes analytiques rigides

Soit F un sous-groupe discret de SL(2,QP) ayant un nombre fini de géné-
rateurs. Supposons que l'ensemble de ses points limites CT C P1(QP) est infini et
contient oo G P1(QP) (dans ce cas CT est compact).

DÉFINITION 6.1.1. — Une fonction analytique rigide ƒ : Up -> Cp holo-
morphe aux points limites de F est dite forme automorphe de poids k G Z si

7 ( ^ J ) r et VxeHp.

Notons Mfc(r) l'espace de ces formes.

6.2. Cocycles harmoniques

Soient T un arbre et M un groupe abélien. Alors on considère l'ensemble
Ar(T) des arêtes orientées de T.

DÉFINITION 6.2.1. — Une fonction c : Ar(T) -» M est dit un 1-cocycle
harmonique si

(i) 5Z c(e) = 0 (où e parcourt les arêtes orientées de l'étoile d'un sommet P)

(ii) c(ë) = —c(e) pour toute arête e et son inverse ë.

On note Char(T, M) le groupe abélien des 1-cocycles harmoniques sur T à valeurs
dans M.
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6.3. Théorème principal

On peut associer à £ un sous-arbre Tr de l'arbre de Bruhat-Tits tel qu'il
existe une bijection F-équivariante :

Cr «-» {bouts de 7^}

(cf. [GvdP, ch. I, §2], [Sch, sect 2]). Considérons la représentation naturelle W de
F sur l'espace vectoriel de dimension 2 sur Cp.

THÉORÈME 6.3.1. — (Drinfeld-Schneider ; [Sch]) II existe des isomorphis-
mes :

Mk+2(F) 2 U}>K(riSymkW) * Char(Tr,SymfcW0 s Distro(£r,Sym<W)

Le reste de la section est consacré aux constructions de ces isomorphismes. L'obser-
vation suivante jouera un rôle importante. Pour n'importe quelle arête orientée
e E Ar(7^) notons U(e) l'ensemble des bouts qui passent par e. Ces ensembles
sont compacts et ouverts et forment une base de la topologie de Cr.

Si fi € Distro(£ r, M) est une distribution à valeurs dans un groupe abélien
M telle que /i(£ r) = 0 alors le 1-cocycle harmonique associé c^ est définie de la
façon suivante :

La définition est correcte puisque

E c#.(e) = E vW) = »( U
(cf. [FvdP, V.2]). Il est aisé de voir que cette application JJ,*-Ï c^ est, en fait, un
isomorphisme entre Char(7^,M) et Distro(£ r ,M).

6.4. Application de résidus

Un isomorphisme

est une version p-adique de l'isomorphisme de Shimura bien connu en théorie des
nombres ([Sh], th. 8.4). Construisons maintenant un isomorphisme

HÎ>R(r, Sym* W0^C h a r (T r , Sym* W)

qui sera appelé Y isomorphisme de résidus. On va utiliser le théorème de Mittag-
Leffler suivant. Soit S G Cp un ensemble fini, alors une 1-forme différentielle u> sur
un domaine affinoïde

des
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admet une décomposition suivante dit de Mittag-Leffler :

t=o des z=i ^ a)

Alors on définit le résidu de u sur la couronne

Cd = D-id^r^) - D(d,rd)

comme
resCdo; = ad)1.

(cf. [CR, 5.3, 6.2], [FvdP]).

Soient maintenant UJ G Çl(Hp) une 1-forme différentielle sur Hp, P un som-
met de 7r et e i-> P une arête orientée de 7^. Alors A~1(e) est une couronne
appartenant à une étoile affinoïde A"1(sty-rP) et on pose

Comme

([Sch], prop. en sect. 2) on déduit que cu est un 1-cocycle harmonique.

6.5. Noyau de Cauchy-Poisson

Finalement on va décrire explicitement, d'après Teitelbaum [Tel], l'applica-
tion

inverse à la composition de l'application de résidus avec l'isomorphisme de Shi-
mura. Soit fic G Distro(£r,SymfcVV) est une distribution qui provient d'une 1-
cocycle harmonique c G Char(7^,SymfcW). Alors on peut montrer que /JLC est une
mesure /i-admissible sur un compact de type U(e) pour certain h ([Sch, pp. 228-
229], [Tel, prop. 9.4]). On peut donc intégrer (au moins) les fonctions localement
analytiques sur U(e) par rapport à //c. D'après Mazur, Tate et Teitelbaum [MTT]
on peut même intégrer les fonctions localement analytiques à l'exception d'un
pôle éventuel à l'infini sur P2(QP) ([MTT, §11], [Tel, sect. 2]). En particulier, la

fonction de x satisfait à cette condition et l'intégrale suivante
z - x

1 , , ,

z — x
P»(QP)
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est bien définie. Un calcul direct montre que pour tout 7 G SL(2,QP) on a :

( « + d)k (cz +
=7 2 — 70: z — x

où Pfc(x) est un polynôme de degré k. Or, d'après [Tel, Lemme 10 (2)] on a

Pk(x)dfxc = O
j

Par conséquent,
F(jz) = (cz + d)k+2F(z)

et donc F(z) est une forme modulaire analytique rigide de poids k + 2 [Tel, th. 3].

La fonction est appelée le noyau de Cauchy-Poisson pour le demi-plan p-
z x

adique.
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