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BILLARDS EN POLYGONES ET GROUPES FUCHSIENS

Eugene GUTKIN

1. Introduction

Soit P C RZ? un polygone, soit T* le flot de billard dans P. Le flot T agit sur
I'espace des phases, @ = P x S? réduit par I'équivalence usuelle, en préservant la me-
sure de Lebesgue. Pour quels polygones T est-il ergodique? Soit P I'espace de polygones
d’un type donné (par exemple, les polygones simples a2 n sommets), muni de la topolo-
gie naturelle. Alors I'ensemble £ C P des polygones ergodiques est un G5 dense ([16]).
Lespace P a une mesure naturelle, et que I'on normalise par x(P) = 1. On ne sait pas
si u(£) > 0, et on ne connait pas d’exemples de polygones P € £, méme pour le cas
de triangles. D’ailleurs les billards dans les triangles rectangles T' sont trés intéressants.
Ils correspondent au systéeme dynamique de deux particules élastiques dans un intervalle.
Les angles de T sont déterminés par le rapport m, /m, des masses des particules ([5]). Le
billard dans un polygone rationnel (dont les angles sont commensurables a ) n'est pas
ergodique ({29]), et on connait la décomposition de 'espace des phases en composantes
ergodiques ([16]).

Un autre probléme ouvert est I'existence des orbites périodiques de 7. On ne sait
pas si chaque polygone irrationnel a une orbite périodique. Les polygones rationnels en
ont, et on sait beaucoup sur la statistique des orbites périodiques pour ces polygones ([18],
[19]). Méme pour les polygones irrationnels pour lesquels I'existence des orbites pério-
diques a été prouvée (triangles rectangles, parallélogrammes, etc [11]), on ne sait presque
rien sur la statistique de ces orbites. Les orbites périodiques des billards polygonaux ne
sont pas isolées : elles forment des rubans d’orbites paralleles. Toutes les orbites d’un ru-
ban ont la méme longueur. On sait que le nombre fp(z) des rubans de longueur < z croit,
quand z — oo, plus lentement que e, pour n'importe quel & > 0. Cela veut dire que
I'entropie topologique des billards polygonaux est nulle ({14], [7], {8]). On ne sait pas s'il
y a une borne polynomiale sur fp(z) pour les polygones irrationnels. Pour les polygones
rationnels H. Masur a prouvé ([18], [19]) I'existence des bornes quadratiques :

az? £ fp(z) € coz? (1)
Classification math. : 30F60,30F30,58F17,11F72,22E40
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pour z suffisamment grand. La nature des constantes 0 < ¢;(P) < c2(P) < oo dans
eq.(1) n'est pas claire. Pour les polygones intégrables (rectangles, triangle équilatéral, etc)
ona

fp(z) = cz® + o(z?) (2)

et la constante ¢ = c¢(P) est facile a calculer. On appelle les résultats de ce genre «les
théorémes de géodésiques primitives», et on écrit fp(z) ~ cz?. On nesait pas sil'équation
(2) est fausse pour des polygones rationnels, en général. Pour le moment, on sait que (2)
est valable pour une classe remarquable des polygones rationnels : les polygones de Veech
([22], [23]).

Le but de cet exposé est de présenter les polygones de Veech et de discuter I'équa-
tion (2). Il est surtout basé sur les travaux de W, Veech ([22], [23]) et sur la recherche de
I'auteur, en collaboration avec Chris Judge ({9], [10]). Pour le matériel de base on renvoie
aux survols ([5], [6]) (les billards polygonaux) et a [20] (les billards généraux).

2. Surfaces de translation et groupes de Veech

A un polygone rationnel P, on associe, d’'une maniére canonique, une surface de
Riemann compacte R = R(P), munie d'une 1-forme w différentielle holomorphe. Loca-
lementonaw = dz,ou P C C et z est la variable canonique. Les zéros de w corres-
pondent aux sommets de P, d’angles 7 /n, mm > 1. Le genre de R ne dépend que de
la topologie et des angles de P. Soit, par exemple, P un polygone simple, avec les angles
mm;/ni,1 <1 < p,etsoit N le p.p.c.d. de m;/n;. Alors on a (|5)) :

P
(R =1+3 3 (3)

mi—l
n; )

Le billard dans P correspond au flot géodésique sur R par rapport a la métrique rieman-
nienne |w|?. Cette métrique est plate en dehors des points singuliers w(z;) = 0. Au voi-
sinage d'un tel point, R a la structure d'un cone euclidien de 'angle 2rm, > 2n ([12),
[13]). En dehors de I'ensemble fini ¥ = ¥(R,w) des points coniques R est une surface
de translation. C’est-a-dire qu'il existe des coordonnées locales 2;, avec des fonctions de
transitions de la forme z; = z; + ¢;;.

On désigne par S, I'espace des surfaces de translation de genre g. La plupart de
I'analyse qui suit s’applique a des surfaces générales R € S,. Les surfaces qui corres-
pondent aux polygones rationnels forment un sous-ensemble P, C S, de codimension
positive. Depuis le travail de Masur ([17])), la tradition est d'utiliser I'espace de
Teichmiiller pourl’étude des billards dans les polygones rationnels, c’est a dire d'employer
le langage des formes quadratiques holomorphes [16), [18], [19], [22]). A mon avis, les 1-
formes sont plus naturelles 2 utiliser. D’ailleurs, siw est une 1-forme, alors w? est une forme
quadratique. Si ¢ est une forme quadratique sur R, et ¢ # w?, alors i’y a un revétement
deux feuillets ¢ : R; — R tel que le «pull-back» g; = ¢*g sur R, estun carré: g; = w?.
A partir des ces remarques, on peut reformuler les résultats de Veech ({22]), par exemple,
dans le langage des surfaces de translation.
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On va établir la terminologie et donner des exemples. Si R est une surface de trans-
lation précompacte, alors son adhérence R est une surface de Riemann compacte dont
Z = R\ Restl'ensemble fini des points coniques. Si £ = @, alors R est un tore plat.

Soit @ C C un polygone a 2n c6tés. Supposons que les cotés de Q forment n
couples de cotés paralléles a;, b, de méme longueur. Quand on identifie a; avec b;, 1 <
1 < n, enlevant les sommets de (), on obtient une surface R de translation. Sans enle-
ver les sommets, on obtient la surface R. Donc R \ R est formé par les sommets de Q,
apres les identifications. Soient A,, ..., A, les sommets de Q) qui s'identifient en formant
un seul point A € R. L'angle conique a(A) satisfait a(4) = a; + --- + oy, ol1 a; est
I'angle du sommet A;. D'autre part a(A) = 27wm(A), et m(A) > 1 est un entier. Si
m(A) = 1, alors A est, en effet, un point régulier et 'ensemble des points coniques de
Rest® = {A : m(A) > 1}.Onala formule x(R) = Y ,[1 — m(A)] pour la carac-
téristique d’Euler et eq. (3) est un cas spécial de cette formule. Dans ce cas, on part d'un
polygone P rationnel simple, @; = 7m; /n;, et on obtient Q en développant P ([4]). Alors
Q comprend 2N copies de P, ce qui rameéne a eq.(3). On recommande au lecteur de faire
les exemples suivants: 1) Q) est le 2n-gone régulier; 2) P est le m-gone régulier ({23)).

Soit R une surface de translation. Alors R est une surface plate, donc une surface
affine. Soit Af f(R) le groupe des difféomorphismes affines de R (préservant l'orienta-
tion) qui s’étendent a R. En écrivant ¢ € Af f(R) dans les coordonnées locales (z;, ;)
on obtient une matrice D¢, la différentielle de ¢. Comme ¢ multiplie la forme symplec-
tique dz;dy; par det(D¢), et vol(R) < oo est préservé, on a D¢ € SL(2,R). Alors
¢ — D¢ estun homomorphisme de A f f(R) dans SL(2,R).On appelle D(Af f(R)) =
I'r C SL(2,R) le groupe de Veech de la surface de translation’.

PRroposiITION 1 ([22]). — Avec les notations ci-dessus, on a les propriétés suivantes : .

i) SiX # 0, alors le noyau de I'homomorphisme D : Af f(R) — SL(2,R) est
fini.

i) Legroupe'r C SL(2, R) est discret et non cocompact.

Exemple 1. Soit R = R?/Z? le tore standard, et soit || = 1. Alors, sans perdre de
généralité, on peut supposer que £ = {(0,0)},et R = R \ X est le tore standard percé.
Les éléments ¢ € Af f(R) sont les automorphismes de R? /Z2 qui fixent {(0,0)}. C’est-
a-dire que ¢ est une transformation linéaire de R? qui préserve Z2. Onadonc Af f(R) =
Tr = SL(2,Z).

On dit q'un groupe discret I' C SL(2,R) est cofini si vol(SL(2,R)/T) < oo
et que I n'est pas cocompact. D’habitude, on passe a PSL(2, R) qui est le groupe d'iso-
métries du demi-plan de Poincaré H. Par abus de notation et de langage on ne fait pas
de différence entre I et son image dans PSL(2,R), qui est un groupe fuchsien. Alors I"
est cofini si et seulement si |H/I'| < oo. Le group SL(2, Z) est un exemple classique de
groupe cofini ([3)).

1. Quand R est une surface avec une forme quadratique, D¢ est défini au signe prés, ce qui rameéne a
I'r C PSL(2,R) (122)).
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Le flot géodésique d’un tore plat T2 correspond 2 la famille des flots linéaires sur
T?2. Un flot linéaire est ergodique si sa direction est irrationnelle. Si la direction est ration-
nelle, les orbites sont les géodésiques fermées de la méme longueur. Veech ([22]) a géné-
ralisé cette dichotomie a des surfaces de translation R, telles que I's soit cofini. On va
les appeler les surfaces de Veech. Un polygone de Veech est un polygone P, dont la surface
R(P) est une surface de Veech.

3. Surfaces et polygones de Veech

Soient R une surface de translation précompacte et © = R \ R son ensemble
singulier. La structure des translations définit une notion de direction sur le fibré tangent
unitaire de R. Alors on a I'application de direction 8 : T;(R) — S*. Comme les vecteurs
v et —v définissent la méme géodésique, on s'intéresse plutdt a 'application € : T3 (R) —
RP! = §'/{+£1}, que I'on appelle encore I'application de direction.

Comme £ est préservé par le flot géodésique, la direction d’'une géodésique -y sur R
est bien définie. D’ailleurs les géodésiques s’envoient dans les droites en R? par I'applica-
tion développante ([21}]). Pour un £ € RP! soit F; le feuilletage de R par les géodésiques
de direction £. Les feuilles de F sont paralléles : elles ne se croisent pas dans R.

Une géodésique compléte v de R peut étre périodique ou infinie ou demi-finie, ou
bien 7 est une séparatrice. Le bout d’'une géodésique demi-finie et les deux bouts d’'une
séparatrice sont des points coniques. Il est pratique de dire «géodésiques finies » pour les
géodésiques périodiques et les séparatrices, et «géodésiques infinies» pour les autres.

Dans ce qui suit on suppose que £(R) # 0, et on laisse le cas ou R est un tore plat
au lecteur. Une géodésique périodique vy de longueur |y| (on ne considére que des géodé-
siques primitives) définit un cylindre périodique ouvert C C R, formé des géodésiques
isotopes a 7. La cléture C C R est un cylindre fermé. Le bord C est constitué de sépa-
ratrices. On associe & C deux nombres positifs : sa longueur £(C) = || et son épaisseur
w(C). Une direction £ € RP?! telle que toutes les feuilles de F; sont finies définit une
unique décomposition R = U,Ef, oul <i<I¢)etC:N C; = (. Nous dirons que §
est une direction complétement périodique.

THEOREME 2 ([22]). —  Soit R une surface de Veech. Soit £ € RP! une direction.
Alors on a la dichotomie : ou bien § est complétement périodique, ou bien F¢ est unique-
ment ergodique.

Pour une surface de Veech I'ensemble des directions complétement périodiques
est justement I’ensemble des directions de séparatrices, donc un ensemble infini dénom-
brable. On ne sait pas si la dichotomie du théoréme ci-dessus est caractéristique des sur-
faces de Veech. Une surface de translation peut avoir beaucoup de directions compléte-
ment périodiques sans étre une surface de Veech.

Soit P un polygone arbitraire. Il n’y a pas d’application naturelle de I'espace des
phases de billard de P dans RP!. Mais a tout £ € RP? on associe I'ensemble des or-
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bites de direction § : ce sont celles qui ont un segment parallele a £. Si P est un polygone
rationnel alors le flot du billard directionnel Tg est bien défini pour chaque £ ({11)).

CoRroLLAIRE 3. —  Soit P un polygone de Veech. Pour tout§ € RP?, on a la di-
chotomie : ou bien toutes les orbites de billard en direction £ sont finies, ou bien Tft est
uniquement ergodique.

En particulier, 'ensemble N€p C RP? des directions non ergodiques est dénom-
brable. Pour les billards rationnels, en général, la mesure (de Lebesgue) de N'€p est nulle
(116}), mais N Ep n'est pas dénombrable. D’aprés [4], la dichotomie du Corollaire 3 a lieu
pour les polygones presque intégrables, une classe de polygones définie en [4], (voir §5
ci-dessous). Maintenant on réalise que c’est un cas spécial des polygones de Veech.

Deux groupesI', I C SL(2,R) sont commensurés si ' NI est d’indice fini dans
FetI".SiT et gI''g~! sont commensurés pour un g quelconque, on dit que I et I’ sont
commensurable. Un sous-groupe I' C SL(2, R) est arithmétique si I" et SL(2, Z) sont
commensurables. Les groupes arithmétiques sont cofinis.

THEOREME 4 ([10]). —  Un polygone P rationnel est presque intégrable si et seu-
lement si P est un polygone de Veech, et le groupe de Veech est arithmétique.

Comme conséquence du Théoréme 2, on obtient que les polygones et les surfaces de Veech
ont une propriété remarquable : s'il y a une orbite finie de direction £, alors toutes les or-
bites de direction £ sont finies. Cela n’est pas vrai en général. On en trouve des exemples
en utilisant la connexion entre les flots directionnels sur les surfaces de translation et les
echanges d’intervalles ([1], [2]).

On fixe g > 1 et on considére le groupe de Veech I'r comme une «fonction » sur
I'espace S, des surfaces de translation. On désigne par SV, C S, I’ensemble des surfaces
de Veech.

THEOREME 5 ([9])). —  Soit Xy C S, I'ensemble des surfaces de translation dont
les groupes de Veech ne sont pas triviaux. Alors X, est contenu dans une union dénom-
brable des sous-variétés de codimension positive.

Comme SV, C &, le théoréme ci-dessus implique que les surfaces de Veech sont
rares. Soit Py C S, comme au §2, soit PV, C P, I'ensemble des polygones de Veech. Le
Théoréme 5 ne donne aucune information sur la grandeur de PV, Je crois quand méme
qu'il y a un résultat semblable au Théoréme 5 pour les polygones rationnels.

Lapplication v, : R — I'r del'espace Sy,9 > 1, pose beaucoup de questions
ouvertes. On ne sait pas quels sous-groupes de SL(2, R) peuvent étre réalisés. Ou bien
quels sous-groupes cofinis se réalisent comme I" g. On ne sait pas s'il y a des surfaces R €
S, telles que I' g est un sous-groupe non élémentaire, mais pas cofini.
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4. Comment chercher des surfaces et des polygones de Veech

Soit R une surface de translation précompacte, avec un ensemble ¥ = R \ R
des points coniques. Soit £ la direction d’une séparatrice. Si R est une surface de Veech,

alors R se décompose en cylindres périodiques E'_f, 1 < i < I(§).On pose £;(€) =
l(Cf), w;(€) = 'w(Cf) et m;(§) = w;(€)/¢,(£). Les nombres m;(£) > 0 s’appellent les
modules des cylindres périodiques et ils sont commensurables : m;(§)/m;(§) € Q ((22)).
Par conséquence, il y 2 un difféomorphisme ¢, € Af f(R) qui préserve les cylindres 55,
ettel que g¢ = D(¢¢) € I'g est une matrice parabolique. La restriction de ¢¢ sur chaque

cylindre 65 est une puissance du «twist de Dehn» ([22]).

La réciproque est aussi valable : soient R une surface de Veech et g € I'g un élé-
ment parabolique. Soit ¢ € RP?! l'unique droite fixée par g: g(£) = &, alors £ est la direc-

tion d’une séparatrice. Soient R = U,E’f la décomposition correspondante et g comme
ci-dessus, alors (g¢)™ = g™ (# 1), pour certains m,n € Z.

Cela établit une relation entre les cylindres périodiques de R et les sous-groupes
paraboliques de I'z. En méme temps, cela donne, a peu preés, un algorithme pour déter-
miner si une surface de translation est une surface de Veech. On commence par trouver
une séparatrice de R de direction £. Si le feuilletage F; a une feuille infinie, R n’est pas

une surface de Veech. On suppose que £ est complétement périodique. Soit R = U,-Ef
la décomposition de R en cylindres. On calcule les modules m;(€) de ces cylindres. Si les
modules ne sont pas commensurables, R n'est pas une surface de Veech. Supposons que
m;(£) sont commensurables, et posons (sans perdre la généralité) m, (§) = 1. Soit N le
p.p.c.d. des m;(€), et posons N, = N;(€) = Nm;(£). On désigne par 7, = 7;(£) le twist
de Dehn de Cf. Alors les transformations ‘er * se collent en un difféomorphisme affine ¢
de R. La matrice parabolique 9¢ = D(¢¢) € T r a§ pour direction fixe.

Si R est une surface de Veech, il suffira de considérer un nombre fini de sépara-
trices telles que les matrices correspondantes engendrent un groupe cofini. C’est ainsi que
Veech ([22], [23]) et Ward ([27], [28]) ont trouvé leurs exemples explicites. D'ailleurs dans
ces exemples, il suffit de considérer deux directions complétement périodiques. Evidem-
ment quand on cherche les surfaces de Veech par cet algorithme, on élimine beaucoup
de candidats. C’est ainsi que I'on a trouvé des triangles qui ne sont pas des polygones de
Veech ([27], [15)).

5. Exemples des polygones de Veech

1. Les exemples les plus simples de polygones de Veech sont les polygones presque
intégrables ((4]). Pour simplifier I'explication, on ne considére qu’une classe particuliére
des polygones presque intégrables : les polygones dessinés sur le réseaux standard ([4]). Un
polygone P de cette classe est pavé par n carrés unités, n > 1. Le premier cas non trivial
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est le «gnomon » qui comprend trois carrés unités. On désigne par T le tore R?/(2Z)2.
C’est la surface de translation correspondant au carré unité. Alors la surface R = R(P)
d’'un polygone presque intégrable est un revétement ramifié de 7', de degré n, avec un
seul point de ramification, (0,0) € T. Le Théoréme 6 ci-dessous implique que P est un
polygone de Veech dont le groupe de Veech est arithmétique. La réciproque est aussi vraie
(voir Théoréme 4).

2. On désigne par V/, le triangle isocéle dont I'angle de base est 7 /n, n > 3. Soient
R(V,,) la surface de translation correspondante et I', ¢ SL(2,R) le groupe de Veech
de V,,. Dans ([22]) Veech a calculé le groupe I', (plus précisément I'image de I',, dans
PSL(2,R)) pour n > 4. D’ailleurs V; et Vj sont des triangles intégrables, et Vg est un
triangle presque intégrable.

Soit2 < p < g £ r < oo. On désigne par Sp 5 C PSL(2,R) le groupe du
triangle de Schwarz associé au triangle hyperbolique dont les angles sont n /p, 7 /g, 7 /.
AlorsTy, = Sy, oo Sin > 4 estimpair. Sin > 4 est pair, I',, est un sous-groupe d’indice
deux dans Sz  oo. En particulier, sin # 6, les groupes I'y,, n > 4, ne sont pas arithmé-
tiques. En plus, pour m # n, les groupes I',,, etT',, ne sont pas commensurables.

Evidemment, les triangles V;, sont des polygones de Veech pour toutn > 3.

3.0n désigne par W, le triangle dont les angles sont 7 /2n, w /n, (2n—3)n /2n. Soit
A, C SL(2,R) son groupe de Veech. Sin > 4. C. Ward a trouvé que I'image de A, dans
PSL(2,R)estlegroupe du triangle de Schwarz S3 , o (1271, [28]) alors W, est un triangle
de Veech. Ward a aussi montré que les groupes A,,, et A,, ne sont pas commensurables si
m # n.Enplus, 'y, et A, ne sont jamais commensurables.

4. Soient R, le n-gone régulier et G, C SL(2,R) son groupe de Veech. Dans
[23], Veech a calculé I'image de G, en PSL(2, R), que I'on désigne toujours par Gy,. Le
groupe G, est un sous-groupe d’indice fini dans le groupe du triangle de Schwarz Sz , oo-
etl'indice [Sa n 00 : Gn] est une fonction arithmétique de n ([23]).

5. Les travaux [28, 15] considérent certaines familles de triangles et donnent des
conditions suffisantes et nécessaires pour que ces triangles soient des polygones de Veech.
R. Kenyon et }. Smillie ([15]) s’occupent des triangles rectangles, P. Soit a < 7 /4 I'angle
le plus petit de P. Alors P est un triangle de Veech si et seulement si @ = 7/n ([15]).
Ward ([28]) considére les triangles P dont les angles sont #/m, pr/m, qw/m, ol p < qet
4p < m. Si p oum est impair, le triangle de Ward est un polygone de Veech si et seulement
sip = 1, c'est-a-dire P = V},, (voir exemple 2).

En particulier, les résultats de [15], [27], (28] produisent des exemples de triangles
qui ne sont pas des polygones de Veech.

6.Y. Vorobets a annoncé plusieurs théorémes sur les surfaces et polygones de Veech
([26]). Quelques-uns de ses résultats étaient déja connus. Par exemple, il a annoncé que
les triangles avec les angles n/2n,7/n, (2n — 3)7/2n sont des polygones de Veech, un
des résultats de [28]. Aussi, Vorobets a annoncé que le (7 /3, 7 /4, 57 /12)-triangle et le
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(7 /3, m/5, Tm /15)-triangle sont des polygones de Veech. Cela parait nouveau. Par contre,
Vorobets n'identifie pas les groupes de Veech de ses triangles.

6. Les séries d’Eisenstein et les théoréemes de géodésiques
primitives

On s'intéresse a I'asymptotique de la fonction fp(z), ou P est un polygone ration-
nel. Soient R = R(P) la surface de translation correspondante et fgr(z) la fonction de
comptage des cylindres géodésiques sur R. Alors fp(z) est 2 peu prés le méme que fr(z),
et il suffit d'obtenir I'asymptotique de fr(z).

Exemple 2. Soit P le carré unité. Alors R est le tore plat R2/(2Z)2, homothétique
autore standard T = R?/Z2.0na fr(z) = fr(z/2), et il suffit de travailler avec fr(z).

Les (familles de) géodésiques périodiques primitives de T' correspondent aux
points {p,q} € Z2 tels que (p,q) = 1. Ce sont les points primitifs de Z2, et on désigne
leur ensemble par Z2,;, .. Alors fr(z) = |Z2,,,, N D(z)|, ou D(z) est le disque de rayon
z centré al'origine.

1l est classique que |Z2N D(z)| ~ wz? etil est élémentaire de vérifier que Ime-m N
D(z)| ~ cz?, oun = ¢((2). Comme {(2) = 72/6,0na

fr(z) ~ -z (4)

Notre analyse s’applique aux polygones P tels que R(P) est un tore plat, c’est-
a-dire aux polygones intégrables. Ce sont justement les polygones qui pavent R? par ré-
flexions et leur liste est trés courte ([5)). La méme analyse asymptotique de fr est valable
pour le tore plat général. Pour étudier I'asymptotique de fr(z), ol R est une surface de
translation, g(R) > 1, Veech a introduit une fonction zéta ([22)) :

Cr(s) =) _£C)™". (5)
C

La somme est sur tout les cylindres périodiques de R. La fonction (g est bien définie si
R(s) est suffisamment grand. Quand R est une surface de Veech, (g s’exprime explicite-
ment en termes des séries d’Eisenstein de la surface de Riemann H/T'g ([22]). La théo-
rie standard des séries d’Eisenstein s’applique ([25]), et on obtient 'asymptotique quadra-
tique: fr(z) ~ cz?. Plus précisément on a

fa(z) ~ cliR’-*l—’zz (6)

ou |R| est le volume euclidien de R, et ¢(R) dépend du volume hyperbolique |H/T g|.
Cependant, I'expression pour ¢(R) dépend des choix de «directions de référence » pour
les pointes de I' g qui sont plutdt arbitraires ([22]). Par conséquence, on n'obtient pas une
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expression intrinséque pour la constante c¢(R) dans eq. (6) pour une surface de Veech gé-
nérale ({22]).

Dailleurs, on peut étudier la fonction fr(z) d’une fagon élémentaire. Soit I"' C
SL(2,R) un sous-groupe cofini, soit v9 € R? un vecteur dont le stabilisateur dans I est
un sous-groupe parabolique. On désigne par ug la pointe correspondante de H/T'. Alors
I'ensemble I'vy C R2? est discret, et la cardinalité [T'vg N D(z)| 2 une asymptotique qua-
dratique. Plus précisément, on a ([10}) :

| o] 2
TvoND(z)| ~ T (7)
| [F/ Dol
ol |ug| est «I'épaisseur» de la pointe ug, et |H/T'| est le volume hyperbolique. On applique
eq. (7) a une surface de Veech R quand I' = I'p et ug parcourt les pointes de I' . On ob-
tient une expression intrinséque pour ¢(R) qui ne dépend essentiellement que du volume
et des épaisseurs de pointes de H/I" g ([10]).

7. Revétements ramifiés et nouveaux exemples de polygones de
Veech

Dans ce qui suit on ne considére que des surfaces connexes, orientées, et des appli-
cations différentiables, préservant I'orientation. Soient R et S des surfaces de translation
et ¢ : R — S un difféomorphisme local. On dit que ¢ est une application affine si elle est
localement linéaire dans les coordonnées locales. Si, en plus, ¢ est un revétement topolo-
gique, on dit que ¢ est un revétement affine.

On ne considere que des revétements affines ¢ : R — S qui se prolongent (uni-
quement)  des revétement ramifiés ¢ : B — S. Ce sont des objets principaux de cette
section. On va les appeler tant6t revétements ramifiés, tantdt revétements affines, tantot
revétements tout court.

La différentielle d'un revétement ¢ : R — S est une matrice D¢ € GL,(2,R).
Quand D¢ = 1, on dit que ¢ est un revétement de translation. On peut toujours se rame-
ner a ce cas particulier par une change affine de la structure de translation.

THEOREME 6 ([9], [10]). — Soit ¢ : R — S un revétement fini de surfaces de
translation précompactes. Alors les groupes de VeechI' p etI's sont commensurables.

On va utiliser ce résultat pour construire de nouveaux exemples des polygones de
Veech. Soient S, S2 deux surfaces de translation. On dit que S, et S sont trés proches s'il
y a une surface de translation R et des revétements finis p; : S; — Roug; : R — S;, pour
1 = 1, 2. Larelation d'étre trés proche n’est pas forcément transitive. On dit «proche» pour
la relation d’équivalence correspondante, et on la désigne par S; ~ S,. Les corollaires
ci-dessous suivent immédiatement du Théoréme 6.

CoROLLAIRE 7 ([10}). —  Soient Sy, S, des surfaces de translation et "1, 5 leurs
groupes de Veech. Si S; et S, sont proches, alorsT"; etI'; sont commensurables.
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CoROLLAIRE 8 ([10]). —  Soient S; ~ Sy des surfaces de translation. Alors S; est
une surface de Veech si et seulement si S, est une surface de Veech.

Pour appliquer ces résultats aux polygones, on introduit la notion du pavage par
réflexions. On dit qu'un polygone Q est pavé par un polygone P (par réflexions) si Q =
UP;, 1 < i < N, ou P; sont des copies isométriques de P, et si les conditions évidentes
sont vérifiées.

On impose une condition de plus, qui n’est pas tout & fait évidente. Si P; et P; ont
un cdté commun, on désigne par o, ; la réflexion par rapport a ce c6té, et on dit que F; et
P; sont voisins. Soient Py, ..., Pi, Pry1 = P; une suite des polygones voisins du pavage.
AlOIS Ok 41,kOk k-1 -+ 02,1 P, = P,.Onsuppose que 041 k0k k-1 " 02,1 = id.

Par exemple, le triangle isocéle avec I'angle de base o est pavé par le triangle rec-
tangle avec I'angle . Le «gnomon » de I'exemple 1 de §5 est pavé par le carré unité (trois
copies).

On dit que deux polygones P; et P, sont trés proches s'il y un polygone @ tel que,
soit P, et P, sont pavés par @, soit Q est pavé par P; et par P,. On appelle «proche » la
relation d’équivalence engendrée et on la désigne par P, ~ P,.

THEOREME 9 ([10]). — Soient P;, P, deux polygones proches etT;, I'; leurs grou-
pes de Veech.

1. Alors P, est un polygone de Veech si et seulement si P, est un polygone de Veech.

2. Supposons que P, est un polygone de Veech. Alors I'; et I's sont des groupes
cofinis commensurés.

Exemple 3. Le n-gone régulier R,, et le triangle isocéle V,, (voir exemple 2 de §5)
sont trés proches. Soient G, et I';, les groupes de Veech correspondants. Par [22], I, est
essentiellement le groupe S> , - Par le Théoréme 9, R, est un polygone de Veech et G,
est commensuré avec Sz , oo. Geci fait une preuve simple d'un des résultats de [23].

On utilise le Théoréme 9 pour obtenir des nouveaux exemples de polygones de
Veech. Soient, par exemple, P un polygone de Veech convexe et ¢ un c6té de P. Soit o,
la réflexion par rapport a c. Alors Q. = P U o.(P) est un polygone de Veech. En modi-
fiant cette construction, on obtient d’autres polygones Q, pavés par P. D’aprés le Théo-
reme 9, ils sont tous des polygones de Veech dont les groupes de Veech sont commensurés
avec'p.

Soit, par exemple, P le triangle rectangle avec I'angle 7 /n. Alors on obtient comme
Q. deux triangles isocéles, avec les angles de base 7 /n et 7/2 — 7 /n, et un quadrilatére
avec les angles 7 /2, 27 /n, 7 /2, — 2 /n. En réfléchissant P autour du sommet d'angle
#/n on obtient le n-gone régulier et d’autres polygones. Par exemple, on obtient un qua-
drilatére avec les angles 37 /n,7/2 — w/n, 7 — 27 /n, w /2. En réfléchissant P autour du
sommet d'angle 7 /2 on obtient le rhombe d’angle 27 /n.



Billards en polygones et groupes fuchsiens 119

Soit P un des triangles de Vorobets, celui avec les angles 7/3, 7 /4,57 /12. Alors

on obtient comme Q. trois quadrilatéres différents. En réfléchissant P autour du sommet
d’angle 7 /4, on obtient un octogone dont les quatre angles sont 27 /3, et les autres quatre
angles sont 107 /12. On laisse le lecteur construire ainsi d’'autres exemples de polygones
de Veech.

D’autre part, le Théoréme 9 nous permet d’obtenir de nouveaux exemples de poly-

gones qui ne sont pas de Veech. Par exemple, le thombe Q d’angle o # 27 /n n'est pas un
polygone de Veech. En effet, Q est pavé par le triangle rectangle, P, d’angle /2. Si Q était
un polygone de Veech, alors P le serait aussi (Théoréme 9), mais ce n’est pas le cas [15].
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