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GEODESIQUES ET HOROCYCLES SUR LE REVETEMENT
D'HOMOLOGIE D'UNE SURFACE HYPERBOLIQUE

Martine BABILLOT

REsuME . — Soit S = I'\H? une surface hyperbolique compacte et S’ = [I, []\H2
son revétement d’homologie. Nous construisons une infinité de mesures sur §' invariantes par
le flot horocyclique, et nous montrons qu'elles sont ergodiques. Notre approche repose sur une
estimée asymptotique du nombre de chemins géodésiques sur S’ partant a l'infini dans cer-
taines directions. Cette estimée permet également de dénombrer les points de I' soumis a di-
verses contraintes de nature homologique.

introduction

Deux articles fondamentaux paraissent presque simultanément en 1936. Dans le
premier, Hopf prouve I'ergodicité du flot géodésique sur une surface hyperbolique com-
pacte [Ho36]. Dans le deuxiéme, Hedlund montre la transitivité du flot horocyclique, puis
son ergodicité en 1939 [He36] [He39]. Dés lors, de multiples travaux leur sont consacrés,
notamment ceux de Selberg dont la formule des traces permet le dénombrement des géo-
désiques fermées sur ces surfaces [Se56]. En 1967, Anosov et Sinai posent les bases de la
théorie générale des flots hyperboliques et des feuilletages stables qui leurs sont associés
[An67][AnS67]. Létude de ces flots échappe alors aux outils de I'algébre et/ou de I'analyse
harmonique et grace aux travaux de Ratner, Sinai et Bowen dans les années 70 entre dans
le cadre de la dynamique symbolique, avec I'utilisation du formalisme thermodynamique
de Ruelle.

On peut voir cet exposé comme un retour aux sources: dans deux travaux récents
[BL95) [BL96), nous avons étudié par la dynamique symbolique certains aspects des flots
hyperboliques, a savoir le dénombrement d’orbites (fermées ou non) soumises & des
contraintes linéaires de nature trés générale. Dans ce texte, nous explicitons les résul-
tats obtenus pour le flot géodésique sur une surface hyperbolique compacte S = I'\H2.
Ceux-ci s'interprétent en effet en termes du flot géodésique et du flot horocyclique sur
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le revétement d’homologie S’ = [T, []\H? de S. Nous verrons ainsi que méme si le flot
géodésique n'est pas ergodique sur S’ [Re8l], il est possible de dénombrer certaines de
ses orbites. De plus, il apparait une famille de mesures sur le bord de I'espace hyperbo-
lique qui sont conformes pour le groupe [, I'] et dont I'étude nous parait mériter d'étre
approfondie. Ces mesures permettent en particulier de construire une infinité de mesures
invariantes et ergodiques pour le flot horocyclique sur §'.

Ce texte s'organise comme suit. Aprés une rapide description du flot géodésique
et du flot horocyclique sur une surface hyperbolique quelconque, on se concentre sur les
revétements d’homologie d’une surface compacte S. A toute classe de cohomologie o de
H'(S, R) on associera:

- une série de Poincaré pondérée par o, dont I'exposant de convergence 8, joue un role
important dans les questions de dénombrement,

- une mesure sur le cercle qui est §,-conforme sous I'action de [T, [],
- une mesure invariante m, ergodique pour le flot géodesique sur S,
- une mesure invariante m/, dissipative pour le flot géodesique sur §’,
- une mesure invariante A}, pour le flot horocyclique sur §'.

Dans une troisiéme partie, on verra que les cycles asymptotiques des mesures m
décrivent tout l'intérieur de la boule unité de H, (S, R) muni de la norme stable. On traite
ensuite la question de I'ergodicité des mesures A/, en la ramenant 4 un probléme de dé-
nombrement de chemins géodésiques sur S’ partant a I'infini dans certaines directions.
On donnera alors une estimée asymptotique du nombre de tels chemins. Ceci fait I'ob-
jet de la quatrieéme partie. Nous finirons en énonc¢ant briévement des résultats analogues
concernant le nombre de points du réseau I' ou le nombre de géodésiques fermées de S
satisfaisant a des contraintes de nature homologique.

On verra également qu'un certain nombre de questions se font jour —ne serait-ce
qu’une preuve plus directe de ces résultats—, montrant ainsi que I'étude de ces deux sys-
téemes dynamiques en mesure infinie que sont le flot géodésique et le flot horocyclique sur
S’ est encore loin d’étre achevée.

Remerciements. — Les conversations que j’ai eues avec Jean-Pierre Otal pendant
la rédaction de cet article m'ont été€ précieuses. Je I'en remercie.

1. Flots géodésique et horocyclique sur
une surface hyperbolique.

1.1. — Soit H? le plan hyperbolique, identifié ici avec le disque unité de C muni
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de la métrique hyperbolique d. Son bord a I'infini est alors le cercle S' avec la métrique
euclidienne | |. Pour tout point u de S!, on notera B, la fonction de Busemann: B, (x) =
lim,_,, d(x, z) — d(G, z) ou1 6 est 'origine de H2.

Le groupe d'isométries de H? est le groupe SU(1, 1) des transformations conformes
du disque, ou a un isomorphisme preés le groupe G = PSL(2, R). L'action de G se prolonge
en une action sur le bord de H2. Rappelons que si y € G, le coefficient de dilatation y’ (1)
de y au point u de S' est donné par I'égalité y’(u) = exp(—b(y, u)) ou le cocycle b est
défini par:

b(y, u) = Bu(y~'.0).

On a donc en particulier la relation : b(y1y2, ¥) = b(y), ¥2. u) + b(y2, u). Rappelons éga-
lement I'égalité des accroissements finis : pour tout u et v de S*

y.u—y. o2 = ¥ (W)Y () u — vf2

1.2. — Toute géodésique orientée de H?> pouvant étre repérée par ses deux extré-
mités sur le bord, I'espace G des géodésiques s’identifie a 'espace S' x S! privé de la dia-
gonale. Le fibré unitaire tangent de H? s'identifie quant a lui avec I'espace des géodésiques
pointées G, = G x R: 2 un vecteur tangent (x, ), on fait correspondre le triplet (u~, u™, r)
ol u~ et ut sont les deux extrémités de la géodésique passant par (x, u) et r = B+ (x).
Dans ces coordonneées, I'action de G est donnée par

y(u ,ut,r)=(y.u", yut, r=b(y,ut)).

Observons enfin que I'espace H = S' x R parametre I'espace des horocycles: 2 un point
(u, r) on fait correspondre I'horocycle centrée en u et a distance (algébrique) r de I'ori-
gine. L'application de G, dans G (resp. H) qui & (u~, u™, r) fait correspondre (u~, u™)
(resp.(u, r)) est alors G-équivariante.

1.3. — Soit I un groupe Fuchsien, i.e. un sous groupe discret et sans torsion de
G = PSL(2,R). Alors I opére librement et proprement discontinuement sur H2. Notons
S la surface hyperbolique S = I'\H? Laction de R sur G, = G x R par translation sur la
deuxiéme composante commute avec celle de I' et définit donc par passage au quotient
une action de R sur T!S = T\G,. On notera (g;) ce flot: c’est le flot géodésique de S.
Une mesure invariante pour ce flot correspond ainsi a un courant géodésique orienté, i.e
a une mesure l'-invariante sur G [Bo88). De fagon identique, 'actionde RsurG, = R x
devient aprés passage au quotient le flot hbrocyclique (hs), et toute mesure I'-invariante
sur # fournit une mesure invariante pour ce flot.

Une description plus algébrique de ces flots est la suivante: si I'on identifie T!H?
avec G = PSL(2,R) et T'S avec I'espace homogene '\ G, les flots géodésique et horocy-
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clique sont donnés par l'action a droite des sous-groupes a un parameétre

e’z o 1 s
& = ( 0 e-'t/Z) et hs = (o 1/

La mesure de Haar sur G induit ainsi sur T'S une mesure invariante pour ces deux flots ap-
pelée mesure de Liouville et que nous noterons ici mg. Le courant géodésique sur § qui lui
correspond est donné par dvo(ut)dvy(u~)/|u~ — ut|? o1 vy est la mesure de Lebesgue
sur S, tandis que la mesure I'-invariante sur 'espace des horocycles est: dvo(ut)e~"dr.
En mesure finie, i.e. lorsque I' est un réseau de G, on sait que les flots géodésique et ho-
rocyclique sont ergodiques pour cette mesure, et dans le cas co-compact, on dispose d'un
résultat d’'unique ergodicité da a Furstenberg: la mesure de Liouville est la seule mesure
invariante pour le flot horocyclique [Fu73]. En mesure infinie, le théoréme de Hopf-Tsuji-
Sullivan donne un critére pour I'ergodicité du flot géodésique: il faut et il suffit que la série

de Poincaré de T
Po(s) = Z e—sd('b',y.ﬁ)
yer
diverge pour s = 1 (voir aussi [Re81][Gu89]). Par contre, on connait encore assez mal le flot
horocyclique : on sait que les seules mesures de probabilité invariantes sont portées par les
horocycles fermés [Ra92]. Lorsque S est géométriquement finie sans pointes, les mesures
ergodiques ont été décrites par Burger [Bu90].

Nous allons étudier ici une classe trés précise de surfaces hyperboliques, a savoir

les revétements abéliens de surfaces hyperboliques compactes. Ces variétés ne sont pas
géométriquement finies.

2. Revétement d’homologie d’une surface
compacte et mesures invariantes

2.1. — Supposons dorénavant S compacte. Notons g legenrede S (g > 2) et le
groupe engendré par les commutateurs de I'. Le groupe A = I'/I” est donc isomorphe 2 Z%8
et s'identifie avec le premier groupe d’homologie H, (S, Z). Soit S’ la surface I\ H?. C’est un
revétement abélien de S de fibre A, appelé revétement d’homologie de S. Si y appartient a
I, on note [y] son image dans A. De méme, on associe a un lacet ¢ de S I'élément [c] de A
qu'il induit en homologie: il mesure I'enroulement de c autour des anses de S.

Introduisons également les sous-ensembles de I' définis par :

pourL € N ML):={yer; L-1<d(v,y.o)<L}
pourL € Net € Hi(SR) T(LE):={yeT(L); ||ly] - LE|[<1/2}

(pour une norme || || arbitraire sur H, (S, R)).
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2.2. — Depuis Patterson et Sullivan, on sait que certaines mesures géométriques
portées par le bord de I'espace hyperbolique jouent un réle privilégié dans I'étude du flot
géodésique sur une surface (non nécessairement compacte). Rappelons qu’'une mesure
borélienne v sur le bord S! est dite conforme pour un groupe Fuchsien F si son support
est contenu dans 'ensemble limite de F et s'il existe un exposant § > 0 tel que pour tout

élément y de F on ait :
dy" v

(w) = ¥' (w)°.

Lorsque F est co-compact, son ensemble limite coincide avec le cercle S', et il existe une
seule mesure conforme sur S’ a savoir la mesure de Lebesgue d’exposant 6 = 1 [Su79].
Considérons maintenant le groupe F = I". Son ensemble limite s’identifie également avec
S! puisque I est normal dans I'. Nous allons maintenant construire une famille de mesures
{Va, o € H'(S,R) } sur S! qui auront en particulier la propriété d'étre conformes pour
I'action de I'. Pour cela, suivons I'approche de Patterson [Pa76].

a) Introduisons pour une classe de cohomologie o de S la série de Dirichlet définie
par:

Py(s) = Z e([¥))—sd(@.y0),
yer

Notons 64 son abscisse de convergence et donnons en tout d'abord quelques propriétés
élémentaires.

(i) Lapplication « — &4 est convexe.
(ii) En regroupant y et y~! dans la somme ci-dessus, on voit que §5=6_4 > &g = 1.

(iii) Puisque Py (s) < 3, cn ( 2oyerL "‘(M)) e~sL, I'exposant 8, est donné par:

84 = limsup - log( Z ex(b))
Lo+oo L yeT(L)

(iv) Pour tout £ € H, (S, R), minorons P, en ne sommant que sur les élements de I'(L, §).
On obtient: Py (s ) > cste Y ey aL(E)el ™89 otr g, (E) estle cardinal de I(L, E). Notons
H(E) = limsup; 1 log a; (E) le taux de croissance exponentielle de la suite (. (E)). Nous
avons donc:

80> sup (a(E)+ H(E))
EE€H,(S.R)

Nous verrons ultérieurement cette inégalité se preciser en une égalité.
b) Supposons dans un premier temps que la série P, diverge a I'exposant é,. Soit

alors v4 une limite vague lorsque s décroit vers 6, de la famille de probabilités

Vi = Pa Ee_;e“([’]) sd@rdg > pour s> 6,
y
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Elle est supportée par le bord S! et satisfait  la relation:

() 20 (w) = D (e,
dv
En particulier, si y € " ona [y] = 0 etlarelation (C,) exprime que v, est conforme pour
le groupe I d’exposant 6,. Si Py(64) converge, on modifie légérement les mesures (v3)
en ajoutant des poids convenablement choisis.

c) En utilisant I’égalité des accroissements finis, on observe alors que la mesure p,
sur I'espace G des géodésiques définie par

dv_q(u”)dva(u™)
lut = u= |28

dus(u=,ut) =

est -invariante. On obtient ainsi une mesure invariante pour le flot géodésique sur T'S,
qui est finie puisque S est compacte. Notons m, la mesure de probabilité correspondante.

Rappelons comment 'argument de Hopf permet de montrer son ergodicité. Soit
f une fonction continue sur T'S. D'apres le théoréme ergodique de Birkhoff, les fonc-
tions im supy_, , o, ¥ fon(g, v)dt et imsupy_, o + fOTf(g_,v)dt coincident my-p.s.
et sont invariantes par le flot géodésique. On en déduit en les relevant a T'H? deux fonc-
tions F*(u~, u*) et F~(u~, ut) égales v_4 ® v4-p.s. On observe alors que F*(u~, u™)
ne dépend pas de u~ puisque deux vecteurs de T'S dont les relevés pointent vers le méme
point u* a I'infini sont rapprochés par le flot géodésique. On écrira donc F*(u~, ut) =
f*(u*) pour une fonction f* mesurable sur S!. De méme, F~ (¢~, ut) = f~(u~). Des
égalités

frw) = Ffuu®) = F(u,u") = f7(u7)  dv_a(u)dva(u*) - ps
résulte la constance presque sire de F*, et donc I'ergodicité de m,.

d) Remarquons alors que

ma(f) = fTu) dva(ut)-ps = fT(u7) dv_a(uT) - ps.

A partir de 13, un argument de E Ledrappier [Le95] permet de montrer I'unicité d'une
mesure satisfaisant 2 la relation (Cy) : si v, et v/, satisfont 2 la relation (C4), on obtient

deux mesures de probabilités m, et m:, sur T!S associées respectivement aux courants
dv_q(u~)dve(ut) et dv_q(u~)avi(ut)
sur T'Sona

. Mais alors, pour toute fonction continue f

me(f)=f~(u") dv_a(u”)—ps =my(f)

d’aprés la remarque précédente. Les deux mesures m,, et m,, sont donc égales, ainsi que
les deux probabilités v, et v/,. En particulier, la famille (v5,) converge vers v si s tend vers
Ou-
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2.4. — Les courants y, sont également I”-invariants. En quotientant par I”, cela
permet de construire une mesure (infinie) sur T'S’ invariante pour le flot géodésique, que
I'on notera mj,. On retrouve bien sir la mesure de Liouville sur T'S’ en prenant « = 0.
Rappelons ici que puisque le revétement d’homologie a pour fibre Z?8 avec 2g > 3,1la
mesure de Liouville n'est pas conservative [Re81]. Nous verrons ci-aprés en 4.1. que les
mesures m,, le sont encore moins.

2.5. — Construisons maintenant une mesure A, sur T'S’ invariante pour le flot
horocyclique. Pour cela, considérons tout d’abord sur I'espace H des horocycles la mesure
K« définie par

dke(u, 1) = e~%" dv,(u)dr.

De la description de I'action de I sur #, il résulte quel'on a
dy 'k, = e*()

pour tout élément y de I'. Nous voyons en particulier que la mesure K, est invariante sous
I'action du groupe I”. La mesure ds ® k4 sur G, = R x H induit donc par passage au
quotient une mesure A/, sur T!§’ invariante par le flot horocyclique. De plus, cette mesure
est quasi-invariante sous l'action du groupe de revétement A = I'/T":

(QIx) a~'Al = e*(@A!  pourtouta € A

On retrouve encore la mesure de Liouville en prenant o = 0. Le résultat d’'unique ergodi-
cité de Furstenberg signifie alors que A est la seule mesure invariante 2 la fois par A et par
le flot horocyclique. Nous avons étendu ceci aux mesures Al, [BL96}:

Proposition,1. Pour toutx € H'(S, R), la mesure A/, construite ci-dessus est la seule me-
sure sur T'S’ (& une constante multiplicative prés) qui soit invariante par le flot horocy-
clique de S' et qui vérifie la relation de quasi-invariance (Qly).

La question qui se pose est alors celle de I'ergodicité de ces mesures. Nous avons
[BL96}:

Théoréme 1. Pour tout o« € H'(S,R), Ia mesure A/, est conservative et ergodique pour le
flot horocyclique sur S'.

Pour montrer ce résultat, nous passons par une étape intermédiaire, qui consiste
a estimer le nombre de chemins géodésiques sur §' partant a I'infini dans une certaine
direction, ou ce qui revient au méme, le nombre de chemins géodésiques dans S dont 'en-
roulement autour des anses de S est controlé. Dans un premier temps, il nous faut donc
comprendre ces enroulements, et décrire les cycles asymptotiques des mesures m,.
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3. Cycles asymptotiques des mesures m,.

3.1. — Sol Schwartzmann a associé a2 une mesure invariante m par un flot sur une
variété V son cycle asymptotique: celui-ci mesure I'enroulement moyen des orbites du
flot [Sc57]. Pour le construire, on se fixe une origine v, de V etune application mesurable
J qui a tout v associe un chemin régulier J, de v, a v. Lorbite jusqu’au temps ¢ d’'un point
v peut donc étre refermée en un lacet que l'on notera c(¢, v). Par le théoréme ergodique
de Birkhoff, la limite de [c(, v)]/t existe pour m-presque tout point v ; c’est un élément du
premier groupe d’homologie réelle H, (V, R) que I'on notera e(v). Le cycle de m est alors
défini par:

e(m) = /Ve(v) dm(v).

1l est clairement indépendant du choix de J. Notons que lorsque m est la mesure de Dirac
€p associée a une orbite périodique o du flot de longueur I(p), son cycle est donné par
e(ep) = [p]/1(p).

3.2. — Soit M (resp M) I'espace des mesures (resp. mesures de probabilité) in-
variantes pour le flot. Lapplication linéaire e envoie donc M? sur un convexe compact de
Hy(V,R) que I'on notera C. Dans le cas ou V est le fibré unitaire d’'une variété fermée S a
courbure négative et (g;) le flot géodésique de S, on sait que ce convexe coincide avec la
boule unité de H; (T'S, R) ~ H, (S, R) pour la norme stable [Fed).

Revenons maintenant a la surface hyperbolique S. La proposition suivante montre
que I'on peut paramétrer tout l'intérieur de C par H' (S, R):

Proposition 2. Soit m, la mesure associée en 2.2.c a une classe x de H' (S, R) ete(my ) son
cycle. Alors, I'application « — e(m,) est un difféomorphisme entre H' (S, R) et I'intérieur
deC.

Donnons une idée des outils utilisés dans la preuve de ce résultat [BL95}. On associe
tout d’abord 2 o une fonction héldérienne Fy : T'S — R en choisissant un représentant
w de o et en posant F,(x, v) = w,(v). (Le choix d’'un autre représentant donne une fonc-
tion qui est (g;)-homologue a F,). Lexpression de I'exposant de convergence 6, donnée
dans la section 2.2 a) montre que é, s'identifie avec la pression de F,. Le formalisme ther-
modynamique permet alors de calculer les dérivées premiéres et secondes de é,. Ainsi, la
différentielle 6/, vue comme élément du dual de H! (S, R) s'identifie avec le cycle de my.
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D’autre part, la forme quadratique &/;, qui est positive par convexité de &4, est en fait stric-
tement positive. Cela découle d’'un théoréme difficile de Ratner sur le théoréme central
limite pour des flots d’Anosov [Ra73].

Par conséquent, I'application « — &/, est un difféomorphisme local de H'(S, R)
dans C. Pour montrer que son image coincide avec tout I'intérieur de C, on utilise le prin-
cipe variationnel:

6o = sup hm+/Fadm
meM!

ol hy, est'entropie de m pour le flot géodésique. Comme [ Fodm = a(e(m)), on obtient
8o = sup H(E) + a(E)
EeC
ou1 I'on a posé pour & appartenant au convexe C
H(E) = sup hm.
meM], e(m)=¥
Ainsi 64 s'interprete comme la transformée de Legendre de la fonction convexe —H. Un

théoréme d'analyse convexe permet alors d'identifier I'image de &/, avec I'intérieur du sup-
portde H, c’est a dire avec I'intérieur de C.

3.3. — Lorsque o = 0,la mesure m, est la mesure de Liouville. Le courant géodé-
sique qui lui correspond est alors symétrique, et le cycle de my est nul. 1l suit de la Propo-
sition 2 que pour toute autre valeur de «, le cycle de m, est non-nul. D’autre part, dans le
cas d'une surface hyperbolique, la mesure de Liouville est la mesure d’entropie maximale.
On en déduit que la fonction H est maximale en & = 0, avec H(0) = 1.

3.4. — Remarquons que la Proposition 2 permet d’associer a tout point £ de l'in-
térieur de C une classe de cohomologie «, et donc une mesure invariante de cycle &, a
savoir la mesure m,. Nous noterons e~ !(E) cette mesure. Il suit également du principe
variationnel que e~ () peut-étre caractérisée comme étant I'unique mesure maximisant
I'entropie parmi toutes les mesures de cycle E. Est-il possible d'étendre e~! au bord de C?
Rappelons ici que C n'est pas strictement convexe: son bord posséde des facettes [Ma95).
Pour résoudre cette question, il faudrait connaitre de facon précise le comportement de 54
lorsque « tend vers l'infini dans H'! (S, R), ou encore 'ensemble des valeurs d’adhérence
des m,.
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4. Géodésiques et horocycles sur s'.

4.1. — Dans la section précédente, nous avons associé a (presque)-tout vecteur
v € T'S un enroulement e(v) € H,(S,R), et paramétré l'intérieur de I'ensemble C des
enroulements possibles. Relevons ici e en une fonction définie sur T'S'. Alors e mesure
cette fois le “déplacement moyen" d'une orbite du flot géodésique. De fagon plus précise,
fixons un domaine fondamental D pour I'action de A = I'/I" sur T'S', et pour v € D,
notons a,(v) I'élément de A tel que g, (v) appartienne au domaine translaté a, (v)D. Nous
appellerons a,(v) le déplacement de v au temps ¢. On aura:

&tv) — e(v) si t— +oo.
On peut donc distinguer les points de T' S’ suivant la maniére dont ils partent a I'infini: si
I'on pose pour € C
Ee={veT'S;e(v)=E}

la famille { E¢ } forme une partition de T' ' en sous-ensembles, dont on observe qu'ils sont
invariants par le flot géodésique, par le flot horocyclique et par A.

Nous avons associé a tout « € H!(S, R) une mesure m, ergodique pour le flot géo-
désique sur S. Par conséquent, m, (dv)-p.s., e(v) = e(mq). De la description des mesures
Al et m, que nous avons donnée en 2.4 et 2.5, il résulte que ces deux mesures ne chargent
que les points de E,(,,,). En particulier pour m, -presque tout v, le déplacement a,(v) est
de I'ordre de ¢t e(m,) . Ainsi, lorsque & # 0, le flot géodésique sur S’ part a I'infini avec
vitesse non nulle sous la mesure m,, et la mesure m/, n'est pas conservative.

4.2, — Décrivons maintenant l'approche utilisée pour montrer le Théoréme 1.
On considére un ensemble A C D transverse au flot géodésique et au flot horocyclique,
typiquement une morceau d’horocycle instable. On I'épaissit en posant successivement
A% = Up<i<s8i(A), puis A = Uo<s<rhs(A%), pour deux nombres & et T fixés. Si v est un
point fixé de T'S', I'intégrale

T
I(T. 4) = / 1i(he(v)) ds

mesure alors le temps passé dans A par I’horocycle H(y, T) issu de v et de longueur T.
Puisque A° est transverse 2 H (v, T) si & est choisi suffisamment petit, on obtient

I(T, A) = T card A° N H(y T).
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Associons maintenant a tout point de cette intersection la géodésique issue de ce point et
delongueur L = log T + c. Larelation g h;g_., = hg-r montre que I'image de H (v, T) par
g estl'horocycle B, = H(g.(v), e~ ¢) issue de g, (v) et de longueur e~ €. On voit ainsi que
le cardinal de A° N H(y, T) coincide avec le nombre de géodésiques allant de A a B, et de
longueur comprise entre L — 6 et L. Ces chemins ne sont pas quelconques: nous savons
que B; C a;(v)D et que si v est un vecteur générique pour A, la suite (a.(v)/L) converge
vers e(my).

4.3. — Aumoyen de la représentation symbolique du flot géodésique, nous avons
pu dénombrer le nombre de chemins géodésiques avec ce type de contraintes [BL96]:

Théoréme 2. Soit A (resp. B) un morceau d’horocycle instable (resp. stable) de T'S'
contenu dans un domaine fondamental D C T'S'. Poura € T/I”, notons N(A, B, L, a) le
nombre de géodésiques de S’ de longueur comprise entre L — & et L allant de A a aB. Soit
(aL) une suite d’élements de T/I” telle que a; /L converge vers un élément £ appartenant
a I'intérieur de C. Alors £ = e(m,) pour un unique « € H'(S, R) (Proposition 2) et nous
avons:

eLH(aL/L)

N(A B Lay) ~ c(6, &) vy (A) vi(B) ——

lorsque L — 400

(La fonction H(. ) a été introduite en 3.2.)

Avant de continuer la preuve du Théoréme 1, faisons quelques remarques sur cet
énoncé.

a) Notons tout d’abord qu'il n’est possible de remplacer LH(a; /L) par LH(E) dans
cet énoncé que lorsque la distance de a; a LE tend vers 0, comme on le voit en développant
H au voisinage de &. Or, dans les cas qui nous intéressent, la suite a; est la suite a; (v) des
déplacements d'un vecteur v générique pour A}. Le théoréme central limite pour cette
fonctionnelle du flot géodésique dit que la distance de a; (v) a LE est de I'ordre de /L.

b) Les quantités v (A) et v} (B) s'interprétent comme les mesures conditionnelles
de m/, sur les horocycles instables et stables de T' S’ respectivement. Il est possible d'expli-
citer ces mesures en fonction de la mesure conforme v, que nous avons construite en 2.2.
Par exemple, si B se reléve sur H? en un morceau d’horocycle de la forme I x {u*} x {r},
ol ] est un intervalle de S!, u* un point de S! non contenu dans I et r un réel fixé, on a:

av_q(u)
f l u—ut |26a :

Ces mesures ont la propriété d'invariance sous le flot géodésique (g;) de S’ suivante:

Va(B) = €%’

gvi =éelvi  gv; =e %ly;
(Rappelons que dans le cas d’'une surface compacte, seule la mesure de Lebesgue sur les

horocycles —ou la mesure de Margulis en courbure variable— a cette propriété).



100 M. BABILLOT

c) Dans la constante c(J, «), intervient le déterminant de &/, qui peut tendre vers
0 lorsque & tend vers I'infini, puisque C n'est pas strictement convexe. La question du dé-
nombrement de chemins lorsque la suite @, /L tend vers un point du bord de C reste ainsi
ouverte.

d) Lorque nous voudrons utiliser cet énoncé pour le dénombrement des points de
A% N H(y T), il nous faudra considérer Yensemble B = a;(v)~ !By, qui est bien contenu
dans le domaine fondamental D, mais qui n'est pas fixe. Il nous faut donc une version “uni-
forme" en A et en B du Théoréme 2. Celle ci peut étre effectivement énoncée, a condition
de minorer et de majorer la longueur des ensembles A et B.

4.4. — Revenons maintenant a l'intégrale I(T, A) lorsque v est un vecteur géné-
rique pour la mesure Al,. Alors a; (v)/L converge vers e(m,), et a condition de choisir la
constante c de fagon a contrdler la longueur de B;, nous sommes dans les conditions d’ap-
plication du Théoréme 2.

Dans un premier temps, montrons que la mesure (infinie) A}, est conservative. Pour
cela, il suffit de voir que A, (dv)-p.s, I(T, A) tend vers 'infinisi T — +00. Or pour T grand,
a; (v)/L est suffisamment proche de £ = e(m,) pour que l’on puisse minorer H(ay(v)/L)
par le nombre (strictement positif) H(E)/2. On obtient donc la minoration:

TH(E)/2
(log T)8

I(T, A) > cste

et I(T, A) tend bien vers +00.

Le Théoréme 2 permet également de calculer la limite lorsque T tend vers +o0o
du rapport I(T, A)/I(T, A’) lorsque A et A’ sont deux morceaux d’horocycles stables. On

obtient:
I(TA) _ vy(4)

T—+oo I(T, A') - va (A")

AL(dv) - p.s.

Comme cette limite est indépendante de v, et que la classe des ensembles A est suffisam-
ment grande, la mesure A/, est ergodique pour le flot horocyclique.

4.5. — Il est vraisemblable que les mesures (A} ) soient en fait les seules mesures
ergodiques et conservatives pour le flot horocyclique sur S'. Si cela était vrai, on obtien-
drait un analogue du phénoméne d’'unique ergodicité que I'on observe sur une surface
compacte.
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5. Points dans le réseau I et géodésiques fermées

5.1. — On s'intéresse ici au cardinal des ensembles ['(L) et I'(L, &) (voir 2.1.). On
sait en effet depuis Margulis que le dénombrement de chemins géodésiques permet le dé-
nombrement de points dans le réseau I. Ainsi, lorsque I'on joint les points de I. © a I'ori-
gine par des rayons géodésiques et que I'on considére I'image de ces rayons dans la variété
quotient S = I'\H?, on voit que le nombre de points de I'(L) coincide exactement avec le
nombre de chemins géodésiques sur T'S de longueur comprise entre L — 1 et L allant de
U a U (U est la sphére unité centrée au point origine de S). En utilisant cette approche,
Margulis a étendu a toutes les variétés a courbure négative 'estimée card (L) ~ e,
obtenue sur les surface hyperboliques par Delsarte au moyen de I’analyse harmonique
[De42][Ma69).

5.2. — Les éléments de I'(L, &) correspondent quant a eux a des chemins géodé-
siques allant de U a U, de longueur comprise entre L — 1 et L, et dont I’enroulement vaut
a peu prés LE. En les relevant a la variété §', on obtient des chemins dont le déplacement
est de I'ordre de L. En approximant la sphére unité autour d’'un point par des morceaux
d’horocycles, on peut, grace au Théoréme 2 obtenir I'estimée suivante [BL96]:

Theoréme 3. Pour tout & dans l'intérieur de C,
eLH(E)

card (L) ~ c(E)b(LE) —5

ol H() est la plus grande entropie des mesures de cycle € (voir 3.2), et b(L, ) un terme
borné oscillant. Cette convergence est uniforme lorsque & varie dans un compact contenu
dans l'intérieur de C.

si L— 400

Remarques.

a) On trouve donc que le taux de croissance H(E) du cardinal de I'(L, £) que nous
avons introduit en 2.2.a est en fait égal a H(E).

b) Prenons dans cet énoncé &€ = a/L, ol a est un élement fixé de [/T”. Pour L
grand, € est proche de 0. De plus, H étant maximale en & = 0, son gradient est nul en 0. Par
conséquent, L(H(a/L) — H(0)) tend vers 0 lorsque L tend vers I'infini. On retrouve ainsi
un résultat de Pollicott et Sharp [PS94] :

card {y €T(L); [y]=a} ~ c<°>§
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5.3. — Depuis Selberg, on sait estimer le nombre N; de géodésiques fermées de
longueur L d'une surface hyperbolique au moyen de la formule des traces, et dans certains
cas préciser I'équivalent obtenu en un développement asymptotique [Se57] [Hu59). Ainsi
Ny ~ e!/Llorsque L tend vers +0c. Le dénombrement d’orbites fermées dans une classe
d’homologie a fixée a été quant- a lui introduit par Adachi et Sunada, et étudié compléete-
ment par Philips et Sarnak [PS87]. (Voir I'article de survol [VN94]). Le probléme posé par
Lalley en 87 est alors celui du dénombrement des géodésiques fermées dont la classe d’ho-
mologie n'est plus nécessairement fixée mais part aI'infini dans H, (S, R) avec une certaine
vitesse. On s'intéresse donc a 'ensemble de géodésiques fermées défini par

PLE)={p:; L-1<1Ip)<L et | [p]-LE|<1}

ol § est un vecteur de H, (S, R). Il s’agit donc des orbites de longueur a peu prés L et d’ho-
mologie proche de LE. Nous allons donner une estimation du cardinal de cet ensemble
lorsque L tend vers I'infini. Observons tout d’abord que lorsque & n’est pas dans le convexe
C,!'ensemble P(L, ) est vide pour L suffisamment grand. Sinon, il existerait une suite g,
de géodésiques fermées de longueur arbitrairement grande, et une limite vague des me-
sures de Dirac €, fournirait une mesure invariante de cycle £. Il n'y a donc lieu de s’inté-
resser qu'aux valeurs de € contenues dans C. Le théoréme suivant concernant le cardinal
de P (L, E) avait été obtenu par Lalley [La89)] pour des valeurs de £ proches de 0 [BI95].

Théoréme 4. Pour tout E dans I'intérieur de C, nous avons lorsque L tend vers +00 :
eLH(E)
card P(LE) ~ of) bLE)
o1 b(L, &) est un terme borné oscillant. Cette convergence est uniforme lorsque ¥ varie
dans un compact de l'intérieur de C.

Comme précédemment, prendre £ = a/L dans cet énoncé permet de retrouver
les résultats concernant le nombre de géodésiques fermées dans une classe d’homologie (
e.g.[AS87][La89][Po91)).

5.4. — Létude deladistribution spatiale des orbites périodiques nécessitait en gé-
néral une démonstration autonome (Voir [Ze89][Sh93)). En utilisant un résultat de grandes
déviations de Kifer [Ki94) et la caractérisation de e~!(£) comme unique mesure maximi-
sant '’entropie parmi les mesures de cycle  (voir 3.4.), nous avons pu déduire directement
du théoréme précédent le résultat suivant [BL95]}:

Théoréme 5. Pour tout € dans I‘intén'eur de C, nous avons:

e~
card ’P(L,E , e;(,qg) € ®
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