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DÉNOMBREMENT DES GÉODÉSIQUES FERMÉES
SUR CERTAINES VARIÉTÉS AVEC POINTES

Marc PEIGNÉ

Résumé

Soit F un groupe libre, discret et géométriquement fini d'isométries de la boule
hyperbolique Bn contenant des transformations paraboliques et soit S l'exposant cri-
tique de la série de Poincaré associée à F. Nous démontrons que le nombre de géo-
désiques fermées de M = Bn /F de longueur au plus a est équivalent à —^ lorsque
a tend vers +00. Pour cela, nous codons les géodésiques de M à l'aide d'un alphabet
infini et utilisons un théorème du renouvellement harmonique.

Ce résultat a été obtenu avec Françoise Dal'bo et cet exposé est la suite d'un exposé
de Françoise au séminaire de Théorie spectrale de Grenoble en octobre 1995. Je tiens ici à
remercier l'équipe de géométrie spectrale de Grenoble pour son invitation et son accueil
chaleureux.

1. Introduction

Soit A un ensemble formé de 27V isométries orientées a i , a]"1, • • •, a^, a^1 de la
boule hyperbolique Bn vérifiant les conditions :

(Al) il existe 2N demi-boules fermées ( B Q ) Q € . A dans Bn orthogonales à n" x , deux
à deux tangentes ou disjointes telles que aBQ = B* - B^-i pour tout a e A.

(A2) legroupeT engendré par A contient des transformations paraboliques.

Sous ces hypothèses, F est un groupe libre, discret et géométriquement fini dont les
transformations paraboliques primitives sont conjuguées à des mots réduits de la forme
ai • • • a* où ai e A et ai # af1 lorsque k > 2 (dans tous les cas on a Bo-i D BÛJt ^ 0).
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Notons S l'exposant critique de la série de Poincaré ]T e~ s d ( 0 '7 0 ) ; nous avons le

THÉORÈME 1. — Le nombre n (a) de géodésiques primitives fermées orientées de
M de longueur au plus a est équivalent à ^ lorsque a tend vers +oc.

De nombreux résultats dans ce sens ont déjà été publiés - nous renvoyons le lec-
teur à [2] et [3] pour des références plus complètes. En particulier, si d = 2, ce théorème
est une conséquence d'un résultat de L. Guillopé sur les surfaces géométriquement finies
de courbure —1 ([6]). Lorsque d > 2, ce résultat est nouveau et généralise celui de S. Lal-
ley [8] établi pour les groupes F purement loxodromiques ; la méthode qu'il utilise pour
démontrer ce théorème consiste à traduire le problème géométrique initial en un pro-
blème de dénombrement d'orbites périodiques pour un flot spécial sur un sous-décalage
de type fini, puis à relier ce problème de dénombrement à la théorie du renouvellement
pour une marche de Markov transiente sur R Nous adaptons ici cette méthode ; la pré-
sence de transformations paraboliques dans F nous oblige à introduire un alphabet infini
pour coder les géodésiques de M si bien que nous sortons du cadre du formalisme ther-
modynamique de Ruelle.

Cette approche requiert un codage des points de l'ensemble limite ce qui nous a
obligé à nous intéresser à une classe très particulière de variétés. A titre de comparaison,
L. Guillopé utilise pour dénombrer les géodésiques fermées la formule des traces de Sel-
berg et n'impose pas de conditions aussi draconniennes que nous sur le groupe fondamen-
tal des surfaces qu'il étudie. En revanche la méthode des opérateurs de transfert présente
beaucoup de souplesse dans sa mise en oeuvre et nous a en particulier permis d'étendre le
résultat précédent au cas de la courbure variable pincée [2], [4], [5].

Afin de ne pas rendre cette note trop technique, nous supposons que les transforma-
tions paraboliques primitives de F sont toutes conjuguées à des éléments de A (pour le cas
général, voir [3]).

2. Codage des géodésiques fermées de M

Notons A0 l'intersection de dW1 avec l'adhérence de FO privée de l'orbite sous F
des points fixes des éléments de A. Le groupe F étant libre, à tout point x G A0 est associée
une unique suite u(x) = (a"*)j>i de puissances d'éléments de A telle que
x = lim a"l • • • a£fc (0) et a i + 1 £ af1 pour tout i > 1. Notons T : A0 -> A0 l'ap-
plication qui à x associe le point Tx = a^711 x où a"1 est le premier terme de u/(z). Soit
C une géodésique primitive fermée orientée de M ; il existe une transformation loxodro-
mique primitive 7 6 F dont Taxe, orienté du point répulsif de 7 vers son point attractif
z 7 , se projette sur C et telle que x 7 soit T-périodique. La longueur de C est alors égale à
- Log |7'(z7)l- Notons ƒ : A0 -> R l'application définie par ƒ (x) = - Log ((a?1 )'{Tx)\
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et posons Sk ƒ (x) = ƒ (x) + • • • + f{Tk~lx). On a

+00 -

n(a) = ^ -Jt{x € A°/Tn(x) = x, n est la plus petite période et Snf(x) < a}.
n=l

Pour établir le théorème 1 U suffit de montrer que, lorsque a tend vers +00, la quantité
N(a) = E $UX € A°/Tn(x) = xetSnf{x) < a} est équivalente à s£.

n=l

3. Propriétés de l'application T

Soit a E A; notons A°„ l'ensemble des x € A0 tels que u;(x) commence par an .
Les transformations paraboliques de F étant conjuguées aux générateurs de F, pour tout
a e A l'ensemble T(|Jn>1 A°„ ) est inclus dans un compact Ka disjoint de Ba U BQ- i .
Cette remarque est essentielle pour établir la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — IlexisîeN G N* tel que inf^A© \(TN)'(x)\ > 1; en d'autre
termes, l'application T est dilatante sur A0.

Notons a{dx) la mesure de Patterson sur l'ensemble limite A de F. La mesure
(j,(dxidx2) sur A x A définie par ti(dx1dx2) = a^}a

x^
2) est F-invariante. Posons

A0 x^ A0 = Ua€^ T (Un>i Aan) x Un>i A a - et notons T l'appUcation sur A0 xA A0

définie par T(xi,X2) = (a~nXi,a~nX2) où a" est le premier terme de u)(X2). La me-
sure ix étant F-invariante, elle est T- invariante. Puisque l'ensemble T( A£) est inclus dans
un compact ne rencontrant pas Un>i Aa" >la mesure fi est finie sur A0 x ^ A0 ; quitte à
normaliser, supposons /x(A° x ^ A0^ = 1 et notons TT l'application de A0 x ^ A0 dans A0.,
définie par 7r(xj,X2) = X2.

PROPOSITION 2. — Lamesurev = 7r(/i) est une probabilité T-invariante sur A0,
absolument continue par rapport à la mesure de Patterson et dont la densité h est donnée
par

4. Approximation de 7r(a) et potentiel harmonique

Ce paragraphe est inspiré de [8]. Pour tout (x, a) G A0 x R*+ et tout borélien A
de A0, posons

+00 -+00

E
n = l y€A°/T n y=x
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En utilisant le caractère dilatant de T, on construit pour tout entier k > 1 une partition
,i)i>i de A0 telle que limjk->+oo<7(A°fc) = 0 et donnant lieu à l'encadrement suivant

+ OO +OO

où Zfc,t G AJ;̂  et limfc_>+oo 0k = 0. Cet encadrement relie N{a) à l'opérateur P adjoint
de T par rapport à u et défini, pour toute fonction borélienne bornée tp sur A0, par

+00

Va; G A0

avecpQn(x) = 0 si x £ T(A°„) et pQn(x) = ^j^p|(a n ) ' (x) |* sinon. La mesure de
probabilité v étant T-invariante, P est markovien sjar A0. Afin de prendre en compte la
longueur des géodésiques, introduisons l'opérateur P associé à (P, ƒ ) et défini, pour toute
fonction borélienne bornée ip sur A0 x R par

_ +00
\/(T f} Ç- A0 X M PIII(T t\ — V ^ \ ^ ri n(r\ih(n/n<r f -1- f(nf

n<r'\}

n = l

5. Comportement asymptotique de

Introduisons l'espace L = {tp : A0 -4 C/||y>|| = \tp\oo + ™>(<p)} < +00 où
est la norme de la convergence uniforme sur A0 et m{ip) = sup o € ^ sup,iIr€Ao ^yf̂

avec <5o = tn ƒ (1, (J). Dans le §5, nous montrons que le couple (P, ƒ ) vérifie les hypothèses
H suivantes :

Hl-P opère sur (L, \\.\\)

H2 - Le rayon spectral sur (L, ||. || ) de Vopérateur P - v est strictement inférieur à 1

H3 -Pour tout X € W t l'opérateur P\ défini par Pxip = P(eiXf(p) opère sur
(L, ||.||) et I - Px est inversible sur L

H4 - sup l €Ao P / 3 ( x ) < +oo et 0 < i/(f ) < +oo

H5 - Inapplication À §-• PA fôf de ctasse C 3 de (R, |.|) dans l'espace de Banach des
applications linéaires continues sur (L, ||. || ) muni de la norme usuelle

Reprenant alors des arguments de la théorie du renouvellement des marches de
Markov sur R (M, [7]), on obtient le

THÉORÈME 2. — Pour toute fonction p non nulle, continue par morceaux et bor-
née de A0 dans R+ et toute fonction u non nulle, continue et croissante de R+ dans R+ ,
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on a
+00 _

£ IP»(V®tilIOia])(2:,O)
lim s u p | ^ TT-r— l| = 0.

En prenant tp(x) = i ^ et u(t) = eôt, on obtient AT(x
lorsque a -> +00. Le comportement asymptotique de N(a) découle alors de l'encadre-
ment (*) du §4.

6. Spectre de P

En étudiant précisément l'action au bord des puissances des éléments de A, on
établit l'existence d'une constante K > 0 telle que ||pQn || < ^ ^ pour tout a G A et
n > 1. Comme F contient des transformations paraboliques on a S > 1/2 si bien que la

+00

série ]£ £ ||pan || converge ; cette propriété est essentielle pour montrer que le couple

(P, ƒ ) vérifie l'hypothèse H\.

Pour vérifier les hypothèses H2 et H3, on établit le

LEMME 1. — II existe N € N*, p €]0,1[ et deux constantes positives -4, B tels
que pour tout X 6 R on ait

VveL HPiVll < P\\V\\ + (A\x\ + B)\<pU

Ce lemme, lié au caractère dilatant de T, permet d'appliquer le théorème de
Ionescu-Tulcea et Marinescu [7] ; on en déduit que le rayon spectral p{P\) de P\ sur L
est < 1, que les valeurs spectrales de module p{P\) sont en nombre fini et sont des va-
leurs propres dont les espaces propres associés sont de dimension finie. Le contrôle des
valeurs propres de module 1 résulte du lemme suivant

LEMME 2. — i) Soient <p e Lete*e eC tels que Pip — eieip. Alors

• si$A > 4 on a el9 = 1 ettp est constante sur A0

• si A — {a f 1
ï a * 1 } onaei0 = 1 et<p est constante sur A0 ou bien ei$ — - 1 et

¥> = C(l A o u A o _ i - l A o uAO.J

ii) PourX ^ 0, l'opérateur P\ ne possède pas de valeur propre démodule 1 surL.

Les hypothèse H4 et H5 reposent sur un contrôle précis de la fonction ƒ et des
poids pan.

REMARQUE 1. — L'étude du spectre des opérateurs P\ permet d'appliquer un théo-
rème du renouvellement "classique" ((!}, [7]) décrivant le comportement lorsque a tend
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+00 _

vers +00 du potentiel £ Pn ((x, a), dy dt) ; en reprenant alors les arguments de [7] on
n=0

en déduit que le flot géodésique sur le fibre unitaire tangent de M est mélangeant relati-
vement à la mesure n x dt (induite par p x dt sur A0 x ^ A0 x R.J Ce résultat, du à D.
Rudolph en courbure constante, s'étend par la méthode des opérateurs de transfert au cas
delà courbure variable pincée.
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