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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
1995—1996 (69~81)

COMPARAISON DE SPECTRES D'OPERATEURS DE TYPE
SCHRODINGER ET DIRAC

Manlio BORDON!

Ces notes reprennent et élargissent un exposé que j'ai donné a I'Institut Fourier de
Grenoble, le 25 avril 1996.

Les sections 2 (exemples), 4 (démonstrations) et 6 (digression) peuvent étre sautées
sans dommage pour la compréhension. J'ai essayé d’éviter I'excés de détails techniques en
visant surtout les applications pratiques des énoncés généraux, particuliérement en déve-
loppant les applications de I'opérateur de Dirac classique. Je voudrais saisir 'occasion de
remercier les collégues de I'Institut Fourier pour m’avoir invité et pour leur participation
amicale a2 ma conférence.

1. Position du probléme

Soit (M, g) une variété riemannienne donnée, connexe et de dimension finie n.
Notons vg la mesure canonique induite par la métrique riemannienne g et notons

L UBUDpu= /}; u(x)v(x)dvg(x)

le produit scalaire intégral, défini pour tout couple u, v de fonctions sur M dont le produit
est mesurable ; on écrira < 4, v 3>;2 ou < u, v >>. Notons L?(M) le complété de C>= (M)
par rapport 2 la norme || ||,z associée au produit scalaire intégral et H' (M) le premier
espace de Sobolev de M, le complété de C* (M) par rapport a la norme || || ;1 associée au
produit scalaire

Luv>dy= -[w u(x)v(x)dvg(x) + /M g(grad u, grad v)(x)dvg(x).

Classification math. : 58G25.
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Un opérateur T : H!(M) — H~!(M), autoadjoint par rapport au produit scalaire
I2, est dit semi-borné s'il existe une constante réelle a telle que K Tuv >p2 a K
v v >>;2 pour tout v € H'(M) (on peut supposer a = 0  un décalage pres). Un exemple
est I'opérateur de Laplace-Beltrami Ay portant sur les fonctions ou, plus généralement,
un opérateur de Schrodinger Ay + V, ou V est une fonction sur M.

Le probléme que nous voulons aborder est le suivant: quand est-il possible d’éta-
blir une comparaison entre les valeurs propres de deux opérateurs agissants sur des es-
paces de Hilbert batis sur deux variétés riemanniennes différentes?

Précisément, soit f : (M’,g') = (M, g) une application donnée entre variétés
riemanniennes, et soient T’ : H'(M') - H~}(M') et T : H'(M) = H~!(M) deux opé-
rateurs autoadjoints et semi-bornés donnés (par exemple T' = Ay + V' et T = Ay + V).
Nous cherchons  construire une application@ = @y : H'(M') — H'(M), dépendant de
[, etcherchons les hypothéses convenables sur f et donc sur @ afin de pouvoir comparer
le spectre de T’ avec celui de T. Si les variétés sont compactes, les spectres considérés sont
discrets ; dans le cas contraire, notre méthode établit une comparaison entre les parties
discrétes des spectres, c’est-a-dire les valeurs propres inférieures au bas du spectre essen-
tiel.

1.1. DErINITION. — Soit f : (M’ g') — (M, g) une application donnée. Pour
toutes les fonctions u sur M’ pour lesquelles cette définition a un sens, posonsenx € M :

(1.2) wu(x) = ([ (0o )

ol g} estla métrique induite par la restriction de g’ a 1a fibre f ~!(x). Par exemple, si f est
une fonction de Morse, @Wu est une fonction définie presque partout sur M. Lapplication
@ : u — wu n'est pas linéaire en général, cependant elle est positivement homogéne de
degré 1.

Pour pouvoir comparer les spectres de T’ et T, il faudrait qu'ils satisfassent deux
conditions :

1" conprTion. — Elle n’'implique pas les opérateurs. Nous dirons que f vérifie une
propriété de Fubini généralisée, s'il existe deux constantes réelles ¢) et c;,0 < ¢; < ¢, telle
que pour toute fonction u sur M’ on a

(1.3) allullzz gy < I@ullzny < callullz)

Par exemple, cette condition est satisfaite, en vertu de la formule de Ia coaire, (cf.
[B-Z} Théoréme 13.4.2 et Corollaire 13.4.6), si f est une application lipschitzienne et si son
jacobien horizontal Jy f satisfait ¢, < |Jyf| < ¢ presque partout. Dans ce cas, la diffé-
rentielle df (x’) existe pour presque tout X' € M’ et on peut définir le jacobien horizontal
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Ju f(x') comme étant le déterminant de la restriction de df (x') au complément orthogo-
nalde Ty (f ~?(x)) dans T,»M’, ot x = f(x’). Laformule de la coaire donne alors

L ns i () = [ ([ (0000 s ) g0

En particulier, si Jy f = +1 presque partout, on a la propriété de Fubini classique:

(1.4) @ullzmy = Nullizmey

a laquelle nous nous reporterons dans la suite afin de ne pas alourdir les énoncés.

2° conDITION. — 1] existe une constante c3>0 telle que pour tout u€H! (M) ona
(1.5) L T'u u>> )2 6 K T(Du), Bu > 2(m)

La régularité exigée pour f dépendra des opérateurs considérés : par exemple, si on a des
laplaciens, il faudra au moins la validité du théoréme de Sard, c’est-a-dire que f € C* avec
k > dim M' — dim M + 1, et qu'il soit possible de commuter différentiation et intégration.
Dans la réalité, f est toujours supposée de classe C* (voir les exemples suivants) et on a
toujours ¢; = 1 (sinon, il suffit de remplacer T par c; T). La seconde hypothése est donc en
fait,

(1.6) L T u >y 2 < T(@u), Bu > 12
qu’on appellera inégalité de Kato.

2. Exemples

Avant d’énoncer le théoréme de comparaison de spectres, nous donnons quelques
exemples concrets dans lesquelles les conditions de Fubini et de Kato sont vérifiées.

2.1. Exemple. — Soit ) un domaine régulier a bord d'une variété riemannienne
compacte sans bord (M, g) et soit f : Q < M linclusion. Les opérateurs a comparer
sont les laplaciens T' = Aq, sous conditions de Dirichlet au bord, et T = Ay,. Pour toute
fonction ¥ € G§°(Q) a support compact inclus dans I'intérieur de Q, on définit Wu €
C* (M) par prolongement nul hors de Q: on obtient ainsi une application linéaire @ :
H}(Q) = H'(M), ot H} () désigne le complété de G$°(Q) par rapport 2 la norme H'.
Les conditions de Fubini et de Kato sont alors automatiquement satisfaites.

2.2. Exemple. — Soit f : (M, g) — (M, g) un revétement riemannien régulier a
£ feuillets de variétés riemanniennes compactes sans bord. On considére les opérateurs



72 M. BORDONI

T'= A5+ V'etT = Ay + V,ou V' est une fonction continue sur M etou, pourx € M,

V(x) = infuep-1(x) V/(x’). Pour tout u € C>™ (M), I'application @ : u = @Wu € C®(M)
172

est définie par wu(x) = ( > (u(x ))2) et vérifie les propriétés de Fubini et de

x'€f-1x)
Kato.

23. — Soit f : (M',g’) — (M, g) une submersion riemannienne de variétés
compactes sans bord et considérons de nouveau les opérateurs T' = Ay + Vet T =
Ay + V. Posons, conformément 2 la définition 1.1,

wu=( [, (w0 )

pour u € C*°(M').La propriété de Fubini est alors vérifiée, tandis que, pour que l'inégalité
de Kato soit satisfaite, il faut supposer que les fibres sont des sous-variétés minimales de
M.

2.4. Exemple. — Soit (E, (, ), D) un fibré vectoriel riemannien derang r sur (M, g)
muni d’'une connexion D compatible avec la métrique (, ). On considére I'opérateur T/ =
D* D + R portant sur les sections du fibré, ot D* est 'adjoint formel de D par rapport au
produit scalaire intégral et ou R est un champ d’endomorphismes symétriques des fibres.
(Lexemple typique est le fibré des p-formes différentielles avec T’ I'opérateur de Hodge-
De Rham, c’est-a-dire le laplacien AP agissant sur les p-formes. Dans ce cas, la relation
AP = D*D + R est donnée par la formule de Weitzenbéck, ou R s'exprime a l'aide de
la courbure de la variété, (cf. [G-M1)). Pour toute section s € I'(M, E), posons Qs(x) =
Is|(x) = (s(x), s(x))}/2: 1a propriété de Fubini est toujours satisfaite. De plus @ vérifie la
condition (1.6) par rapport aux opérateurs T' et T = Ap + V, o1 V(x) est la plus petite
valeur propre de R,. En effet, grace a I'inégalité de Kato classique nous avons, |d |s] | < |Ds|
(cf. [H-S-U)).

On reviendra a I'exemple 2.4, plus en détail, dans la section 5. Cet exemple peut étre
ramené au cas général en considérant M’ = U(E) comme étant le fibré unitaire associé a
E et comme application la restriction de la projection f du fibré a U(E). On a une injection
isométrique L?(M, E) — L2(U(E)) qui applique une section s sur la fonction y; définie
par ¢s(v) = /T{(s(f(v)), v) pour v € U(E) (r est le rang du fibré E). Selon la définition
1.1dew, on a alors

@@ = (f - rinstr @) = (o)

ol dv est la mesure canonique de masse totale égale a 1 sur la sphére U(E;).

On remarquera que I'application @ est linéaire dans 'exemple 2.1, mais qu’elle ne
I'est pas dans les autres exemples.
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3. Le théoréme de comparaison

Considérons donc une application différentiable f : (M’,g') — (M, g) et deux
opérateurs T’, T telle que I'application @ définie par (1.2) vérifie la propriété de Fubini
(1.4) et I'inégalité de Kato (1.6).

3.1. DEFINITION. — Soit £ un sous-espace vectoriel de L?>(M’) constitué de fonc-
tions suffisamment régulitres, notons &, I'image de £ dans L?(f ~!(x)) par la restriction
u — u|s-1(4), qui est définie pour presque tout x € M ; posons £ = {0} quand u n'est
pas définie sur f~!(x). On définit le rang de £ comme le supremum essential des dimen-
sions de £, c'est-a-dire

rang(€) = sup (dimé&;)

inf
AEA XEM\A

ol A est la classe des sous-ensembles de M de mesure nulle.

3.2. Remarque et exemple. — C’est pas la définition usuelle de rang. Le rang de £
peut étre beaucoup plus petit que la dimension de £. Par exemple, un tenseur symétrique S
de type (0, g) sur M induit une fonction u; sur I'espace total M’ = U(M) du fibré tangent
unitaire, définie par u;(v) = S(u...,v). Lespace £ de telles fonctions est de dimension
infinie, tandis que &, est I'espace des polynémes homogénes symétriques de degré g sur
T:M = R" et donc le rang de £ est (’”’Z'l).

On peut maintenant énoncer le théoréme principal de comparaison des valeurs
propres:

3.3. THEOREME. — Soit f : (M’, g') — (M, g) une application différentiable. Sup-
posons que I'application @ induite par f (cf. Définition 1.1) vérifie la propriété de Fubini
(1.4) et I'inégalité de Kato (1.6) par rapport a deux opérateurs autoadjoints et semi-bornés
donnés T' : H'(M') = H™'(M') et T : H'(M) — H~(M). Pour tout entier positif N,
les valeurs propres de T' et T vérifient les inégalités

@ AN(T) 2 (1 = C(M)AI(T) + C(NAx1(T);
i il A(T') 2 (N = BA(T) + } i} A/(T) + NC(P)Aga (T)
i= J=

ou r est le rang du sous-espace engendré par les N premieres fonctions propres de T', o1
k = [;%] et o1 C(r) est une constante universelle strictement comprise entre 0 et 1,
C(r) = m. Si les opérateurs ont des spectres non discrets, les inégalités (i) et (i) sont

valables pour la partie discréte des spectres.
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4. Démonstrations

On donne ici une idée de la démonstration de I'inégalité (i) du théoréme 3.3, en
considérant d'abord le cas simple ol W est linéaire. La démonstration de (ii) est plus tech-
nique et pour cela nous renvoyons a [B].

Preuve de (i) quand @ est linéaire. — Notons £ le sous-espace de H'! (M’) engen-
dré par les N premigres fonctions propres de T’ et K le sous-espace de H' (M) engendré
par les k premiéres fonctions propres de T, et supposons dim @(€) > dim K : il existe alors
u € € \ {0}, L?-orthogonale a K.

w(€)

On a, pour une telle fonction u:

AN () [ulZagpgry > € Tt 20y > <€ T(@0), Bt > p2)>
> At (T@ull22 ) = Akr1( Tl Z2pry

ol la premiére inégalité découle du principe du min-max, la deuxi¢me de I'inégalité de
Kato, la troisitme du max-min et I'égalité finale est la propriété de Fubini. On en déduit
AN(T’) > Ag4+1(T), qui est mieux que (i). B

Par exemple, si Q) est un domaine régulier de M compact et si w est le prolongement
naturel (cf. Exemple 2.1), en comparant le spectre de Dirichlet de Q et le spectre de M, (i)
donne le résultat trivial AR (Q) > An(M). Bien que la démonstration soit simple dans le
cas linéaire, I'inégalité (i) est a la base de nombreux théorémes de comparaison de spectres
(rappelons, par exemple, les résultats de S. Y. Cheng, S. Gallot, M. Gromov, P. Li et S.T. Yau).

Idée de la preuve de (i) dans le cas o1 @ n’est pas linéaire. — Dans ce cas, W(£)
est un demi-céne. Pour u € £, notons (@Wu)* et (@Wu)* la projection orthogonale de wWu
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sur K et la composante orthogonale a K.

()

La décomposition Wu = (@Wu)* + (@Wu)* est a la fois L2-orthogonale et ortho-
gonale par rapport a la forme quadratique associée a I'opérateur T. Alors, la méme suite
d’inégalités que celles utilisées lorsque @ est linéaire (a savoir min-max, inégalité de Kato,
max-min et min-max, propriété de Fubini) donne

AN(THIUPE > < T'w u > > < T(@u), Du >
(4.1) = & T(@u)t, (@u)t > + < T([@w)~, (@u)* >
A1 (T @u) |2 + A ()| (@) |1?
l@w) 412y, 2
= (A A T) - A(T —) .
(M@ + Qe () - M) S ol

Maintenant, si le cone est trop concentré autour de K, le rapport I(Iowuull est trés petit.
Pour avoir une borne w > C > 0il faut donc avoir la possibilité de s’écarter suffi-

lfwu
samment de K. Ceci est possible grace au lemme technique suivant (cf. (G-M2], [B]):

v

4.2. LEMME HILBERTIEN. — Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 3.3,
pour tout couple de sous-espaces vectoriels € C H'(M') et K C H'(M) tel quedim K <
-gi,',"—gi, il existe une constante universelle C = C(dim £, dim K), 0 < C < 1, telle que

moyenne ||(@u)t||? > C moyenne ||@ul|?
u€é ljull=1 u€s,||ulj=1
Par conséquent, il existe au moins une fonction u € £ \ {0} telle que H%E!"—z 2 C.En

insérant cette derniére inégalité dans (4.1), on achéve la démonstration de (i).

La valeur de la constante C est calculée dans les papiers susdits. Le lemme hilber-
tien, dont I'énoncé préliminaire partiel est da a D. Meyer, admet une version L? (cf. [G-
M2}). Le calcul de la constante C est optimal lorsque dim K = 1: il s’agit alors d’'une amé-
lioration de I'inégalité de Holder (de Cauchy-Schwarz pour p = 1).

4.3. Remarque et exemple. — Lhypothése sur la dimension dans le Lemme hil-
bertien et donc dans le théoréme principal est optimale. Par exemple, considérons le fi-
bré trivial M x R — M de rang r, et I'application @Ws = |s|, norme d'une section (cf.
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Exemple 2.4). Soient s,..., §;, r sections constantes indépendantes et soient fi,..., fi, k
fonctions indépendantes sur M, dont le sous-espace engendré est noté K. Les produits
fisj engendrent un sous-espace de sections £ de dimension kr et de rang r et, pour tout
u € £,ona(@u)* = Wu.

5. Applications: principe général

Parmi les applications possibles du théoréme de comparaison 3.3, nous dévelop-
perons ici le cas d’'une variété riemannienne compacte sans bord (M, g), sur laquelle on
considére un fibré vectoriel réel Ederang r; f : E — M est la projection du fibré (cf.
Exemple 2.4). Supposons le fibré riemannien, c’est-a-dire muni d'un produit scalaire (, )x
sur chaque fibre E; = f~!(x), qui varie continiment quand x varie dans M. Supposons
de plus que le fibré est muni d’'une connexion D, portant sur les sections du fibré, compa-
tible avec la métrique (, ). Pour toute section différentiable s € I'(M, E) on définit sur
M la fonction norme ponctuelle de s, |s|(x) = (s(x), s(x))}/2. Notons L?(M, E) I'espace
de Hilbert des sections telle que |s| € L?(M), c’est-a-dire telle que |s| est mesurable sur

1/2
Met||sll2mp) = (fM(lsl(x))zdvg(x)) < 400, et notons H! (M, E) I'espace des sec-
tions L? telle que |Ds| € L?(M). Lapplication @, définie sur les sections différentiables

par @s = |s|, se prolonge 4 H! (M, E) et la propriété de Fubini (1.4) est automatiquement
satisfaite.

5.1. DEFINITION. — On appellera laplacien brut 'opérateur D* D portant sur les
sections du fibré, o D* est I'adjoint formel de D par rapport au produit scalaire intégral de
sections, et Japlacien naturel, dans le sens de }J.-P. Bourguignon, l'opérateur T’ = D*D +
R, ol R est un champ d’endomorphismes symétriques agissant sur les fibres: T’ est un
opérateur différentiel d'ordre deux avec des propriétés similaires a celles du laplacien; la
formule T’ = D* D+ R s'appelle formule de Weitzenbock. L opérateur de Dirac D associé a
T est (quand il existe) un opérateur autoadjoint d’ordre 1, portant sur les sections du fibré,
telque D’ =T' = D'D+ R

Notre but est de comparer le spectre de T’ avec le spectre d'un opérateur de Schro-
dinger T = Ay + V portant sur les fonctions, o V(x) est une fonction donnée. L'in-
égalité (1.6) découle de I'inégalité de Kato classique |d|s|| < |Ds| (qui est naturelle, car Ds
contient la composante d|s|, qui est la dérivée de la longueur de s, ainsi que la composante
orthogonale, qui est la «dérivée de la rotation de s » ; (cf. [H-S-U] pour une preuve rigou-
reuse) ; on suppose de plus que (R,s(x), s(x))x 2 V(x)(s(x), s(x))x pour tout x € M et

pour toute section s. En particulier, nous prendrons V(x) = Rnin(x) = plus petite valeur
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propre de R;.

Dans cette situation, quel que soit le sous-espace £ de sections, le rang de £ est
majoré par le rang du fibré E. Le théoréme 3.3 donne alors la comparaison entre les valeurs
propres de T’ et celles de T, c’est-a-dire entre les carrés des valeurs propres de I'opérateur
de Dirac D et les valeurs propres de 'opérateur de Schrédinger Ay + V:

5.2. THEOREME. — Soit (E, (, ), D) un fibré vectoriel riemannien de rang r sur la
variété riemannienne compacte sans bord (M, g), muni d’'une connexion D compatible
avec la métrique. Soit R un champ d’endomorphismes symétriques agissant sur les fibres,
et notons Rmin (x) la plus petite valeur propre de R au point x € M. Pour tout entier N on
a:

()AN(D*D + R) 2 (1 = C(r))A1(Apm + Rmin) + C(r)Ar+1(AM + Rin) ;
(ii) f: Ai(D*'D+R) 2 (N - k)A (Aym + Rin) + % zk: Aj(AM + Rpin)+
i=1 j=1

+NC(r)Ak+1 (M + Rmin)-

oukK = [FNI] etC(r) = Wi—l)z

6. Digression: pourquoi comparer des spectres?

L'utilisation principale des comparaisons de valeurs propres d’opérateurs repose
sur la méthode de Bochner qui sert a estimer les invariants topologiques ou géométriques
d'une variété (M, g) qui s'écrivent comme dimension du noyau d'un laplacien naturel
agissant sur les sections d'un certain fibré. Plus précisément, notons 7 I'invariant a estimer.
On batit un fibré vectoriel riemannien muni d’'une connexion compatible (E, (, ), D) sur
M et un opérateur elliptique T’ défini sur les sections du fibré de fagon que la dimension
de son noyau (finie car T” est elliptique) soit égal a T. On calcule la différence R entre T’
et le laplacien brut D* D, c’est-a-dire une formule de Weitzenbock: R est un champ d’en-
domorphismes symétriques agissant sur les fibres. Si Rmin(x) désigne la plus petite valeur

propre de R;, on obtient les résultats suivants:
1) Rmin > 0 = dim(Ker T') = 0
(en fait, il suffit que Ry, > 0 et qu'il existe au moins x tel que Rpmin (x) > 0) ;

2) Rmin > 0 = dim(Ker T’) < rangE.

Preuve. — Pourtouts € Ker T, s # 0,ona

0=k T's,s >>=/ |Ds|2+/(Rs.s) 2/ |Ds|2+/ Renin|s|?.
M M M M
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Rmin > 0 implique alors que [,, |Ds|? < 0 ce qui est absurde et donc que Ker I’ = {0},
tandis que Rmin > 0 implique [, [Ds|?> < 0 et donc que Ds = 0, c’est-a-dire que Ker T’
coincide avec I'espace des sections paralléles de E qui est de dimension < rangE. ®

6.1. Exemple. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de di-
mension n, considérons le fibré AM des formes différentielles, muni de la métrique rie-
mannienne induite par g et de la connexion de Levi-Civita D, qui est compatible avec la
métrique. Lopérateur de Dirac est, dans ce cas, D = d + 8, somme de la différentielle d et
dela codifférentielle 6, et son carré est le laplacien de Hodge-De Rham T’ = D? = dé+6d,
qui agit sur les p-formes, A(P) : APM — APM. La formule de Weitzenbéck classique est
AlP) = DD + R, ou R est un champ d’endomorphismes symétriques agissant sur les
fibres qui se calcule en terme de la courbure de la variété: par exemple pour p = 1, R
est la courbure de Ricci (cf. [G-M1]). Lopérateur de Schrédinger & comparer avec T' est
T = Ap + Rpin. Le théoréme principal 3.3 (o le théoréme 5.2) donne les estimées (i), (ii)
avecr = (":') = rang du fibré des p-formes. L'invariant topologique que la méthode de
Bochner permet d’estimer est le p-iéme nombre de Betti b, (M) de la variété. Le résultat
original de Bochner concernait le premier nombre de Betti, a savoir :

1) RicCimin(M, g) > 0 = b (M) =0;
2) RicCimin(M, g) 2 0= hj(M) < n+1.

Notre théoréme donne donc une extension dans le cas de courbure négative.

7. Applications a l'opérateur de Dirac classique

Supposons que (M, g) soit une variété riemannienne compacte n-dimensionnelle
sans bord orientée et qui admet une structure spinorielle (rappelons au passage que ces
deux derniéres hypothéses sont équivalentes a 'annulation des deux premiéres classes de
Stiefel-Whitney de M). Considérons le fibré des spineurs S — M, qui est un fibré vectoriel
de rang 2!} : il est bien connu que sur ce fibré il existe une métrique (, ) Spin,-invariante,
c'est-a-dire tel que, pour tout vecteur tangent X € ['(TM) et pour tout spineur s € I'(S),
ona

(X -@,X @)= g(X, X){p, )

ou - désigne la multiplication de Clifford. De plus, la connexion D induite par la connexion
de Levi-Civita est compatible avec cette métrique (cf. [L-M)).

L'opérateur de Dirac classique agissant sur les spineurs, D : ['(S) — I'(S), est défini
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au point x € M par
n

(7.1) (D@)x = Y_(ei - De@)x
i=1

ol (e, ..., e,) est un repére orthonormé orienté de I'espace tangent T, M. La formule de
Weitzenbéck correspondant a D? est la formule de Lichnerowicz [L) :

(7.2) D’ = (D°D + %(scal) 1d)

ou scal est la courbure scalaire de (M, g).

Le théoréme principal 3.3, appliqué aux opérateurs T/ = D?et T = Ay + -:- scal,
donne:

7.3. PrOPOSITION. — (Comparaison du spectre de I'opérateur de Dirac D avec le
spectre du laplacien Ay). Soit (M", g) une variété spinorielle compacte sans bord. Pour
tout ensemble {A;(D)};e; de valeurs propres de I'opérateur de Dirac on a

(i) sup;e; Ai(D)? > (1 = C(r))A;(Am + § scal) + C(r)Ags1(Ay + 3 3 scal);

(i) 3" Ai(D)? > (#1 - k)A (Am + § scal) + 3 Z Aj(Ap + § scal)+
i€l

+(#1)C(f)7\k+1(AM + § scal)

our =28, k=[L 2Ll cn) = B(r+l)

Afin de mieux comprendre le type de résultat que nous avons obtenu, considérons
lecas I = {1}: (i) et (ii) donnent alors I'inégalité de Lichnerowicz sur la premiére valeur
propre:

1 ) So
2 — - — —
(7.4) A(D): > A,(AM + scal) 2> I ;Iéln scal(x) = 4’

Ici et par la suite, on notera toujours s; = min,¢ » scal(x). Naturellement, 'inégalité (7.4)
n'est intéressante que pour sp > 0, mais la valeur minimale 5} ne peut pas étre atteinte. En
effet I'inégalité optimale est I'inégalité de Friedrich [F) :

2 n_%
(7.5) A(D) 2 =31
et il est connu que, si le minimum est atteint, alors (M, g) est une variété d'Einstein, mais
qui n’est pas kihlerienne. (Rappelons que si (M, g) est une variété compacte sans bord
de dimension paire 2m, qui admet a la fois des structures spinorielles et kiihleriennes,
K. D. Kirchberg [K] a démontré que A, (D)? > 212 pour m pair, A, (D)? > %2 pour

m impair ; les cas d’égalité ont été récemment classxﬁés récemment par A. Moroianu).

Dans le but d'obtenir des inégalités de type (i), (i) qui, pour la premiére valeur
propre, donnent le résultat optimal de Friedrich, il faut considérer un autre opérateur 77,
béti A I'aide d'une connexion modifiée.
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7.6. ProPOSITION. — Sous les hypothéses et avec les notations de la proposition
7.3,ona

@) sup;e; Ai(D)? > 25 ((l — C()A1(Am + § scal) + C(r)Aes1(Bpm + ] scal))
(ii) )‘_: Ai(D)? > =B ((#1 — K)A,(Am + 1 scal) + 1 2 Aj(Bm + ) scal)+
+(#1)C(Aks1 (By + 3 scal)).

Preuve. — Considérons la connexion V, déja introduite par T. Friedrich et utilisée
de fagon intensive par O. Hijazi dans ses travaux, citons en particulier [H], définie par

A
Vx® = Dxp + ;X-q:.

La construction de V est telle que tout spineur @ paralléle pour V est un spineur propre
relatif a la valeur propre A (@ est alors appel€é un spineur de Killing). Un calcul direct donne
|Dpf? = |Vel? - & & (D@, ). En appliquant la formule de Lichnerowicz (7.2) et en inté-
grant sur M,ona

2
fM (D?9,9) - 22(Dp. ) + > [of? = /M (VY + 2 (scal) 10)9, )

les opérateurs D? — -"% D+ -’:,—2 ldetV*V + % (scal) Id ont les mémes formes quadratiques et
donc les mémes valeurs propres. On vérifie aisément que D@ = A@ implique que "—;—’Az
est une valeur propre des opérateurs ci-dessus. 1l suffit alors d’appliquer le théoréme 3.3
aux opérateurs T' = V*V+ {(scal) Idet T = Ay + 1 scal pour achever la démonstration.
En particulier, pour A = A, (D) on a l'inégalité de Friedrich (7.5). B

7.7. Remarque. — Les estimées obtenues sont optimales. En effet, une consé-
quence de la proposition 7.6 est qu'il existe au plus 218 (= dimension dela fibre S;) valeurs
propres de D? telles que ;25 - £ < A(D)? < (,,_l )2 + -25A2(Anm) et pour le tore platil

y a précisément 2!2) valeurs propres égalesa (;25)2 = 0

Pour finir, donnons une relation entre topologie et spectre. Le A-genre, A(M), est
un invariant topologique qui est égal a I'index de 'opérateur de Dirac D et qui est donc
majoré par la dimension du noyaude D:

A(M) = dim(Ker D) — dim(coKer D) < dim(Ker D).

7.8. COROLLAIRE. — Pour toute variété spinorielle (M", g) dont le A-genre est non
nul, le spectre du Iaplacien vérifie

3 E A(Bu) + C(NAMNAL (Bu) < —A(M)
j_
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. - k
our =212 k= [%ﬂf—l)] c(r) = m On a donc que } .El)‘f(AM) < -2, ol kestde
J=

Vordre de A(M).

(8]
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