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UNE SUITE EXACTE EN L2-COHOMOLOGIE

Gilles CARRON

a. Introduction

Pour motiver mon problème, je commence par rappeler la formule de Gauss- Bon-
net : si (M, g) est une surface orientée compacte sans bord alors

KdAL = 2 - 2g = x(M) où g est le genre de M.
M 2 T T

Cette formule exprime un invariant métrique (l'intégrale de la courbure: fM ^ ^ ) en
fonction d'un invariant topologique x(M) (la caractéristique d'Euler). En dimension su-
périeure, il existe une formule analogue

û = x(A#)
M

où Q est la n-forme d'Euler de la variété riemannnienne orientée (Mn
f g) ; cette n-forme

s'exprime en fonction de l'opérateur de courbure de (Mn, g) et on a ponctuellement la
majoration

où R est le tenseur de courbure de (Mn, g). On aimerait savoir ce qui se passe lorsque la
variété n'est plus compacte, la question est la suivante :

si (M", g) est une variété riemannienne complète telle que JM Cl converge, alors
comment relier cette intégrale à la topologie et à la géométrie de (M, g) ?

Classi&caüon math. ; 47N20,5ÔA14,58G10.
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Pour cela, on aimerait, au moins dans le cas compact, avoir une définition plus mé-
trique de la caractéristique d'Euler afin de pouvoir la relier plus directement à l'intégrale
de la n-forme d'Euler, qui, elle, est définie à partir de la métrique. C'est pourquoi on consi-
dère la

b. L2-cohomologie

Soit Mn une variété compacte grâce au théorème de De Rham, la caractéristique
d'Euler de M" peut eue définie en terme de formes différentielles : l'opérateur de différen-
tiation extérieure

d: C°°(AkT*M) —• C°°{Ak+lT*M)

vérifie d o d = 0, le fc-ième groupe de cohomologie (de De Rham) est défini par

rr* /wx K e r r f : C°°(A*rM) —> C°°(A*+ 1rM)
HdR{M) =

Et la caractéristique d'Euler est

*=o
c'est une définition différentielle de la caractéristique d'Euler.

Soit maintenant (M", g) une variété Riemannienne complète. La L2-cohomologie
est définie à partir de l'action (non-bornée) de la différentiation extérieure d sur l'espace
de Hilbert L2 (A*T*M). La structure hilbertienne induite par la métrique nous permet de
définir un opérateur différentiel adjoint à d : S par la formule

(d*.fi)e = (*,ö(i), Va G Çj°(A*rAf). fi G Cb°°(A*+1rM).

Si Hk{M) est l'espace des Jt-formes harmoniques I?

Hk{M) = {a G L2(AkT*M), da = Ôa = 0}.

alors l'espace L2(AkT*M) admet la décomposition orthogonale de Hodge-deRham-
Kodaira suivante :

I 2 ( A * r M ) = H*(M) 0 BkL2(M) © ÔCg°(Ak+l T*M),

où l'adhérence s'entend pour la topologie de L2(AkT*M).

Donc pour toute Jk-forme a G I 2 il existe une suite <p/ G Cg° (Ak~l T*M) ©
Cg° (Afc+1 T*M) et une forme harmonique H(a) telle que

a - U(a) = I2 - lim (d+ô)<ph
/->oo
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De plus, si Mn est supposée compacte sans bord alors le théorème de De Rham
nous dit que

Ker (d : C°°(A*rM) —> C°°(A*+1 T*M)) = Uk(M) © dC°° (tik~l V M),

et donc que
nk(M) ~ Hk

dR{M).

On peut donc exprimer la caractéristique d'Euler en fonction de la I2-cohomologie

X(M) = V(-l)*dlm W*(M) = f a

fiemarque. — Dans le cas non-compact, complet, ces espaces de formes harmo-
niques I2 ont encore une interprétation : ce sont les espaces de L2 cohomologie (réduite)
de (M", g).

On peut penser qu'il y a une preuve "métrique" de l'égalité des deux invariants mé-

triques £ (-1)* dim Hk{M) et JM Ci ; et ceci est vrai grâce à la preuve du théorème de

l'indice par l'équation de la chaleur, due pour le cas général à Atiyah-Bott-Patodi et dans le
cas du théorème de Gauss-Bonnet à Patodi.

Lorsque (Mn,g) n'est plus compacte, les espaces de I2-cohomologie ne sont
plus forcément de dimension finie, et de nombreux travaux ont été fait pour relier la
L2-cohomologie, l'intégrale de la n-forme d'Euler et la topologie de M.

J'avais obtenu le résultat suivant :

THÉORÈME A. — Si (Mn, g) est une variété riemannienne complète qui vérifie Vin-
égalité de Sobolev

" < [ \du\2(x)dx, Vu € CS°(M),
J

[ ) [
M / JM

et dont le tenseur de courbure vérifie

L \R\î(x)dx<oo,

alors les espaces de L2 -cohomologie de (Mn, g) sont de dimension unie.

Après ce résultat, il vient plusieurs questions naturelles :

i) Quelle formule de Gauss-Bonnet peut-on espérer dans ce cadre ? Le. comment
peut-on relier JM O (qui converge puisque |O|(JC) < c(n)\R\n(x)) et la caractéris-
tique d'Euler L2 de (M, g) définie par

*=o
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ii) Comment ces quantités dépendent de la topologie de M?

Dans [Cl], j'avais calculé les espaces de I2-cohomologie des variétés asymptoti-
quement euclidiennes et ce calcul montrait qu'en dimension supérieure ou égale à 3, on
avait une formule de Gauss-Bonnet

X I 2 ( M ) = f Cl
JM

Cette égalité était déjà montré dans [B-M-S] et IBr]. Nous avons le résultat suivant :

PROPOSITION B.l. — La caractéristique d'EulerL2 est un invariant d'homotopie à
support compact.

En fait, les espaces de I2-cohomologie ont une définition cohomologique et on
peut montrer qu'ils sont des invariants d'homotopies Lipschitz (cf. [Lo]). Maintenant on
aimerait savoir ce qui se passe lorsque la topologie est modifiée sur un compact, la pro-
position suivante nous dit qu'alors la caractéristique d'Euler I2 est modifiée de la même
façon que l'intégrale de la n-forme d'Euler, c'est une formule de Gauss-Bonnet relative :

PROPOSITION B.2.— Soient (M"fgi) et (Mg.gz) deux variétés riemanniennes
complètes de dimension n > 5 qui vérifient les mêmes hypothèses qu'au théorème A
alors s'il existe Dx (resp. Dz) un domaine compact de M\ (resp. M2) tel que (M - D\, g\ )
soit isométrique à (Mz — Dz, gz) alors

JDi Jïh

M. Gromov et B. Lawson avaient démontré un tel résultat pour des opérateurs de
Dirac sur des variétés non-compactes, complètes dont le potentiel courbure, qui apparaît
dans la formule de Bochner-Weitzenbock, est uniformément strictement positif sur un voi-
sinage de l'infini ([G-L]); en fait comme l'a montré H. Donnely, le fait que le bas du spectre
essentiel de l'opérateur de Dirac soit strictement positif suffit pour avoir une formule de
l'indice L2-relatif ([D]). Cependant les variétés que nous considérons ont, généralement,
un bas du spectre essentiel nul.

Enfin, la proposition suivante nous informe sur la topologie des variétés considé-
rées:

PROPOSITION B.3. — Si (Mn, g) une variété riemannienne complète connexe, qui
vérifie l'inégalité de Sobolev

( f \u\#*(x)dx) " < f \du\2(x)dx, Vu € Q°°(M),

et si la plus petite valeur propre négative du tenseur de Ricci, rie., vérifie
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alors on a la majoration

dimHl
c(M) = dimHln'l)(M) < C(n)un{M)-1 f |ric-(x)|*dx

JM

et dans ce cas Mn a un nombre fini de bouts bet on a la majoration

b < 1 + C(n)un(M)-1 f |ric.(x)|?dx
JM

En fait tous ces résultats reposent sur la suite exacte suivante :

THÉORÈME B. — Soif (Mn, g) une variété riemannienne complète de dimension
n>5, vérifie Vinégalité de Sobolev

UP(M) ( f \u\&(x)dx) " < f \du\2{x)dx, Vu € Q°°(M)f
\JM J JM

et telle que son tenseur de courbure vérifie

f
JM

< OOf

alors si D est un ouvert borné (à bord régulier) de M, nous avons la suite exacte

Remarques.

i) Cette suite exacte est l'analogue le suite exacte de rhomomorphisme cobord en
cohomologie classique.

ii) L'hypothèse sur la dimension est une hypothèse sur la dimension de l'inégalité de
Sobolev n > 5, c'est celle qui permet de savoir que certaines fonctions harmo-
niques décroissent assez vite à l'infini. Les termes de cette suite exacte sont les
suivants : Hk(D, dD) est la cohomologie relative (ou à support compact) de D, et
HKAM - D) est la I2-cohomologie absolue de M - D que Ton peut identifier à
la partie de la I 2 -cohomologie du double de M — D qui est invariante par la sy-
métrie par rapport à dD ; on peut aussi identifier cet espace à un espace de formes
harmoniques

H(2)(M - D) - {h G I 2 ( A * r (M - D)), dh = 6h = Oetintv/i = 0},

où n est le champ de vecteur normal unitaire à d D. Cène identification est similaire
à celle que l'on a pour les variétés compactes à bord (cf [D-S]).

De cette suite exacte, nous pouvons en déduire les formules suivantes pour la ca-
ractéristique d'Euler 1? :
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PROPOSITION B.4. — Soit (Mn, g) une variété riemannienne complète qui vérifie
les mêmes hypothèses qu'au théorème B alors si D est un ouvert borné de M on a

Xi»(M.g) = x(D,BD) + Xi2(M - A g).

Si de plus la dimension n est paire alors

XL*(M,g) = ƒ Q + ƒ P(I1) + XL<M - D),
JD JdD

où P(II) est un polynôme en la seconde forme fondamentale dedD C M. En particulier,
nous avons la formule

XL2(M,g) = / n + Itaji ( f P(ll) + xtf (M - D) V

Ces formules se déduisent du théorème B en écrivant que la somme alternée des
dimensions des termes de la suite exacte est nulle et des formules exprimant la caractéris-
tique d'Euler d'une variété à bord. Ces résultats sont démontrés dans [C2], l'étape essen-
tielle de la preuve consiste à montrer qu'il existe un opérateur de Green, Le. un bon inverse
au Laplacien agissant sur les formes différentielles.
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