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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
1995-1996(25-37)

LE SPECTRE DU LAPLACIEN AGISSANT SUR
LES p-FORMES DIFFÉRENTIELLES

Bruno COLBOIS

L'objet de cet article est de présenter quelques résultats récents sur le spectre du
laplacien agissant sur les p-formes différentielles d'une variété riemannienne compacte
ainsi qu'un résultat nouveau obtenu en collaboration avec G. Courtois [CC96].

Dans un premier temps on va rappeler quelques théorèmes classiques sur le
contrôle du spectre des fonctions afin de mettre en perspective les résultats obtenus
dans le cadre des formes différentielles et les nombreuses questions ouvertes.

Dans la suite, (M, g) désignera une variété riemannienne connexe, compacte et
orientée.

Les p-formes différentielles C°°, notées Çlp(M)> sont munies du produit scalaire
standard (a, (S) = JM a A */5 où a, /? G QP{M) et où * désigne l'opérateur de Hodge.

Le laplacien agissant sur les p-formes différentielles est l'opérateur A = dd* + d* dt

où d désigne la différentielle extérieure et d* la codifférentielle, adjoint de d relativement
au produit scalaire (, ). Rappelons la relation d* = (-l)n(p+l)+l*d*,oùn = dimM et où
d* agit sur les p-formes différentielles. Lorsque p = 0, on retrouve le laplacien classique
agissant sur les fonctions A = d* d = — divgrad.

Le spectre du laplacien agissant sur les p-formes différentielles sera noté

p - spec(M, g) = {0 = À0,p(M. g) < ÀliP(M, g) < À2,p(M, g) < • - • f oo}.

Remarquons que l'on impose ici AO,P(M, g) = 0. La multiplicité de AO,P(M, g) est en fait un
invariant topologique bien connu : le jjème nombre de Betti de la variété M, noté bp(M)
(théorème de Hodge-De Rham). bp(M) est également la dimension du p i è m e groupe de
cohomologie de De Rham, noté HP(M, R) ([Wa83]). Ainsi, la première valeur propre non
nulle sera toujours notée A1#p(M, g). Depuis \\fPt on répète les valeurs propres avec la mul-
tiplicité s'il y a lieu.

Classification math. : 58G25, 53C21.

Mots dés : Laplacien, formes différentielles, valeurs propres.
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1. Le spectre des fonctions

On rappelle ici quelques résultats classiques sur la majoration et sur la minoration
de la première valeur propre non nulle À 1,0 (M, g) du spectre des fonctions. Notons que
lorsque M est connexe, on a toujours bo(M) = 1. Ainsi, 0 est de multiplicité 1 dans le
spectre des fonctions et correspond à la fonction constante.

Le premier théorème montre l'existence d'un trou dans le spectre entre 0 et Alf0

sous des hypothèses assez générales : courbure de Ricci et diamètre minoré. Le théorème
1.1 cité ci-dessous est tiré de [CZ95]. À noter de nombreuses contributions diverses pour
ce type de résultat, par exemple [BBG85] et [Gr80].

THÉORÈME 1.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe de di-
mension n, dont le diamètre est d et dont la courbure de Ricci satisfait Ricci(M, g) > —Lg,
où L est une constante positive. Alors

Aifo(Af, g) > — e~5Cn oùcn = max{y/n - 1, V2}.

On en déduit immédiatement le corollaire 1.2 (à comparer avec le théorème 2.8).

COROLLAIRE 1.2. — SoitM(n, a, d) (a, d constantes positives) l'ensemble des va-
riétés riemanniennes compactes connexe de dimension n dont la courbure sectionnelle
et le diamètre vérifient \K{M, g) \ < a, diam(M, g) < d.U existe alors une constante po-
sitive c(n, a, d) (donnée explicitement par le théorème 1.1) telle que, pour toute variété
(M,g) € M(n,a,d),ona:

Ko(M,g) >c(n,a,d).

Remarque 1.3. — Lorsque Ton considère des variétés à courbure de Ricci positive
Ricci(M, g) > (n - l)kgt la constante du théorème 1.1 est c(n, k) — nk ÜU58]) (Jfc > 0).

Remarque 1.4. — L'ensemble AI (n, a, d) est grand, en ce sens que dès que n>3,
il comporte un nombre infini de variétés deux à deux non difféomorphes (il suffit par
exemple de penser aux espaces lenticulaires). Ainsi, avec pour seules informations une
borne sur la courbure et le diamètre d'une variété riemannienne compacte, mais sans avoir
par exemple une idée précise de sa topologie, on peut déduire l'existence d'un trou dans le
spectre, dont on contrôle l'amplitude.

Le résultat suivant montre qu'au contraire, le trou spectral ne peut pas être trop
grand, dès lors que l'on contrôle la courbure et le diamètre.

THÉORÈME 1.5 ([Cg75]). — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe

de dimension n dont la courbure sectionnelle vérifie K(M,g) > -1 et de diamètre
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diam(M,g) = d. Alors

X (Mr\< ( n " l ) 2 • C ( W )

Ai,o(Mfg)< + -jp-
où c(n) est une constante ne dépendant que de la dimension.

Remarque 1.6. — Lorsque la courbure sectionnelle est non négative, on a le résul-
tat plus précis dû à ). Cheeger [Cr68] : il existe une constante c(n) > 0 ne dépendant que
de la dimension telle que :

Ai,o(M,g)<c(n)/(diam(M,g))2.

Aux vues de ces différents résultats, une question est donc de savoir si lorsque, à
courbure bornée, le diamètre tend vers l'infini, A1/0 tend ou non vers 0. Les deux situations
peuvent se produire. Cette question a un intérêt particulier lorsqu'on la relie à des pro-
blèmes de nature combinatoire (cf. [Br86]). Signalons simplement ici la question difficile
suivante :

Question 1.7. — Soit (M", g) une variété riemannienne compacte à courbure — 1.
Existe-t-il une famille (M,, g,)i€N de revêtements riemanniens de degré fini d, de (M, g)
tel que

(i) dj —» oo lorsque i —> oo.

(ii) \i,0(Mi,gi)> * ^ , V z € N .

La difficulté de construire une telle famille d'exemples est que lorsque d, —> oo,
diam(AfIfg,) -> oo et donc \\,o(Mifgi) < ^"^ + o(l) (thm. 1.5). Notons que des
exemples existent où Ali0(Af,, g,) > c> 0 ou c est indépendante de / ([Br86]).

Inégalité de Cheeger [Cr70], [BGM71].

DÉFINITION 1.8. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. On désigne
par h la borne inférieure du rapport vol""1 S/ min(vol M\, vol Mz) lorsque S parcourt l'en-
semble des sous-variétés fermées de dimension (n — 1) de M qui réalisent sur M une
partition en deux sous-variétés M\ et M2 de dimension n dont S est le bord commun, h
s'appelle la constante de Cheeger de la variété (M, g).

THÉORÈME 1.9 [Cr70], — Soif (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe.

L'intérêt de cette estimation est qu'elle n'impose aucune contrainte a priori sur la
géométrie (courbure, diamètre, volume) de (M, g).

Sous des hypothèses concernant la courbure de Ricci, la constante de Cheeger per-
met également de majorer la première valeur propre non nulle.
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THÉORÈME 1.10 [Bu821. — Soit (Af,g) une variété riemannienne compacte. Si
Ricci(M,g) > - ( n - l)fc2g alors \lf0(M, g) < c(n)(h(M,g)k + h2(M,g)) oùkestune
constante positive et où c(n) est une constantene dépendant que delà dimension.

Intuitivement, pour construire des petites valeurs propres, il suffit de considérer
des métriques de type "haltère", ce qui est toujours possible. (Comparer avec l'exemple 2.1
dans le cas des formes différentielles).

Figure 1 : haltère

Construction de grandes valeurs propres.

La question est ici de savoir si, pour des métriques de volume fixé sur une va-

riété compacte M, la première valeur propre Aif0 peut être rendue ou non arbitrairement

grande.

THÉORÈME 1.11 ([He70], [YY80]). — Soir (S, g) une surface compacte de genre y et
telle que volume (S, g) = l.AJorsÀi(0(S,g) < 87r(y + 1).

Remarque. — Le résultat fut d'abord démontré par Hersch ([He70]) pour la sphère
S2 puis généralisé par Yang et Yau [ YY80].

En dimension supérieure à 2, il a été montré que le résultat était faux dans des cas
particuliers, [Ur79], [Mu80] avant d'avoir une preuve générale de ce fait.

THÉORÈME 1.12 ([CD94]). — Soient M une variété compacte de dimension n > 3,
et N un nombre positif donné. Alors il existe une métrique g sur M telle que vol(M, g) = 1
etAli0(M,g) = N.

Remarque. — Ce résultat a été récemment généralisé par Lohkamp ([Lo95]).

2. Le cas des p-formes différentielles

On donne d'abord quelques exemples montrant que l'intuition que l'on s'est faite
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dans le cadre des fonctions n'est pas valable sans autre dans le cas des formes différen-
tielles.

Exemple 2.1. Métriques de type "haltère". — Voir le détail des constructions dans
[AC951. On relie deux variétés Afi et Af2 par une anse fine L£ isométrique à [0, L] x S?'l, où
S""1 est la sphère standard de rayon e, et on appelle Me cette réunion.

Lorsque 1 < p < n - l(n = dim M£), H
P(M£) = HP(MX) + HP(M2). Pour 1 < p <

n -1, le p-spectre de Mt converge vers la réunion du p-spectre de M\ et du p-spectre de Af2
lorsque a -> 0 (cf. [AC95], Thm. B). Cela signifie que, contrairement au cas des fonctions,
il n'y a pas apparition de petites valeurs propres lorsque £ -¥ 0. Intuitivement, cela vient
du fait qu'il n'y a pas de formes harmoniques de degré p, 1 < p < n - 2 sur S""1. Une
p-forme propre sur ]0, L[ x Sf " l doit avoir une énergie très grande (si 1 < p < n - 1) et tend
à s'annuler sur l'anse. On est donc ramené à la réunion des p-spectres de M\ et M2.

Exemple 2.2. — Considérons le produit S[ x S"~l du cercle de longueur L avec la
sphère de rayon e. À cause de la formule de Künneth (A(aA^) = Aa A fi + a A A0 où
a 6 ApS[ et fi € A^""1), on déduit facilement le spectre de S[ x S?"1 en fonction de
celui de S[ et de celui de S?"1. Ainsi, si n > 3ets i2 < p < n - 2,ona:

KP(S[ x S,"'1) = m\n(Kp(srl)'*i.p-i(sr1))-

*i,p(sl x S""1) t e n d d o n c v e r s tnfaû lorsque f -» 0. Par ailleurs, K(S[ x S^~l) > 0. On
constate que ni le théorème de Cheng (Thm. 1.5) ni celui de Cheeger (Thm. 1.6) ne sont
valables dans le cas des formes différentielles.

Question 2.3. — A-t-on pour les formes différentielles un théorème du type
"Cheng" pour 0 < J C < l o u - l < * f < 1, où K désigne la courbure sectionnelle?

Exemple 2.4. Les sphères de Berger. — On considère le fibre de Hopf S1 <-»
(S2n+1, g) 4 (CPn, h) où (S2n+1,g) est la sphère de dimension 2n + 1 munie de sa
métrique canonique, et CPn l'espace projectif complexe muni de la métrique de Study-
Fubini.

CPn est le quotient de S2n+1 par l'action isométrique de S1 :

Ç: S1 x S2"+1 —> S2n+1, C(e,Z! zw+1) = (ewzx e
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Les orbites de l'action sont des grands cercles de la sphère. Notons X le champ de vec-
teur unité tangent à l'action de S1. Hq désigne l'espace tangent horizontal de la fîbration

On construit à partir de la métrique g une famille g, 0 < t < oo de métriques sur
S2n+1 obtenue en multipliant la métrique g par t en direction de la fibre (figure 2). Soit
i/G r ^ + ' . O n p o s e

de plus, si v € Hq. gt(q){v, X) = 0.

X(q)

Hq

Figure 2

Pour 0 < t < 1, il existe une constante c, indépendante de t, telle que

([FU90], [CE75]). Déplus, diam(S2/l+1,g,) < diam(S2/1+1,g)f0<r<l. Ainsi, (S2n+1,gf) €
jW(2n+l fc,Tr).

On va montrer qu'en contraste avec ce qui se passe pour les fonctions (cor. 1.2),
AliP(S2/ï+1,gr) -> 0 lorsque t -> Opour 1 < p < 2n.

Intuitivement, lorsque t ^ 0, la longueur de la fibre du fibre de Hopf tend vers
0. Dans un sens, la sphère (S2/l+1, gt) s'approche de (CPn, h) lorsque t -> 0 (cela peut
être formalisé précisément avec la notion de convergence de Hausdorff-Gromov (GLP80]).
On sait qu'en degré pair, CPn possède des formes harmoniques. Lorsque Ton relève ces
formes à la sphère, elles ne peuvent plus être harmoniques (sauf en degré 0) mais elles le
sont presque, au sens où elles correspondent à une petite valeur propre lorsque f -> 0.

Soit eu = X* la forme de connexion du S1-fibre. On sait que dœ = tir* (Q) où fi
est la forme de Kàhler de (CPn

t h) et t correspond à la métrique g, (et à la longueur de la
fibre) ([BT86]p. 70).

On sait que H2p(CPn, R) = R où la cohomologie en degré 2p est engendrée par
fi A • • • A fi (p-fois) 0 < p < n.
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Considérons tp = fî A • - • A Cl. TT*(<//) = n*(Q) A - • • A 7T*(Q).Ona: dn*(Cl) =

7T* (dCl) = 0 car D. est harmonique.

d*TT*(n) = *rf * 7T*(Q) = *d(cO A 7T*(*n))f

= f*(Tr*(n) ATr*(*O)-cüA7T*(d*Q)) = f * ( T T * ( Q A * Q ) ) = HO.

Ainsi, d<// = 0 et d*ty = feu A Q A • • • A Q => A<// = f2*//. On peut vérifier la même

(p-i)-fois
relation pour i// = c o A f i A - - A f l Ainsi, on obtient pour chaque p;0<p<2n+l:

Remarque 2.5. — Cet exemple montre que le théorème 1.1 et le corollaire 1.2 ne
sont plus vrais dans le cas des formes différentielles. De même, la constante de Cheeger de
(S2n+1, gt ) est minorée par une constante indépendante de t. On constate que la constante
de Cheeger ne permet pas de contrôler le spectre des formes différentielles.

Remarque 2.6. — On peut faire la même construction qu'à l'exemple 2.4 pour tout
S1 -fibre. En général, cependant, le relevé d'une forme harmonique de la base à l'espace
total ne donne pas une forme propre, mais possède un petit quotient de Rayleigh, ce qui
implique parfois l'existence d'une petite valeur propre non nulle (voir § 3).

Exemple 2.7. — Comme pour les fonctions, il est souvent possible de construire
des métriques à volume 1 et à première valeur propre non nulle arbitrairement grande.
Plus précisément on a [GP95] :

Soit M une variété compacte de dimension n > 4. Pour tout N > 0{N assez grand)
il existe une métrique g sur M telle que vol (M, g) = letÀlf/,(M, g) > N V2 < p < n—2.

Remarque. — Le problème reste ouvert dans le cas des 1 -formes différentielles.

Dans le reste de ce paragraphe, on va exposer une petite extension du théorème 1.1
au cas des formes différentielles. Comme corollaire, on notera le rôle de la topologie, qui
devient important, pour contrôler le bas du spectre des formes différentielles.

THÉORÈME2.8 [CC90].— SoitM{nta,d,r) = {(M, g), dim M = n,\K(M,g)\ <
a, diam(M, g) < d, injrad(M, g) > r} oùa,d,r sont des constantes positives, et injrad dé-
signe le rayon d'injectivité. Il existe une constante positive C(n,a,d, r) telle que, V(Af, g) e
M(n,atd,r),Q<p< n,\liP(M,g)> C(n,o,d,r).

Remarque 2.9. — La constante C(nJa1dt r) n'est hélas pas explicite. Cela est dû

à l'utilisation dans la preuve du théorème 2.8 du théorème de finitude de Cheeger et du

théorème de précompacité de Gromov.



32 B. COLBOIS

Remarque 2.10. — M{n, a, d,r) est beaucoup plus petit que l'ensemble M (n, a,d)
introduit au corollaire 1.2, en ce sens qu'il n'y a qu'un nombre fini de type de difféomor-
phisme dans M (n, a, d, r) (c'est justement le théorème de finitude de Cheeger) (figure 3).

Remarque 2.11. — On constate que A1(P est minorée sur Min, a, d, r) mais pas
sur M(n, a, d).

M{n1atd%r)

M{n,a,d) ^ ^ ^

Figure 3

COROLLAIRE 2.12. — SoitM une variété compacte de dimension n, connexe, orien-
tée. S'il existe une suite de métriques (M, g; )igN sur M etunp, 1< p < n — 1 telle que

(i) (M, gi) €M(n,a,d) Vî € N (a, d fixés),

(ü) lim \iiP(M,gi) = 0. Alors lim injrad(M,gI) = 0.

Remarque 2.13. — Comme le diamètre est uniformément borné, le fait que le
rayon d'injectivité en un point soit petit est équivalent au fait qu'il soit petit partout (cf.
[HK78]).

Le corollaire 2.12 peut donc se lire ainsi : si à courbure et diamètre bornés une va-
riété M admet une suite de métriques comme dans l'énoncé de 2.12, alors M admet un
effondrement. (On dit précisément que M s'effondre lorsqu'elle admet une famille de mé-
triques comme dans 2.12, telle que injrad(M, g/) —> 0). Or toute variété M n'admet pas
d'effondrement. Le fait de pouvoir s'effondrer a une signification topologique ([Pa83]). Par
exemple, si M s'effondre à diamètre borné, son volume minimal est nul, ses nombres ca-
ractéristiques sont nuls. L'exemple type de variétés qui s'effondre est un S1 -fibre. Pour une
description détaillée, voir ((Fu87], [Fu90], [Fu89]).

Question 2.14. — Estimer la constante C(n,a,d, r) du théorème 2.8.

Remarque 2.15. — Lorsqu'une variété s'effondre, il n'est pas clair de déterminer si

le bas du spectre tend vers 0.
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L'objet du paragraphe 3 sera précisément d'examiner les questions 2.14, 2.15 dans
le cadre des S1 -fibres, qui sont les exemples les plus simples d'effondrements.

Enfin terminons ce paragraphe par la question classique :

Question 2.16. — Existe-t-il "une constante de Cheeger" permettant de contrôler
le spectre des p-formes différentielles?

Notons le rôle particulier de l'inégalité de Cheeger dans le cas des fonctions : il n'y
a aucune présupposition sur la géométrie de la variété.

3. Le cas des S1 -fibres

Dans ce paragraphe on va considérer un SJ-fibré riemannien Sl<->(M, g) A(JV, h)
dont la longueur de la fibre approche zéro. On cherche à répondre à deux questions concer-
nant le p-spectre de (M, g).

Question 3.1. — Combien de valeurs propres non nulles tendent-elles vers 0 ?

Question 3.2. — Peut-on estimer ces valeurs propres par rapport à la longueur de
la fibre, qui correspond à peu près au rayon d'injectivité r de {M, g) ?

On commence par donner trois exemples montrant que les choses sont assez com-
pliquées.

Exemple 3.3. — Rappelons brièvement le cas du fibre de Hopf, déjà traité en
2.4 : S1 *-> (S2n+1

f g) -» (CPn, n). On considère la métrique g, sur S2n+1.

injrad(S2w+1
(gf) = TTf

On peut montrer que lorsque t -> 0, il y a par chaque p, 1 < p < 2n, exactement
une valeur propre du p-spectre de (S2/l+1, gr) qui converge vers 0, et qu'elle est de l'ordre
de(injràd(S2"+1

#gt))
2.

Exemple 3.4. — On considère une variété riemannienne compacte (N, h) et on

pose (M, gt ) — (N, h) x S] ou S] est le cercle de rayon f.

Dans ce cas, la formule de Kiinneth montre que :

Kp(M,gt) = mlnCAi.p.iCiV. h).\ltP(N. h))

lorsque f ->0 . Ainsi, il n'y a pas de petites valeurs propres non nulles lorsque t -> 0.



34 B. COLBOIS

Exemple 3.5. — On considère l'espace lenticulaire Z*, obtenu en quotientant la
sphère S2n+1 par le groupe discret Z* des racines fcIème de l'unité (vu comme sous-groupe
du groupe S1 qui agit par isométries sur S2n+l). On considère sur Z* la métrique induite
par celle de S2n+1.

Lorsque l'on considère la sphère standard, Lk a une métrique à courbure 1. Son
rayon d'injectivité est j . L* est également un S1-fibre sur (CPn, h). Lorsque *: tend vers
l'infini, on est dans une situation qui ressemble donc un peu à l'exemple 3.3 des sphères
de Berger : S1 -fibre sur CPn, courbure bornée, rayon d'injectivité tendant vers 0. La seule
différence est que la topologie de L* change avec k.

Si tfj est une forme propre sur 1*. on peut toujours la relever à la sphère S2n+1.
Comme les variétés sont localement isométriques, le relevé <£ de <// est propre, pour la
même valeur propre que (//. On en déduit :

Vfc€N \i.p{Lk)>\i.p{&'H'\g).

Ainsi, bien que injrad(Ljt) -> 0 lorsque A: -> oo, Ijt n'admet aucune petite valeur propre.

Au lieu de considérer sur L* la métrique induite par la métrique standard de L*, on
peut considérer la métrique induite par g,, construite en 3.3 et 2.4. Alors \K(Lk, gt)\ < C
lorsque t -> 0 (C constante indépendante de t)

=

On peut montrer que Ài,p(Ijtf g, ) = t2 lorsque t -> 0. Ainsi, on constate que "petit rayon
d'injectivité" ne suffit pas à décider de la présence ou non de petites valeurs propres. Quant
au rapport entre \\iP et le rayon d'injectivité, l'exemple 3.5 montre qu'il dépend beaucoup
de la topologie.

Dans [CC96], nous nous sommes attachés à comprendre le cas des S1-fibres. En fait,
on fixe une variété compacte (Nn

f h) et on cherche à décrire le spectre d'une variété rie-
mannienne (Mn+1, g), f-proche de (N, h) au sens de Hausdorff, lorsque t est petit. À cause
d'un théorème de Fukaya [FU87], cela revient à considérer un S1-fibre. On peut même se
ramener à une situation géométrique plus simple, mais, comme cela est assez technique
et n'apporte pas grand chose sur le plan conceptuel, on se bornera ici à décrire le cas géo-
métriquement simple.

Soit (N, h) une variété riemannienne de dimension n, connexe, compacte, orientée
et (M, g) € M (n+1, a, d) (où a et d sont des constantes positives fixées) tel que (M, g) A
{N, h) soit un S1 -fibre riemannien de fibre géodésique de longueur a vérifiant en outre :

(i) S1 agit par isométries sur (M, g).

(ii) Soit eu la 1-forme horizontale du fibre, normée de sorte que |CÜ(^)| = 1 V^ €
(M, g). Soit [e] la classe d'Euler du fibré [e] e H2(N, R). Soit e l'unique représentant har-
monique de [e]. Alors doo = en* (e).
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Remarque. — Cette dernière hypothèse, en apparence assez lourde, permet
d'énoncer les résultats plus simplement.

Soit Ap = bp(N) + bp-x(N) - bp(M) (bp pïème nombre de Betti).

THÉORÈME 3.6 [CC96]. — U existe des constantes positives C{n, a, d), Q {n, a, d),
C2{Nth)tCz{N,h) telle que si (s\\e\\)2 < C2(N, h) (\\ • || norme sur (N, h)) alors Vl <
k < Apona:

(0 Ajt,p(M,g) < C(n,a,d)C3(Nth)(e\\e\\)2.

(ü) AAp+i,p(M,g) > min(Ci(n,a,d), C2(Nt h)).

(iii) Lorsquep = l,siA\ ^ 0,alorsAi = 1 erAu(M,g) est équivalent à (e\\e\\)2 en
ce sens qu'il existe C(n, ö, d), C3(iV, a, d) constantes positives telles que :

Cz{N,h)C{nta,d) < ^ j ^ ' f < C3(N, h)C{n, a, d).

(iv) Si dim H2(N, h) = 1, alors on a toujours équivalence entre A ^ M , g) et (s \\e\\)2

pour 1 < k < Ap:il existe C3 (N, h), C( n, a, d) constantes positives telles que :

Cs(N,h)C(n,a,d) <

VI < k < Ap.

Remarque 3.7. — On constate que lorsque e —> 0, le nombre de valeurs propres
tendant vers 0 est donné par la topologie du fibre, en fait par son défaut à être trivial. Ce
résultat était déjà connu dans un cadre plus général (cf. par exemple [Fo95]).

Remarque 3.8. — On voit qu'il faut tenir compte de la norme de la classe d'Euler
du fibre pour estimer Ai,p. La partie (iv) du théorème 3.6 permet de bien comprendre ce
qui se passe à l'exemple 3.5 : dim H2 (CPn, R) = 1. La classe d'Euler de L* est Jfc - e, où e est
la classe d'Euler du fibre de Hop£ Sa norme au carré est de l'ordre de k2. Il faut donc une
fibre de longueur petite par rapport à 1/Jfc pour obtenir une petite valeur propre.

Remarque 3.9. — Si M est fixée et que la longueur de la fibre tend vers 0, A^p(M, g)
est proportionnelle à la longueur de la fibre au carré, mais on contrôle mal le facteur de
proportionnalité pour 1 < k < Ap.

Remarque 3.10. — En général, Aj^Af, g) (1 < Jfc < p) n'est pas équivalent à
(f||e||)2. Un contre-exemple est donné dans [CC96].

Remarque 3.11. — Les constantes du type C(N, h) peuvent être obtenues explici-
tement, alors que celles du type C(n,a,d) ne sont pas données explicitement par la preuve
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du théorème. En fait, le théorème 3.6 permet d'expliciter le rôle du rayon d'injectivité r
dans la constante C(n, a, d, r) du théorème 2.8.

La preuve du théorème 3.6 est donnée dans [CC96].
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