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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE

1994-1995(157-166)

CONES SYMPLECTIQUES ET OPERATEURS DE TOEPLITZ
Louis BOUTETDE MON VEL

Séminaire semi-classique le 4 avril 1995

Dans cet exposé je reprend la construction de [2] (cf. aussi [7]) sur la quantifica-
tion d'une variété de contact et les opérateurs de Toeplitz associés à un cône symplec-
tique. J'ai essayé de donner une présentation plus simple et plus naturelle en exploitant
mieux la géométrie des lagrangiennes complexes et le calcul symbolique des OIF qui in-
terviennent dans cette construction.

1. Opérateurs intégraux de Fourier

Soient X une variété, A un cône lagrangien lisse dans T*X- {0}. Hörmander a défini
la classe 7A des distributions intégrales de Fourier associée à A.

Si AT et y sont deux variétés, un OIF A de type y -> X est un opérateur A dont
le noyau de Schwartz K est une distribution Lagragienne : K € IA . H est plus commode
de repérer par la relation canonique C symétrique de A par la symétrie (a:, £, y, rj) —>
(z, £, y, -rç). Un tel opérateur a un symbole oA% section du fibre de Maslov Me, qui est
un fibre linéaire de rang 1 sur C. Dans ce qui suit on ne considérera que les relations
contenues dans (T*X-{0}) x ( T * y - { 0 } ; un opérateur A correspondant transforme
une fonction C°° en fonction C°°t et se prolonge continûment aux distributions de sorte
que S S A f c C(SS ƒ ) où S S désigne le microsupport.

On a les règles de calcul symbolique suivantes : si X, y, Z sont trois variétés, C'
une relation canonique Z -*Y,C une relation canonique Y -> X, nous dirons que C
et C' sont tranverses si C x C coupe transversalement T*X x diagT'Y x T*Z. On
note CoC' l'image (prx x prz) ( C x C ' n diagTmY) : c'est une image étale lorsque C
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et C sont transverses, parce qu'il s'agit de relations canoniques. Si alors A resp. B est un
OIF associé à C resp. C\ AoB est un OIF associé à CoC', et on a

&AoB = O A • &B

ou • est le produit naturel pour les fibres de Maslovl (du moins si la projection C xC' n
diag -> Tm(X x Z) est injective, i.e. la projection C XdiagT*Y C' -* CoC1 est un
plongement plutôt qu'une immersion; en général il y aurait une somme localement finie
de telles contributions sur chaque "branche" de la variété immergée CoC'). Si on repère
les symboles par des fonctions numériques, (choix d'un repère du fibre de Maslov, par
exemple par le choix de phases et de coordonnées locales), cela donne une relation

a • 6(z,£,2,C) = Ja(z,Ç,ytT})b(y,r),zyÇ)

pour (a:, £, y, rj) G C, (y, 77, z, Q e C', où J est une fonction homogène inversible sur
CoC1

Pour la description du noyau de Szegö et des opérateurs de Toeplitz, nous devons
utiliser des OIF à phase complexe (de partie imaginaire positive). La théorie de ces opé-
rateurs a été développée par A. Melin et J. Sjöstrand ([21] 122)), qui montrent que pour ces
opérateurs on a essentiellement le même calcul symbolique. Les lagrangiennes ou rela-
tions canoniques sont des "sous-variétés complexes". Pour les sous variétés réelles on
dispose d'un dictionnaire (équivalence) entre sous variétés et idéaux : l'idéal I — I(V)
de V est le faisceau des fonctions C°° qui s'annulent sur V - il est localement engen-
dré par d fonctions transverses (i.e. dont les différentielles sont linéairement indépen-
dantes) si V est lisse de codimension d; inversement V(I) est l'ensemble des points où
toutes les fonctions de I s'annulent, et c'est une sous-variété lisse si I est localement
engendré par des fonctions transverses. Pour définir une sous variété complexe, on ne
dispose plus que de l'idâl / (idéal de fonctions à valeurs complexes, localement engen-
dré par des fonctions transverses). II est néanmois commode de continuer de parler de
V comme s'il s'agissait vrai objet géométrique. Cela ne pose aucun problème si tout est
analytique réel (V est un germe de sous-variété analytique dans le complexifié, au voisi-
nage des points réels); dans le cadre C°°, Sjöstrand et Melin justifient précisément ce
langage en représentant V par une classe de sous-variétés réelles dans un complexi-
fié, tangentes d'ordre infini, et "presqu'holomorphes" i.e. satisfaisant les équations de
Cauchy-Riemann à l'ordre infini, le long de leurs points réels2.

La théorie de Sjöstrand et Melin est subtile car elle demande uniquement que les
variétés lagrangiennes soient définies par une phase de partie imaginaire positive, et il

1- McxC s'identifie canoniquement à Mc ® Mc> (produit externe), et la restriction de ce dernier à
la diagonale s'identifie, non moins canoniquement, à {prX x prZ)~l (MCoc

§ )• D'ailleurs l'existence d'un
produit naturel et "associatif est évidente et tautologique puisqu'il s'agit de symboles d'opérateurs. Ce qui est
non trivial est l'identification "fonctorielle" du fibre de Maslov à un fibre de demi-densités tordu par le cocycle
de Maslov, que nous n'utiliserons pas explicitement ici.

2. et de même les OIF à phase complexe qui nous intéressent sont caractérisés par le fait que leurs noyaux
(pour une relation canonique fixée) forment un module "holonôme simple" sur l'algèbre des OPD, microloca-
lement engendré par un noyau K satisfaisant à n(= dim X + dim Y) relations Pi K = 0 où les symboles
des P{ sont transverses, à valeurs complexes.



Cônes symplectiques et opérateurs de Toeplitz 159

n'y a pas d'autre condition de transversalité ou non dégénérescence le long des réels (par
exemple la partie imaginaire peu s'annuler à l'ordre infini en certains points). Pour nous
la situation sera beaucoup plus simple : les OIF que nous utiliserons peuvent localement
être décrits avec une phase complexe <j> dont la partie imaginaire s'annule sur une sous
variété réelle lisse, et est positive et transversalement elliptique (> este dist2) le long
de cette sous variété. Dans ce cas notre variété (ou son idéal de définition) est complète-
ment déterminée par son jet d'ordre infini (série de Taylor) le long de sa partie réelle, et
tous les calculs se ramènent à des calculs de séries formelles.

Nous utiliserons dans ce qui suit le langage géométrique décrit ci-dessus, qui est
pour ces OIF à phase complexe parfaitement correct et plus agréable à manier et inter-
prêter.

2. Opérateurs de Toeplitz associés à un cône symplectique

On prend pour modèle les opérateurs de Toeplitz sur le bord X (que nous sup-
posons C°°, compact) d'un domaine complexe strictement pseudo-convexe. On note 5
le projecteur de Szegö, i.e. le projecteur orthogonal dans L2 (X) sur le sous espace des
valeurs au bord de fonctions holomorphes (celui-ci est égal à l'espace des fonctions sur
X annulées par le système ~8b des équations de Cauchy-Riemann tangentielles).

Si A est un OPD sur X, l'opérateur de Toeplitz TA est l'opérateur SAS, opérant
sur cet espace de valeurs au bord de fonctions holomorphes (et plus généralement sur
l'échelle d'espaces de Sobolev associée : Öf (X), espace des valeurs au bord de fonctions
holomorphes qui sont dans l'espace, de Sobolev Hs (X )).

Le projecteur de Szegö 5 est un OIF à phase complexe dont la relation canonique
se décrit comme suit : soit E le sous-cône microsupport des valeurs au bord de fonctions
holomorphes; si le domaine est défini par u < 0 où u est de classe C°°, du ^ 0 sur
X, E est l'ensemble des multiples positifs de\du\X (cette forme est réelle sur X\ E est
la moitié de la variété caractéristique du système #6 des équations de Cauchy-Riemann
tangentielles). Notons Z la variété caractéristique (complexe) de <96 : il est immédiat que
le flot hamiltonien (flot dedb) définit une fibration p : Z —> E. La relation canonique de
5 est la variété Z x diag^ Z (flot de db (1er facteur) x dt (2eme facteur) issu de diag E).

La variété caractéristique Z est involutive et "positive" le long de E, i.e. si ~z\,...,
£n i est une famille de générateurs transverses de l'idâl de Z (symboles des coefficients de
db), zi,..., zn_! la famille des conjugués, la matrice de crochets de Poisson \{zp, zq}
est dfinie positive le long de E (ceci traduit la stricte pseudo-convexité); en particulier E
est symplectique, puisque elle a pour équations Jj = ZJ = 0, j = 1 . . . n - 1.

Cas général

Soit X une variété compacte et E un sous cône symplectique de T*X - {0}.
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Nous construisons un projecteur 5 dans L2 (X) et des opérateurs de Toeplitz associés à
E en imitant la configuration du cas complexe ci-dessus.

i) Construction des analogues de Z et de la relation canonique C.

On choisit une fonction q homogène positive, transversalement elliptique le long
de £ (i.e. q{a) > este dist(a, E)2 au voisinage de tout point de £). Le champ hamilto-
nien Hq est nul sur E, et le long de E les valeurs propres transverses du linéarisé se re-
groupent par paires imaginaires pures opposées non nulles (les sous espaces spectraux
sont en dualité ou orthogonaux selon que leurs valeurs propres sont opposées ounon).
Il y a donc une variété sortante complexe Z pour \Hq)t et une variété rentrante Z. On
vérifie que Z est involutive et "positive". Son flot caractéristique définit une fibration:
p: Z-+E3

On choisit comme ci-dessus C—Z xdtog £ Z. On a évidemment CoC=C*=C.

W Construction du symbole principal du projecteur.

le est une algèbre involutive, puisque CoC = C* = Ct et le calcul symbolique
est donné par

0 A B ( U ) = a A { p i u ) • <7B(p2u) p o u r u e C

où pi : C —> Z provient de la projection Z -> E du deuxième facteur, et p2 : C -¥ Z
provient de la projection Z -» E du premier facteur4

De même si P est un OPD, on a pour u G C

U) = aA{u)aP(p2u)

Onaenfina>i-(u) = <r̂  (su)), où 5 est la symétrie hermitienne qui échange et conjugue
les facteurs d e Z x ^ Z . (localement on peut choisir un repère du fibre de Maslov, par
exemple par le choix de coordonnées locales et d'une phase : le symbole de A est alors
repéré par une fonction numérique a sur C. Le calcul symbolique prend la forme :

aob = J a(pu)b(pu)

où J est une fonction fixe (homogène, non nulle) sur C. L'associativité impose

J(piu) = J(p2u) = Jo

3. localement on choisit des coordonnées complexes z, z de sorte que 7 = 0 soit l'équation de la variété
sortante Z. On a i Hq z = Az où A est une matrice (à coefficients C°° et les valeurs propres de A sont < 0 au
voisinage de E. Par suite sur Zon a \Hq {?, 7 } = \2A{z1J} (oùonanotéA2i4(uAt;) = AUKV+UAAV).
Comme \Hqest positif SUTZ {jHqz = — ~Âz) ceci implique {J, 7} = Opour7 = 0

4. localement au voisinage de E on peut choisir une structure produit et des coordonnées canoniques x =
(xj ) (réelle) z = (2^ ), 2* (complexes) de sorte que Z soit définie par 7 = 0 et E par « as J = 0. p est
alors la projection^, x, 0) -> (0, jr, 0) dans Z); C est l'ensemble des (z, z, 0 , O, x, y)f qu'on repère par
(z ,x ,y ) € Z X£ Z,pi est la projection (2, a:, y) -^ (z, x,0) et P2 la projection (z, x, y) - • (0,a\y)
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où JQ{U) = J{p\P2u) ne dépend que de la projection de u sur E, et on se ramène à
J = 1 en remplaçant le symbole a par aJ$/J (changement de repère dans le fibre de
Maslov).

L'adjonction est donnée par a* = ma(su) où s est la symétrie hermitienne qui
échange les facteurs, et m une fonction homogène non nulle telle que m(u)m(su) = 1.
Si J = 1 la relation (AB)* = B*A* implique m = m(piu)m(p2u) (en particulier
m = 1 sur E), et on se ramène à m = 1 (et toujours J = 1) en remplaçant a par am'1 / 2

(la racine est bien définie au voisinage de E puisque m = 1 sur E)).

Notons que o ABC ne dépend que de la restriction <TB|E; et il est égal à crAC si
OB — 1 sur E. Par suite OAB est idempotent si aA = as — 1 sur E, et il est autoadjoint
si B = A*; d'où l'existence de symbolesautoadjoits idempotents globaux.

Remarque J. — Soit a un symbole idempotent comme ci-dessus. Si b en est un
autre, il rSulte de ce qui précède que le rapport 0 = b/a des deux symboles (qui est une
fonction sur C) vérifie

0(u) = /3{Piu)/3(p2u) (idempotence), 0{u) = 0(su) (autoadjonction)

Alors il existe un OPD elliptique U de symbole au unitaire et égal à 1 sur E, tel que (3 =
ou a (Tu* *

En effet, la deuxième condition implique qu'on a ou{p\u)aov(p2u) = b(u);
pour u e Z (p2u € E) ceci implique cru{P\v) = b(pxu) puisque au = 1 sur E (la ré-
ciproque est immédiate, compte tenu que 0 est autoadjoint et idempotent). au est ainsi
complètement déterminé sur Z. La condition d'unitarit'e pour U s'écrit au au* = 1;
pour le prolongement complexe on a au* (u) = au (û) et au est donc aussi complète-
ment déterminé sur Z (c'est compatible puisque le symbole vaut 1 sur E = Z n Z). On
peut alors choisir un premier symbole v égal à ce qui vient (Têtre déterminé sur Z U Z
(v(p\ u) = (3Jj>i u) sur Z, v égal à l'inverse de l'adjoint sur Z). Le symbole vv* est égal
à 1 sur Z U Z, et est donc voisin de 1 près de E, de sorte que sa racine carrée est bien
définie. Le symbole u = v(w*)~1/2 convient. (Comme ce symbole est voisin de 1, il est
facile de prolonger en un symbole unitaire défini globalement sur T*X> et de raffiner U
en un vrai opérateur unitaire).

iii) Construction du symbole total du projecteur

Soit a un symbole idempotent comme ci-dessus et A € le un OIF (de degré 0)
de symbole a. Il existe alors un unique idempotent Ar (mod. degré -oo) tel que A — A1

soit de degré - 1 , qui soit donné par une série entière (asymptotique) de puissances de
R = A - A2 :

P' = P + F(l - 2P) avec F = J( l - (1 - AR)-1'2) = V ^ " ^ f i " Q)
2. *-^ nl[n — 1):

(F doit vérifier l'équation du second degré (F2 - F) (1 - AR) - R = F'2 - F' = 0)
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Remarque 2. — Dans les constructions ci-dessus la notion de degré utilisée est
celle du calcul symbolique des OIE Un OIF de degré m est continu Hs -> H$~m mais
s'il s'agit d'OIF à phase complexe la réciproque n'est fausse; en particulier ici si A e le
est de degré m et s'annule sur £ , A est en fait continu H* -> / / 5 " m + 1 / 2 , et le sym-
bole principal oA au sens des OIF contient plus d'information que la classe de A mod.
L(HS, Hs~de9A+l). C'est ce qui distingue ce calcul OIF (plus précis) de celui des opé-
rateurs de Hermite de [IL dont les OIF utilisés ici sont des cas particuliers, et qui est en
partie utilisé dans [8] pour la description du noyau de Szegö et des opérateurs de Toe-
plitz.5

Remarque 3. — La construction de iii) est en fait inutile ici car complètement
couverte par la suivante; mais la formule (1.1) montre que tout marche aussi bien dans
un contexte formel (ou de *-algèbres) où on ne s'intéresse qu'aux développements
asymptotiques)

iv) Construction du projecteur.

Soit A un OIF autoadjoint dont le symbole soit idempotent comme cidessus. Si X
est compacte (c'est ici seulement qu'intervient la compacité), A - A2 est un opérateur
compact de sorte que le spectre SpA est ponctuel et a pour seuls points limite 0 et 1.
Alors si ƒ la fonction caractéristique d'un intervalle [A, oo[, avec A e]0,1[, A £ spA, (ou
n'importe quelle autre fonction holomorphe au voisinage de SpAt qui ne prenne que
les valeurs 0 et 1 et soit égale à 0 resp. 1 au voisinage de 0 resp. 1), II = ƒ (A) est un
projecteur OIF du type cherché.

Soit Hn l'image de II dans L2 (X). Si P est un OPD, par définition l'opérateur de
Toeplitz TP est le "coefficient" IIPII de P dans HP. Comme II G le es opérateurs de
Toeplitz sont aussi exactement les OIF A € le tels que A = II>4II, de sorte qu'il forment
une algèbre.

Le symbole d'un opérateur de Toeplitz est complètement déterminé par sa res-
triction à £ (cf. iii), et les opérateurs de Toeplitz donnent lieu à un calcul symbolique
sur E, microlocalement isomorphe à celui des OPD. De façon précise : si A € le est un
opérateur de Toeplitz de degré m, le symbole de A considéré comme OIF est complète-
ment déterminé par sa restriction à E (cf. ii)); nous noterons cm (A) la restriction à E du
quotient des symboles de A et II (autrement dit nous repérons les symboles de sorte que
an = 1 » ou constatons et exploitons le fait que la restriction à E du fibre de Maslov a un
trivialisation canonique). Alors am (A) = 0 signifie que A est en fait de degré < m - 1; il
résulte alors aisément du calcul symbolique des OIF qu'on a, si deg A = p, deg B = g

<rp+g(AB) = <rp(A)aq(B)

5. Dans le symbolisme des opérateurs de Hermite, le symbole de l'analogue du noyau de Szegö est le pro-
jecteur orthogonal associé à une famille C°° (fibre) de lagrangiennes complexes positives du fibre normal de
E (qui est symplectique); l'existence d'une telle famille est très facile, et correspond à la construction du jet
d'ordre 1 de la "variété sortante du numéro i). Mais le calcul symbolique Hermite n'est pas aussi précis que
celui des OIF - quand on peut en disposer.
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= -i{*p(A), aq(B)}

3. Invariance et conclusions

Bien que la construction ci-dessus dépende de plusieurs choix (choix de q ou
plus exactement de Zt puis d'un "presque projecteur" (i.e. autoadjoint, et de symbole
idempotent); le résultat est presque canonique, à un espace de dimension finie près : si
II et n' sont deux projecteurs OIF comme si dessus, (€ le, Ifc)>le composé IIII'II (resp.
n'nn') est toujours un opérateur de Toeplitz sur Hn (resp. Hw ) et le calcul symbolique
des OIF montre que son symbole est > 0, donc qu'il est elliptique, donc II (resp. II')
induit un opérateur de Fredholm (i.e. d'image et coimage finies) de Hn» sur Hu (resp. de

On voit aussi, par approximations successives à partir de la remarque 1 du nu-
méro ii) que si II et 11' sont deux tels projecteurs (associés à E) il existe un OPD unitaire
U tel que II' = UYIU* mod. un opérateur de degré -oo , de rang fini.

Plus généralement si S C T*X et E' C T*X' sont des cônes symplectiques
isomorphes, et x un isomorphisme symplectique E -> E', il existe toujours un OIF
"adapté" F, c'est à dire dont la relation canonique ait pour partie réelle le graphe de
X et soit "positive", et dont le symbole soit elliptique (c'est la même construction qu'au
numéro 1 (cf.[2], [7]). L'opérateur II'F induit alors un opérateur de Fredholm de Hn sur
Hu>. (l'indice n'est pas forcément nul, et d'ailleurs l'indice n'a guère de sens ici puisque
Hn n'est "unique" qu'à un espace de dimension finie près; mais le différence des indices
de deux opérateurs a un sens et ici, une fois n et II' fixés, tous les opérateurs adaptés ont
le même indice).

Si E est un cône symplectique, on peut toujours le plonger dans un T* X. Le plon-
gement canonique consiste à choisir pour X la base de E : la forme de liouville de E
(pL^ où LJ est la forme symplectique, p le champ de vecteur radial, générateur infinité-
simal des homothéties de E) définit alors sur X une structure de contact (orientée) et E
s'identifie à l'ensemble des multiples positifs des valeurs de la forme de contact, consi-
dérée comme section de T*X.

Dans ce cas soit x un automorphisme de contact de X, i.e. x préserve la forme de
contact à un facteur C°° positif près ou encore T*x préserve S, et notons Ux le prolon-
gement unitaitre canonique à L2 (X) (il y a une racine positive de déterminant jacobien
dans la formule de transformation). Alors l'opérateur II Ux est un opérateur â indice de
if n dans lui même, et est dans ce contexte d'opérateurs de Toeplitz c'est l'analogue exact
d'un OIF elliptique associé à la transformation canonique T*x>

Les constructions ci-dessus autorisent l'action d'un groupe compact G : soient
X une variété de contact orientée, E C T*X le cône symplectique associé, et G un un
groupe compact d'automorphismes de X. Alors G opère symplectiquement sur E, et de
façon unitaire sur L2(X). Dans la construction ci-dessus on peut choisir g invariante



164 L BOUTET DE MONVEL

(remplacer par sa moyenne); Z et C sont alors invariants. On peut aussi (en remplaçant
par une moyenne sur G) choisir invariante la première approximation A (telle que A =
A*, a A = 1 sur E), de sorte que II = ƒ (A2) l'est aussi.

Lorsque S = T* V où V est une variété compacte, l'espace Hn s'identifie évi-
demment (à un espace de dimension finie près) à L2 (V). Il résulte de ce qui précède
que si G est un groupe compact d'automorphismes symplectiques de T*Vt G se relève
en un groupe d'OEF unitaires dans L2 (V) (démonstration simple d'un résultat de Wein-
stein [•]).

On peut enfin essayer de fabriquer des opérateurs de Toeplitz dépendant d'un
paramètre; mais pour une construction globale, la dernière étape de la construction ci-
dessus (choix d'une fonction f définissant une partition ouverte du spectre de A) pose un
problème.

4. Quantification discrète (d'après V. Guillemin)

Soit X un cône symplectique à base compacte. On dit qu'une action de t/(l) sur
X est elliptique si les cercles orbite sont transverses à la forme de liouville; de façon
équivalente : si le générateur infinitésimal d/dô est un champ hamiltonien \Ha avec a
relie homogène de degré un, non nulle (nous supposerons dans la suite a > 0). Nous
nous intéressons ici au cas où U(l) opère librement. Alors si L est la surface de niveau
(a = 1) et Z = L/U{1) est la varitété des orbites de L, Z est une variété symplectique,
à périodes entières (inversement toute va rièè symplectique à périodes entières provient
d'un tel cône symplectique).

Exemple modèle. — On se donne un cône complexe C C C n , ou ce qui revient
au même une variété projective Z munie d'un fibre en droites complexes ample L. La
base de X est l'intersction de C et de la sphère unité, et X est le cône symplectique as-
socié aux opérateurs de Toeplitz comme ci-dessus. Dans ce cas les rotations z -» etêz
préservent l'espace H des fonctions holomorphes, ainsi que le générateur infinitésimal
d/do.

Dans le cas général (qui implique seulement la donnée d'une variété symplec-
tique à périodes entités, et ne provient pas nécessairement d'un des modèles holomor-
phes) il y a toujours une strudture de Toeplitz invariante. Pour cette structure l'espace
Hu se décompose suivant l'action de U(l)t ou de A = -idfdO : H = 0 Hnt avec
Hn = ker(A - n);Hn est de dimension finie, nul pour n «: 0 puisque A est elliptique
de symbole positif.

Le commutant A de A dans l'algèbre de Toeplits est une modèle d'algèbre d'OPD
semi-clasiques. Pour un tel opérateur P £ Aon a une trace, qui est une fonction de
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h = i admettant un développement en puissances de h :

Tr(A,h) = Tr{A\Hn)

La classe de cette trace mod. les fonctions à décroissance rapide est la trace "canonique"
(qui est unique à un facteur série formelle £ bkhk

t bk GC près).
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