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STRUCTURE QUASI-CONFORME ET DIMENSION CONFORME
D’APRES P. PANSU, M. GROMOV ET M. BOURDON

Christophe CHAMPETIER

Par ordre croissant de généralité, les objets pouvant étre étudiés seront I'espace
hyperbolique réel H", les espaces symétriques de rang 1, les variétés riemanniennes a
courbure strictement négative simplement connexes. On gardera en téte le cadre plus
général des espaces métriques hyperboliques de Gromov.

Un invariant de quasi-isométries de ces espaces est le bord topologique: une
quasi-isométrie entre deux tels espaces se prolonge a leurs bords en un homéomor-
phisme. Le but de cet exposé est, suivant P. Pansu [1], de définir une “structure (quasi-)-
conforme” sur ces bords qui sera invariante par quasi-isométrie des espaces, de définir
un invariant numérique de cette structure, la dimension conforme, et de calculer cet in-
variant sur des exemples, dont certains étudiés par M. Gromov [2] et M. Bourdon [3].

Je remercie E Paulin pour sa lecture et ses corrections de ce texte. Nous renvoyons
a [35] chap.2 pour des compléments sur le sujet.

l. Action au bord des isométries et généralisations

NotonsR" = R"U{co} (= §” ¢ R™*") muni de sa structure différentielle cano-
nique. On s'intéresse ici a sa structure conforme standard, induite par la métrique sphé-
rique standard ou la métrique plate sur R™. Notons qu'une structure conforme, i.e. la
donnée en chaque point sur I'espace tangent d'une métrique riemannienne a constante
preés, peut se résumer a la donnée des sphéres sur cet espace tangent (une application
linéaire envoyant spheéres sur sphéres étant une similitude).

Classification math. : 30C65, 53A30, 53C23
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Notons M6b(TR7n) le groupe des applications de Mobius de R", engendré par les
inversions par rapport aux sphéres (formé des similitudes et des produits d'une simili-
tude par une inversion). Le but est de montrer qu'un homéomorphisme conforme (i.e.
différentiable dont la différentielle envoie sphéres sur sphéres) de R" estune application
de Mobius (et donc envoie sphéres sur sphéres).

Notons d’abord que pour n = 1, toute application différentiable est conforme et
ce résultat est donc faux. On supposera désormais n > 2.

Pour n = 2, il est immédiat qu’'une application conforme C! préservant I'orien-
tation est holomorphe et qu'un automorphisme holomorphe de C est une application
de Mobius (homographie) préservant I'orientation. Cela donne:

Confc: (R%) = M6b(K’).
Liouville (4] a montré en 1850 que pourn > 2:
Confes(R) = Mob(R™)

(voir la preuve élémentaire de Nevanlinna [5] pour Confcs (ﬁn) = M6b(ll_§n)) et ceré-
sultat est en fait local (c’est-a-dire valable pour des applications entre domaines de R")
desquen > 3.

En appliquant des résultats de régularité de solutions d'équations aux dérivées
partielles elliptiques, Hartman [6] montre en 1958 qu'une application conforme de classe
C' d'un domaine de R™ est en fait C3sin > 2, etdonc:

Confci (R") = Mob(R").

On verra plus loin comment ce résultat se généralise (Gehring, 1960) au cadre C°.

Notons maintenant (avec Poincaré) que si H"*! est le demi-espace supérieur de
R™+!, avec 9H**! = R", et sa métrique hyperbolique, on a pourn > 2:

Isom(H"*') = M6b(R") = Conf(R").
Donc ce qu'on retiendra sur JH"+! pour étudier les isométries de H"*?, c’est sa struc-
ture conforme (structure conforme standard deR").

Voici deux problémes plus généraux qui font sortir du cadre différentiable :

1. Les quasi-isométries. — Au lieu d’étudier les isométries de H", on considére
les quasi-isométries. Pour une telle application f, on a des constantes A, x tels que pour
tous z,y, +d(z,y) — p < d(f(z)f(y)) < Ad(z,y) + p. Pour p = 0, ce sont les appli-
cations lipschitziennes, et 4 # 0 permet d’avoir de telles applications (non continues)
d’'un espace continu vers un espace discret (ou I'inverse).
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Une origine de ces applications : les “pseudo-isométries” dans le théoréme de ri-
gidité de Mostow (7] (un isomorphisme entre m; de deux n-variétés hyperboliques com-
pactes induit une quasi-isométrie de H" dans H").

Une telle application se prolonge au bord de H* en une application continue (en
fait un homéomorphisme). Cela résulte du fait suivant :-une quasi-isométrie transforme
une géodésique en une quasi-géodésique, et dans H" (plus généralement dans tout es-
pace métrique hyperbolique) une quasi-géodésique est a distance de Hausdorff bornée
d’'une géodésique. Le dessin suivant conclut :

f

¢grand = L grand

De telles applications n’agissent plus conformément au bord, mais :

ProrosITION. — Une quasi-isométrie de H" agit au bord par un homéo-
morphisme quasi-conforme.

Qu'est-ce qu'un homéomorphisme quasi-conforme ? La théorie classique (voir
81, {91, [10], [11]) définit les homéomorphismes quasi-conformes de R, cela se généra-
lisant a des espaces métriques plus généraux (voir [1], [12], [13], [14]).

Un difféomorphisme f entre domaines de R"estK -quasi-conforme en z si pour
tous vecteurs tangents unitaires u,ven ,

1 _ DL

K~ IDfz(o)l ="~

(autrement dit D f envoie des sphéres sur des ellipsoides d'“excentricité” - module - bor-
née).
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La définition C"! se généralise naturellement au cadre C° : un homéomorphisme
f entre domaines de R” est K -quasi-conforme en z si
(1 <) lim sup s'upy/d(:r:,y)=r{d(f(z)1 f)} <
ro0 infy/4(z,4)=r{d(f(2), f(¥))}
(ou < +4oo0 pour f quasi-conforme).
Cette définition est équivalente (voir [10] § 34, [15] § 18) aux définitions “analytiques” par
les modules de courbes pour des applications de R" (voir [14]). De plus un tel homéo-
morphisme quasi-conforme est différentiable presque partout et sa différentielle vérifie
I'inégalité de quasi-conformité (Mori [16], voir aussi [10] § 32, [9], [11] et [15]; notons qu'il
faut supposer 'homéomorphisme absolument continu sur les lignes pour avoir la réci-
proque). Rappelons enfin qu'un homéomorphisme K -quasi-conforme est 1/ K-Holder
(voir [17] p.383).

Le théoréme de Liouville se généralise alors au cadre C°:

K

THEOREME (Gehring [17]). — Une application 1-quasi-conforme entre deux do-
maines de R* pour k > 3 est Ia restriction d’une application de Mébius.

En fait, il est facile de montrer qu'en dimension 2 une application 1-quasi-
conforme est conforme (voir [8], {9]), et Mostow donne une preuve élémentaire (voir
[15] § 12) du résultat de Gehring pour les homéomorphismes des spheéres (ce qui suffit
au théoréme de rigidité) de dimension 2 et plus : pour tout = > 2, un homéomorphisme
1-quasi-conforme deR" sur R” estune application de Mébius.

2. Des espaces métriques. — Si au lieu d’étudier H”, on considére une variété
riemannienne simplement connexe a courbure < 0 (resp. un espace métrique hyperbo-
lique). Son bord est alors topologiquement une sphére S®~! (resp. n'importe quel com-
pact métrisable), mais plus question d’avoir une structure différentiable naturelle.

Comme dans I'exemple précédent, on peut noter qu'une distance suffit a définir
une notion de quasi-conformité (en fait, la distorsion se mesurant comme le module
d’'un anneau et un anneau étant la réunion de deux sphéres, la donnée d’une “structure
conforme” serait la donnée de familles de “sphéres” abstraites auxquelles sont attachées
un rayon; voir [1], [13] et plus loin). Or ces espaces métriques (les bords) ne portent pas
de distances naturelles, mais des familles de distances deux a deux quasi-conformes.

Avant d’expliciter ces structures, rappelons quelques définitions de quasi-confor-
mité dans un espace métrique (voir (1], [12], [3], [14], [18]):

DEFINITION. — Dans un espace métrique (X, d), on appelle k-anneau toute
partie de la forme By(x,kr) — By(z,r) ou By(z,r) désigne la boule de rayon r de
centrez.
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DEFINITION. — Sur X compact, deux distances d,, d, sont quasi-conformes si
Jp : RT = R¥ (qu’on peut supposer croissante) telle que tout k-anneau de d, est inclus
dans un ¢(k)-anneau de d,, et réciproquement.

Unhoméomorphisme f de (E, d) sur(E’, d') est quasi-conformesi f*d' etd sont
quasi-conformes.

Nota. — En emboitant des 2-anneaux dans un k-anneau, on peut remplacer
(k) par (2k) =2 ie. remplacer la fonction ¢ par une application dela formet — Ct“.
On “retrouve” ainsi la définition de quasi-conformité par les modules d’anneaux : si on
note mod(k — anneau) = logk,

f est K-quasi-conforme <= VA anneau, % mod A < mod f(A) £ KmodA.

Enfin notons que cette définition “locale” (utilisée dans [1}], [12], [3]) implique la
définition précédente “infinitésimale” (par la limite supérieure), la réciproque étant vraie
dans R" et plus généralement dans les groupes de Carnot (voir [14]).

ll. Structures quasiconformes sur le bord

a. Ombres portées. — Pour commencer, ce qui n'est pas vraiment une distance
mais une famille de “boules” : ombres portées au bord (voir [1], [13]) d'une variété M a
courbure < 0 (ou d'un espace métrique hyperbolique). On fixe{ € M, R > Oete > 0.

Pourr > 0,a € @M, on appellera boule de rayon e~ " de centre a I'ensemble des -
extrémités des rayons géodésiques issus de £ rencontrant la sphére de rayon R centrée
au point a distance r de £ sur le (un) rayon géodésique issu de £ d’extrémité a.

boule de centre a
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THEOREME (voir [1], [13]). — Si la courbure est strictement négative pincée, la
structure conforme ainsi définie ne dépendnideé nide R .

Preuve. — Critére de Rauch-Alexandrov-Toponogov.
Nota. — Cette structure conforme dépend (de maniere Holder) du choix de e.
b. Distances visuelles. — Soit M une variété a courbure < 0 (resp. un espace

métrique hyperbolique). Si a,b € dM, notons r(a, b) la distance de £ a la (resp. une)
géodésique joignant a et b (qui existe toujours ; ces espaces sont dits “visuels”, voir [19]).

Pour ¢ > 0, la quantité §,(a,b) = e~"(2:}) définit presque une distance sur le
bord, mais I'inégalité triangulaire n’est pas nécessairement vérifiée.

DEFINITION (2 une légere modification pres, voir [20], [21]). — Sur dM, on dit
que d est visuelle de paramétre ¢ si 3C t.q. Va, b, k=<2 < d(a,b) < Ce<r(@b),

Nota.
— La définition ne dépend pas de £.

- La classe de quasi-conformité de ces métriques dépend du choix de ¢ : elles sont
Holder comparables (voir [21]).

Exemples .

1. — Sur le bord de I'espace hyperbolique a courbure constante — K2, on véri-
fie facilement que la distance angulaire a partir d'un point base donné est une distance -
visuelle de parametre K.

2. — M. Gromov ([22], voir [23]) montre que dans un espace métrique hyper-
bolique M quelconque, pour ¢ assez petit (—e?> mesurant la “courbure” de M), I'écart
de(a,b) = . inf . de(a,z1) + -+ be(zn, b)) définit une distance sur M (distance

1T1y--1Tn

par chafne associée a d.). La distance d. de Gromov est une distance visuelle de para-
meétre €.

3. — Ladéfinition précédente n'a pas de sens pour des variétés a courbure < 0.
Néanmoins Gromov définit au bord de tels espaces une distance angulaire de la maniére
suivante (voir [24] §1.4): si a,b € M, notons <, (a,b) I'angle sous lequel on voit a et
bdunpointz € M, et< (a,b) = infzepr <z (a,bd). Si une géodésique joint a et b,
cet angle vaut . Si 'angle est strictement inférieur a 7, a et b sont au bord d'un secteur
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plat de M. Cet angle définit une distance sur le bord de M (notons que cette distance
est visuelle de parameétre 0), et la distance de longueur associée a cet angle est appe-
lée la distance de Tits sur M (par analogie avec les espaces symétriques). Une autre
fagon de définir cette métrique visuelle consiste a utiliser le critére de comparaison de
Rauch-Alexandrov-Toponogov. En effet si M est (plus généralement) un espace CAT(0),
définissons les angles d'un triangle géodésique de M comme les angles du triangle de
comparaison du plan euclidien. On peut alors définir pour deux points a et b du bord
Fangle vu d'un point z de M comme le sup des angles en z des triangles de comparai-
son formés sur = et deux points des géodésiques joignant z a a et = a b (cet angle est
clairement 7 si z est dans un plan totalement géodésique a courbure négative majorée
et a et b sur le bord de ce plan). Dans le cas des variétés a courbure < 0, on retrouve la
distance de Tits en remplagant <, (a, b) par cet angle. Dans [21] § 2.5, M. Bourdon uti-
lise les angles de comparaison avec I'espace hyperbolique H? a courbure —1 pour définir
une distance visuelle sur le bord des espaces CAT(-1).

On a alors le méme résultat que précédemment :

ProrosiTioN. — Une quasi-isométrie d’'un espace hyperbolique agit au bord
par un homéomorphisme quasi-conforme pour toute distance visuelle.

Notons qu'une fois encore, la structure quasi-conforme dépend du choix de € (le
choix € = 1 étant “naturel” dans un espace CAT(-1)).

c. — M. Bourdon montre dans [3] p.12 que pour un méme ¢, les structures qua-
siconformes des ombres et d'une distance visuelle sont équivalentes.

lil. Dimension conforme

Suivant P. Pansu, on va maintenant définir un invariant des structures quasi-
conformes.

a. Mesures et dimension de Hausdorff,

Soit (F, d) un espace métrique compact.

Rappelons que la mesure de Hausdorff d-dimensionnelle de E est définie par :
mg4(E) = sup inf Z(dlam B;)¢

r>0 \ B Bn boules derayons r
E=Bju---UBg
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et que la dimension de Hausdorff dimp,ys (E) est sup{a/m4(E) = +oc}. Cette dimen-
sion est un invariant conforme (voir [9], [10]), mais non quasi-conforme comme nous
allons voir sur I'exemple suivant.

Un exemple classique. En 1973, Gehring et Palka [25] posent la question sui-
vante : un groupe (discret) d’homéomorphismes uniformément quasi-conformes de R™
(ou de R") est-il nécessairement conjugué par un homéomorphisme quasi-conforme a
un sous-groupe du groupe de Mobius?

Pour n = 2, la réponse est affirmative (Sullivan [26] et Tukia [27]). Cela provient
des faits suivants : une application quasi-conforme du plan est caractérisée par la don-
née de sa dilatation complexe (quotient de ses dérivées complexes), nombre complexe
défini en presque tout point du plan et mesurant la distorsion de I'application (voir [9],
[28]). Or chercher un homéomorphisme conjugant un groupe I' quasi-conforme a un
groupe conforme revient a chercher la donnée en presque tout point du plan d'une di-
latation complexe invariante par le groupe I', qui agit sur les dilatations complexes par
isométries de H? (voir [27]). Ainsi si on prend pour dilatation complexe en chaque point
de C un “barycentre” (hyperbolique) des dilatations complexes des applications de T,
I'application quasi-conforme correspondante convient.

Pour n > 3, la réponse est négative, avec un contre-exemple de Tukia [29]
(son groupe d’homéomorphismes quasi-conformes est isomorphe a R2 G. Martin [30]
montre que ses sous:groupes discrets fournissent aussi des contre-exemples a la ques-

tion).
Lexemple de Tukia repose sur la remarque suivante de S. Rickman. Considérons
Jo I'arc limite qu’on peut imaginer en voyant la figure suivante dans R?:

(0.0) (1.0)

La paramétrisation naturelle f : [01] — J, vérifie fo(4'z) = 3% fo(z). Posons
J = U3*(Jo U (—Jo)), arc ouvert de R? muni de la métrique induite. On définit f :

R — J par f(+4'z) = £3° fy(z). Cette application f est mieux que quasiconforme : 3C
tel que |z ~ y|* < d(f(z), f(¥)) < Clz — y|* poura = :—gg%. Elle est donc quasi-
symétrique et s'étend en un homéomorphisme F' quasi-conforme de R? — R2,
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Notons ici que dimp,ys(R) = 1 et dimp,ys(J) = :—g—g—;, et cela montre que la di-

mension de Hausdorff n'est pas invariante par application quasi-conforme.

Ainsi J estlocalement quasi-conformément plat. Or Rickman a observé que J xR
dans R3 (plus généralement J x R"~2 dans R™, n > 3) n'est pas localement quasi-
conformément plat (on le montrera plus loin selon [1] ; voir aussi [29]). Notamment F' X
id : R3 — R3n'est pas un homéomorphisme quasi-conforme.

D’ot1 'exemple de Tukia: R? agit sur R3 par les translations

Tup:z =+ (u,0v).
Aprés conjugaison par F x id, R? agit sur R3, par (F x id) o Ty, ,, o (F x id)~!.

R
Le résultat de Tukia est :

TuforkME (Tukia). — Cette action de R? sur R3? est uniformément quasi-
conforme (en fait lipschitzienne).

Or l'orbite de tout point par cette action est isomorphe a J x R, donc aucune
orbite n'est localement quasi-conformément plate. Mais I'action sur R3 d’un groupe iso-
morphe a R? de transformations de Mobius doit laisser un point fixe ou posséder une
orbite (conformément) plate (une sphére ou un espace affine), ce qui conclut.

b. Module des familles de courbes.

Rappelons I'invariant conforme classique qu'est le module des familles de cour-
bes. 1l est défini ainsi (voir [8], [9] §1.4, [10] § 6): si I" est une famille de courbes de R",
son module est:

M(T) = inf / " d
7
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ot I'inf est pris sur les applications p : R — R* borélienne telle que [ P ds > 1 pour
toute courbe y € T (une fagon de dire est M (") = infvol,(R") o1 g est une “métrique”
conforme 2 la métrique plate, g = p?ds?, telle que la longueur £,(y) > 1 pour tout
yeI).

On vérifie alors que si f : R° — R est conforme, M (f(T')) = M(T).

Une définition classique d’homéomorphisme K -quasi-conforme de R™ est: une
application f telle que pour toute famille de courbes I,

FM(T) < M(f(F)) < KM(D).

Le premier exemple de calcul de module, classiquement rappelé, est celui d'un cylindre
S x IdeR™ (S c R*™!).SiT estlafamille des hauteurs {s} x I,s € S,ona:
vol(S)
(-t
En effet si p est telle que [ {s}x1I pdh > 1,V¥s € S, on a par l'inégalité de Holder:

s (‘/{.s}xl Pdh)n . (£S}XI dh)n—l (/{S}len dh) =an™ [[s}XIpb &

M(T) =

D'ol
vol(S) = / ds < / (e(z)"-l / p" dh) ds
S S {s}xI
:Z(I)""I// p" dhds:Z(I)""/ p"dv
S J{s}xI SxI

donc I(S)
VO

> N7

M(F) - e(I)n—l

et I'égalité est obtenue en faisant p = .

c. Dimension conforme.

Le but est de passer du cadre riemannien au cadre métrique (ou plus générale-
ment a un cadre ol1 une structure conforme peut étre définie).

P. Pansu généralise la définition de module et celle de mesure de Hausdorff (rap-
pelons que la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle d'une courbe est sa longueur) en
une notion de module grossier, dépendant d’'un parameétre. Le parameétre critique de ces
modules est appelé dimension conforme. Optons ici (comme dans [3]) pour la définition
suivante dans un espace métrique:

DEFINITION. — Si (X, d) est un espace métrique, on appelle dimension con-
formede X :

dimoonf(X) = inf dimHaus(X, d’)
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ou I'inf est pris sur les distances d' quasi-conforme ad sur X .

Comme la dimension topologique d'un espace est toujoursinférieure a sa dimen-
sion de Hausdorff, on a:

dimyop < dimeons < dimpays -

Le lemme suivant permet de minorer la dimension conforme, et parfois de la cal-
culer. Nous donnons I'énoncé de Bourdon [3}, inspiré de ceux de Pansu (voir [1] et [12]).

LEMME. — Soit(E, d) un espace métrique compact. Supposons qu'il existe
a) une famille de courbesT = {v;, ¢ € I} de E dont les diamétres sont uniformé-
ment minores.

b) une mesure p surT et des constantes A, o telles que pour toute boule B de rayon
rdeFE:

p({v €T/yNB #0}) < Are.

Alors si T est la dimension de packingde E',on a:

dimcont(E) > —

T—Q

La minoration rappelée au paragraphe précédent dans le calcul du module d'un
cylindre de R™ donne (voir [1]) un avant-goft de la preuve de ce lemme (la famille I'
y remplace la famille des hauteurs, et la mesure transverse la mesure de Lebesgue de
R"™~ 1 ).

Ce lemme est utilisé par Pansu dans [1] pour calculer la dimension conforme du
bord des espaces symétriques de rang 1: le bord de I'espace symétrique de dimension
n sur le corps K est de dimension conforme nk + k& — 2 o1 k est la dimension réel du
corps K (la dimension conforme du bord vaut donc sa dimension topologique plusk—1 ;
elle est atteinte par la dimension de Hausdorff de sa métrique de Carnot-Carathéodory).

Cela permet en particulier d’éliminer la possibilité de quasi-isométrie entre certains de
ces espaces.

Nous terminons par deux autres exemples d’applications :

Exemple 1. dimcons(J X R) =1+ :%gg (voir [1]).

SiT' = {{j} x R}, on prend pour yx la mesure induite par la [%2-mesure de

log3
Hausdorff sur J. Elle vérifie les propriétés du lemme pour a = }%g%. Par ailleurs
log4
di JXxR)=14+ —
Mgy )=1+ og3

= dimpyek(J X R).
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Le lemme donne dimcons(J X R) > :%g% + 1, d’oul'égalité. On a ainsi montré que J X R

n'est pas quasi-conformément plat.
On a en fait le résultat plus général suivant (voir [1]): si J est une courbe de R?de
dimension de Hausdorffd > 1, alors la dimension conforme de J X R dans R3estd + 1.

Exemple 2. Les polyédres de Gromov (voir 2], [3]).

M. Gromov a défini dans [31] des polyedres métriques X (p, ¢) de dimension 2,
comme exemples d’espaces métriques hyperboliques. Ses 2-cellules sont des p-gones
réguliers du plan hyperbolique H?, collés le long de leurs arétes de sorte que le “link” en
chaque sommet soit le 1-squelette d’'un cube de dimension q. D’aprés W. Ballman et M.
Brin [32], N. Benakli [33] et E Haglund [34], si cela ne caractérise pas un unique polyedre,
le plus “régulier” d’entre eux, noté X (p, ¢), a un groupe d’automorphisme cocompact et
est hyperbolique, et méme CAT(—1), si ¢ > 6. N. Benakli [33] a montré que le bord de
X (p, q) est topologiquement une courbe de Menger. M. Gromov a donné une idée de
preuve dans [2], montrée dans [3],que'ona:

1log(g — 1) + logp

di 0X(p,q) > =
1McConf (P ‘J) =3 logp

En particulier, cela montre qu'il y a une infinité de polyedres X (p, ¢) non deux a deux
quasi-isométriques (quand g tend vers +-00).

Lidée est d’appliquer le lemme précédent a la famille de demi-cercles formant le
bord d’'un “arbre tournant”, espace topologiquement obtenu en faisant tourner un arbre
g-régulier d’'un demi-tour autour d’un axe contenant le point base de I'arbre.

N
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Le complexe X (p, ¢) contient un arbre tournant plongé, muni d'une structure
induite de polyédre CAT(-1) (dont les 2-cellules sont des p-gones réguliers de H?), de telle
sorte que le plongement est quasi-isométrique. La dimension conforme de 9.X (p, g) est
alors au moins celle du bord de I'arbre tournant, qu'on peut minorer par le lemme.
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