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LE TROU SPECTRAL DES GRAPHES
ET LEURS PROPRIETES D’EXPANSION

Yves COLIN DE VERDIERE

Dans la suite I" = (V, E) est un graphe fini ou non, mais de degré uniformément
bomé par une constante k. Le laplacien canonique Ar est I’opérateur autoadjoint borné
sur H = I2(V) associé a la forme quadratique

W= Y F@-FGN.
{ij)}€E
On a donc:
Ar(H)@) = D_(FG) = fG)

j~i
de fagon a avoir:

9(f) =< Arflf > .
On définit aussi la matrice d’adjacence Mr par la relation
Mr=kld- Ar,
ou k est le sup des degrés des sommets.
Si I est fini et connexe, le spectre de Ar est de la forme:
A =0< LS.
Le trou spectral ou gap de I', noté g(I') est alors défini par g(I') = A3 — A; = A2,

Le but de cet exposé est de donner des relations entre le gap et des propriétés
plus géométriques de I' (diametre, expansion, constante de Cheeger, etc...).

On s’intéressera aussi 2 la construction de familles infinies de graphes ayant
de bonnes propriétés d’expansion. En particulier, on donnera une construction proche

Classification A.M.S. : 05C50.
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de celle de Gabber-Galil ([G-G]) et on montrera comment elle permet de retrouver la
propriété (T) pour SL3(Z), grice a I’'inégalité de Kato pour les graphes.

1. Constantes de Cheeger

Dans les années 70, J. Cheeger a introduit une constante isopérimétrique h(X, g)
attachée a toute variété riemannienne compacte connexe (X, g) et qui est définie de la
fagon suivante: pour tout domaine régulier D C X, on pose k(D) = vol(6D)/vol(D),
ol les volumes sont calculés griace a g. La constante de Cheeger h(X, g) est le inf des
h(D), ou D parcourt les domaines de volume < vol(X)/2. Cheeger montre ensuite que
la premiére valeur propre non nulle du laplacien est > h(X, g)?/4 (pour la définition et
les propriétés de h(X, g), voir [B-G-M)).

On peut facilement étendre ces résultats aux graphes et les utiliser dans les 2
sens: soit lorsqu’on a des informations sur A, soit lorsqu’on en a sur le gap ;.

En fait, on va définir 2 constantes de Cheeger: k, pour un graphe infini ou 2
bord; h pour un graphe fini sans bord.

DEFINITIONS. — SiT = (V,V,, E) est un graphe & bord V, (éventuellement
infini), ce qui signifie que V, est un sous-ensemble de V, on pose
~ .ol
ho(I') = inf 1]

ou le inf porte sur les parties finies de V ne rencontrant pas V, et A est I’ensemble
des arétes issues de A et dont I’extrémité n’est pas dans A.

Si I' = (V, E) est un graphe fini, on pose

1o4]
41

ot cette fois, le inf porte sur les A C V tels que |A| < |V|/2.

h(T) = inf

Il n’est pas difficile de montrer, par exemple, que k,(Z") = 0; en effet, pour un
cube de cbté N, le nombre de sommets intérieurs est de 1’ordre de N™, alors que le
nombre d’arétes issues du cube est seulement de I'ordre de N"~! qui est négligeable
devant N™ lorsque N — oo.

Pour un arbre homogéne T, de degré ¢+ 1, on a h,(Ty) = ¢ — 1. En effet, il
suffit évidemment de considérer les parties connexes A de V: ce sont des arbres et on
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a alors: (g + 1)|A| = |8A| + 21 ol I est le nombre d’arétes intérieures de A. De plus,
on a évidemment (caractéristique d’Euler):

lAl-T=1,
d’ou I'on conciut que:
(- DAl =104]-2,
et le calcul de A,.

En fait, h, mesure les propriétés d’expansion de I': si A ne rencontre pas le bord
de I, le volume de 1a boule B(A, 1) de centre A et de rayon 1 vérifie:

B, DI > (1+ 22141,
ou k est la bome supérieure du degré de I'. Si h, > 0, les boules B(A,N) ont un
volume 2 croissance exponentielle tant qu’elles ne rencontrent pas le bord de T.

Dans le cas fini, I’estimation précédente est valable avec h au lieu de h, tant que
la volume n’atteint pas la moitié du volume de V. On en déduit facilement 1’estimation
suivante sur le diamétre D de I':

log(n/2)
< — .
b < e+ iy *!

En particulier, si on a une famille infinie de graphes finis I',, de degrés bomés, de
nombre de sommets n, et tels que h(I',) ne tend pas vers 0, leur diamétre croit comme
OQlog n). 11 n’est pas simple de construire de telles familles, mais elles présentent un
grand intérét dans la théorie des réseaux et des algorithmes.

2. )\, gap et inégalités de Cheeger

Soit Ar le laplacien canonique de I.

Alors, on peut estimer les valeurs propres de Ar a 1’aide des constantes
de Cheeger: la remarque de base est que le quotient de Rayleigh de la fonction
caractéristique d’un ensemble de sommets A est exactement |0 A|/|A|.

On a les inégalités suivantes:

THEOREME. — Si I' = (V, V,, E) est éventuellement infini et avec condi-
tions de Dirichlet au bord et que le sup des degrés des sommets est k:
h(I)
TS <A < k(D).
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SiI'=(V,E) est fini,

hX(I)
2k

< g =22— A S2K() .

Preuve.

1) Pour majorer Ay, on calcule le quotient de Rayleigh de la fonction ca-
ractéristique de A, il vaut |[§A]/|A|. On en déduit, pour tout A ne rencontrant pas V,:

M < 10Al/14] -

Pour minorer, on prend f & support fini disjoint de V,. On évalue alors
S =1 - £2G6)| -
E

Par Cauchy-Schwarz, on a:

S < V2k||df|ll fll -

Pour minorer S, on considére les valeurs ag = 0 < a1 < --- < a, prises par f2 et les
ensembles A; = {i € V|fX({) > a;}. Ona

S=Y_ -6,
ol la somme porte sur les arétes (i, j) orientées de fagon que f2(3) — f2(5) > 0. On
peut réécrire cette somme sous la forme d’une somme S = Y _(a; — a;—1), od le nombre

de répétition de a; — a;_; est égal au nombre d’arétes (i, j) telles que f2(i) > a; et
F2() < aj_y, donc (i, j) € A;. Utilisant la définition de h,(T"), il vient:

S>h, E(az - a4,
=1

qui est égal 3 ho 3, F2(9).
D’ou 1'on tire
a2 2 ey 7pp
= 2k

et la minoration de A;.

2) Pour la majoration de A; — A; = A2, on fabrique une fonction d’intégrale nulle
de 1a fagon suivante: si V = AU B est une partition de V avec |A| =a < |B| =, on
prend f =bsur Aet—asur B.Ona

|_|¢_1ﬂ|_2_ _ (a+b)?|0A]
IfI? ~ (a+b)ab ’
d’oti I’on déduit le résultat.
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Pour la minoration, si f est une fonction propre pour X, et A = {i € V|f(?) >
0}, on peut supposer |A| < 1‘7’1 Soit alors f; égale a f sur A et 2 0 sur le complémentaire
de A. D’apres ce qui précede,
ldhlf? B

A2 = 2k

Maintenant, on a aussi:

YD - AGY =D AD Y (D - LGN <D FOASG) =X Y f@ .
E

i€A i i€A i€A
D’ot le résultat. 0

3. Expanseurs et graphes de Ramanujan

Un graphe I' sera appelé (n, k, u)-expanseur si |V(I')] = n, degré (I) < & (dans
la pratique k est le sup des degrés des sommets) et les valeurs propres de Mr sont
contenues dans l'intervalle [~p, u] sauf celles qui valent k ou —k (ce dernier cas ne se
produit que pour les graphes bipartites). Leur gap est > k — p.

Remarque. — Si le degré n’est pas constant et que 1’on définit la matrice
d’adjacence comme kId — Ar, ol k est le plus grand degré, cela revient 2 penser
que 1’on ajoute [-boucles aux sommets de degré k& — 1.

On veut construire des familles infinies (n — oo0) de graphes I', qui soit des
(n, k, p)-expanseurs ol k est fixé€ et x indépendant de n le plus grand possible. On peut
alors minorer uniformément h(I'y,) et majorer le diamétre par clogn.

Remarque. — F. Chung [CH] a donné une estimation du diamétre pour un
(n, k, p) expanseur:

THEOREME. — Si I est un (n, k, ) expanseur, le diamétre D(I") vérifie

Log(n — 1) +1

PO % Toghrmy *1-

Preuve. — Si Mr est la matrice d’adjacence de I', alors les coefficients M
sont tous > Osietseculementsim > D(IN). Soit Ay =k>p> A 22 A, 2 —p
les valeurs propres de Mr et u; une b.o. de fonctions propres associées avec u1 = .



56 Y. COLIN DE VERDIERE

On peut alors calculer les coefficients matriciels M{'(r,s) a I'aide de la
décomposition propre de Mr:

MP(r,8) = 3 Al ui(ru(s)
i=1
et donc: ™
MP(r,8) 2 — = p™ ) fuir)luiCs)] -
i>1
On utilise Cauchy-Schwarz et 3", |u;(r)|> = 1 ce qui donne:

m 1

k
m — m — —
M (r,s) > — =y ( n) )
d’ot le résultat. o
I1 y a un seuil asympiotique infranchissable par les (n, k, p)-expanseur, c’est

pr = 2vk — 1. Un (n, k, 1 )-expanscur est appelé graphe de Ramanujan. On a en
effet la:

PROPOSITION. — Si I', est une suite de (n, k, u(I'y))-expanseurs, alors

lim inf (T) > 2VE = 1(= pze) -

Preuve. — Soit v une mesure de probabilité a support compact sur R. On pose
r(v) = sup{|t| | t € support(v)}. Si my(v) = [t'du(t),on a
r(v) = lim sup my(v)}/" ,
"ainsi qu’il résulte du calcul du rayon de convergence de la série de Laurent

- dv(t)
Zmz(u)A = =i

Soit dP; la mesure spectrale (voir aussi [CVS5] pour cette notion) de 1’arbre
homogeéne T; de degré k, caractérisée par la relation:

/ F@OdP: = f(Mr,Xz,7)

od f(Mr, )(z,y) est la matrice de 'opérateur f(Mr,). On a r(dPi) = 2vk — 1, car le
spectre de la matrice d’adjacence Mz, de T} est 'intervalle (—2v/k — 1,2v/k — 1].

Soit maintenant dQp, = 1 3. 6(3j,n), 0 Aj,n sont les valeurs propres de Mr.,.
Ona
m(dQn) 2 mi(dPe) ,

car le membre de gauche compte le nombre moyen de lacets de longueur ! dans
I', alors que celui de droite compte le nombre de lacets de longueur [ basé en un
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point de 1’'arbre homogéne de degré k. Donc, si dQ, est une limite vague des dQn:
m(dQw) > mi(dPy), ce qui implique que r(dQ) > r(dP:) et donc la proposition. O

Margulis [MA] a trouvé dans les années 1973 une construction générale de
familles infinis de (n, k, c)-expanseurs avec ¢ > O indépendant de n en utilisant des
arguments de théorie des groupes assez délicats, basés sur la propriété (T) de Kazhdan.
Malheureusement ¢ n’est pas explicite.

Gabber et Galil [G-G] ont en 1980 trouvé des exemples plus explicites.

Enfin des exemples beaucoup plus sophistiqués qui sont des graphes de Rama-
nujan ont été trouvés par Lubotsky-Phillips-Samak [L-P-S 1].

4. Les graphes de Gabber-Galil

Commengons par repréciser 1a notion de graphe de Cayley:

X est un ensemble muni d’une action d’un groupe G de type fini engendré par
une partie (finie) S symétrique. On définit alors le graphe de Cayley ou plutdt sa matrice
d’adjacence Mx s qui opere sur I2(X): Mx sf(z) = Y ses f(g-2). On désignera par
I'x s le graphe dont I’ensemble des sommets est X et la matrice d’adjacence Mx s:
c’est le graphe de Cayley, il peut avoir des boucles et des arétes multiples.

La valence k est dans ce cas, par convention, le nombre d’éléments de S. On
remarque aussi que le fait que S soit symétrique implique que Mx s est un opérateur
symétrique.

Décrivons une variante de 1'exemple de [G-G]; les exemples dont nous allons
parler sont en fait des graphes de Cayley au sens précédent.

I, = I'x, s, est le graphe de Cayley de degré 8, 2 n = m? sommets, que
I’on peut décrire ainsi: X, = (Z/mZ)?, le groupe G = SAx(Z) est le groupe des
transformations affines de R? & coefficients entiers de déterminant 1 qui opére de fagon
naturelle sur X,,; S est I'ensemble symétrique des 8 générateurs de G décrit ainsi: si
z=(z,y) et

0’1(2) = (z,z+ y)) 0'2(7') = (zl z+y+ 1))03(2) = (z+ Y, !I),O’A(Z) = (3+y+ liy) ’

on définit S3 comme 1’ensemble des 8 transformations affines 0!, i = 1,2,3,4 et S,
comme 1'ensemble des 4 transformations linéaires 0!, avec i = 1,3.
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THEOREME [G-G]. — Si v = 1+ 22, les I'n, sont des (n = m?,8,2v)-
expanseurs et lim,, u(I',) = 2v et donc aussi

g(n) > 8 — 2v ~ 0.3431 .

Remarque. — On a 2v ~ 7.6569 > 2v/7 ~ 5.2915; donc les I', sont loin
d’étre des graphes de Ramanujan, mais ils sont infiniment moins chers !!

La preuve est €lémentaire. Elle repose sur 3 lemmes:

LEMME 1. — Soit I', le graphe de Cayley I'z2\o s, de degré 4 dont les
sommets sont 22\ 0 et 2 sommets z, z' sont reliés par une aréte si et seulement s’il
existe 7 € Sy tel que z = 7(2'). Alors le spectre de la matrice d’adjacence My, de
I', est donné par

oc(My) =[—v,1].

LEMME 2. — Soit X = (R/Z)?, alors Popérateur Ty, défini sur L%(X) par
T f(z) =2 f(r2)
T7€S,
vérifie:
0(Te) = [-21,20] U {8} .

Il est intéressant de comparer ce résultat 2 celui de [L-P-S] (voir aussi [CV6] et
[LU)) pour le cas de S2.

LEMME 3. — Si H, est le sous-espace de dimension n = m? de L*(X)
engendré par les fonctions caractéristiques des carrés

Co =a+[0,1/m]?,

ot a parcours la grille des (i/m, j/m), alors si on identifie 1*(X,) & H, (comme
espaces hilbertiens) de la fagon évidente, la restriction de la forme quadratique
4o(f) =< T f|f > & H, est la forme quadratique g, associée & la matrice
d’adjacence de Mx_ s,.

Preuve du lemme 1. — Le graphe I', se décompose en réunion de (0,0) et
des graphes isomorphes 7, = {(m, n)|pged(m,n) = p} pour p € N \ 0. 1 suffit donc
de contrSler le spectre de la matrice d’adjacence M; de T.

Posons ||(z, »)|| = sup(lz], ly]) et o(2) = {r(z)|r € Ss} I'ensemble des voisins
de 2. Si ||z]| > 1, il y a dans o(z) 2 points de norme > |||/, un de norme < ||z||
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ct un dec nome ||z||. 1l cst alors facile de dessiner les graphe 73 qui cst réunion de
-8 arbres homogenes de degré 3 avec des aréles supplémentaires joignant des points 2
méme distance combinatoire des racines attachés aux 4 coins d’un carré (2 par coins)
et de 4 autres sommelts situés au milieu des arétes de ce carré et ayant chacun 2 boucles
attachées.

v
o
Le graphe Ti.
Pour calculer le spectre de T1, on utilise la
Remarque. — On peut contrbler le spectre de la matrice d’adjacence d’un

graphe infini de la fagon suivante: soit I' un tel graphe et supposons qu’on ait une
fonction ) : E —)0, 0o[, ol E = {(#,3)} est ’ensemble des arétes orientées telle que
Ma~!) = 1/X(a) (X est une 1— forme différcntielle) et que Vi € V, ini AU D) S
Alors le spectre de My vérifie —v < o(Mr) < v; en effet, on a:

2| F@FG)| € MG, DIFOF + 2GEDIFGDIE

et il suffit de sommer ces inégalités sur les arétes pour oblenir:

| < Meflf > | < Vlif|? .

Exemple. — Supposons qu’on puisse orienter les arfles de fagon qu'en tout
sommet il y ait au plus p arétes incidentes et au moins g aréies sortantes (avec p+g = k),
alors le spectre de la matrice d’incidence est contenu dans l'intervalle [-2, /pq, 2,/pPq].
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Dans le cas des arbres homogenes cette estimation est optimale (orienter 2 partir d’une
racine).

C’est en particulier le cas si on a une fonction f > O sur V qui est v-
surharmonique, ie telle que M f < v f: on prend A(J,¢) = F(3)/ F(3).

Ce crittre marche toujours, car si v > |o(Mr)), il existe une fonction v-
surharmonique, par exemple la résolvante donné alors par la série de Neumann > 0
et convergente. Nous allons appliquer ce critére 2 7.

Suite de la preuve du lemme 1. — On considere la fonction f sur les sommets
de Ty qui vaut 1 au coin du carré, (1/v/2)* aux points des arbres 2 distance k du coin
(laracine)eta = (1 + \/f)/2 au centre des arétes du carré: on vérifie sans difficultés
que

Mz, f(2) < 1 +2V2)f(2) .

Il n’est pas difficile de voir que le spectre de 77 est exactement 1'intervalle
[—v,v] en utilisant le fait que le spectre (essentiel) de 1a matrice d’adjacence d’un arbre
régulier de degré 3 est intervalle [—2v/2, 2v/2). En effet, on peut considérer le spectre
de la matrice d’adjacence de 73 restreint aux fonctions radiales; le spectre essentiel est
alors celui de I’arbre homogene de degré 3 (il ne dépend que de ce qui se passe 2
I’infini).

Le graphe I',, se décompose en réunion des graphes isomorphes

TP = {(ma n)IPQCd(m’ n) = p}

pour p € N\ 0. 11 suffit donc de contrdler le spectre de la matrice d’adjacence M, de Tj.

Preuve du lemme 2. — Par transformée de Fourier, L2(X) s’identifie 2 12(Z?)
et ’orthogonal des fonctions constantes 2 [2(Z2 \ 0). L’opérateur T, s’identific alors au
double de 1a matrice d’adjacence du graphe I'.

Preuve du lemme 3. — Soit, pour a € X, @, = v/nxc,. Alors j : X(X,) —
L*(X) définie par j(z) = 3" zapa est une isométrie de 12(X,) sur H,. 11 suffit donc
de calculer:

s =2 Y [ ™ =20 T LG NCa),
reSs VX T€Ss

ou L est 1a mesure de Lebesgue. Cette mesure vaut 1/2n ou 0 suivant qu'il existe ou
non o € Sg tel que a = o(b).



Le trou spectral des graphes 61

o '(Gl Ca % (G
-""‘
l@c
Sl (Y
Figure
Preuve du théoréme. — On applique le minimax qui montre que ) (I'y) >

—2v et pn_1(I'n) < 2v. La limite s’obtient par densité des H,, n — oo dans L2(X).

5. Propriété (T) de Kazhdan

Soit G' un groupe localement compact (par excmple un groupe de Lie ou un
groupe discret), on pose la

DEFINITION. — G a la propriété (T) (de Kazhdan) s’il existe un voisinage
compact K de Id dans G, engendrant G, et une constante ¢ > 0 tels que, si = est
une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert H telle qu’il existe un
vecteur unitaire z € H vérifiant

Vg€ K, ||r(g)z—z|| < c,
alors # admet un vecteur G-invariant non nul.

En fait, bien sir, si la proprié€i€ est vraie avec un choix de K, elle est vraic avec
tout autre choix K’ (il existe N tel que K C K'N), mais la constante ¢ dépend de K.
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Lorsque G est discret et S un systéme de générateurs symétrique de G, on définit
la constante de Kazhdan ¢(G, S) par:
o(G,S)= inf inf )z - z|?,
G5 = & i ,,GZ; Iz - 2]

ol p, est la représentation triviale et G 1'ensemble des (classes de) représentation
unitaires irréductibles de G. La propriété (T) équivaut alors 2

«G,5)>0.

Lorsque G est un groupe de Lie connexe, on associe 3 une base B = (Y;) de
I’alg¢bre de Lie un opérateur différentiel A, g sur 'espace H de la représentation
unitaire 7 de G par la forme quadratique Q(z) = ¥, ||=(Y;)z||*> et la constante de
Kazhdan est ¢(G, B) est alors le inf de ces spectres pour les représentations sans
vecteurs G-invariants.

Exemples.

1) Tout groupe compact est de Kazhdan; en effet, il suffit de prendre K = G et
de remarquer que si un vecteur unitaire z vérifie

lIm(g)z — | < V2 —¢,6>0,

la moyenne sur G des 7(g)z est invariante par 7 et non nulle. Il est intéressant de
calculer explicitement les constantes de Kazhdan des groupes finis (voir 2 ce sujet
[B-H]).

Pour un groupe fini, on sait que la représentation réguliére contient toutes les
représentations irréductibles. Soit donc (G, S) un groupe fini engendré par S, supposé
symétrique. Alors

c(G, S) est égale a la deuxieéme valeur propre du laplacien (ie le gap) du graphe
de Cayley associé a S.

2) Le groupe additif Z n’a pas la propriété (T). En effet le groupe des caractéres
est le tore R/Z et le caractére trivial n’est pas isolé.

3) Plus généralement, un groupe commutatif n’a la propriété (T) que s’il est
compact et donc, s’il existe un homomorphisme surjectif de G sur un groupe commutatif
infini, G n’a pas la propriété (T); par exemple les groupes libres n’ont pas la propriété
(T). Pour S L2(Z), la situation est plus subtile, son groupe des commutateurs est d’indice
fini et donc il n’y a pas d’homomorphismes non triviaux de S L2(Z) dans Z. 1I faut utiliser
le fait que SL(Z) a un sous-groupe d’indice fini qui est un groupe libre a 2 générateurs
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(le groupe de congruence I'(2)) et que si I' a 1a propriété (T), ses sous-groupes d’indice
fini aussi.

Il n’est donc pas évident du tout qu’il y a des groupes infinis ayant la propriété
(T). En fait Kazhdan a montré que si K est un corps commutatif localement compact
non discret, SL,(K) a la propriété (T) pour n > 3. Pour la preuve de ce fait, on pourra
consulter [H-V] ou [LU]. Au § suivant, on donnera une preuve de la propriété (Ty)
pour SL3(Z), o (Ty) signific qu’on se restreint aux représentations de dimension finie
dans la définition.

Il est également utile d’introduire une propriété (T) (et aussi (7)) relative, si
H C G estun sous-groupe de G, on dira que (G, H) ala propriété (T) relative si, sous les
mémes hypothéses que dans la premiére défintion, on peut conclure que 7 a un vecteur
H-invariant non trivial. par exemple, si G = SA2(R) est le groupe des transformations
affines de R? de déterminant 1 et H = R? le sous-groupe des translations, la paire
(G, H) a la propriété (T). C’est un ingrédient essentiel de la preuve du théoréme de
Kazhdan.

De plus, on a la propriété suivante, si I' est un réseau de G (ic un sous-groupe
discret de covolume fini), alors I' a la propriété (T) si et seulement si G I’'a : en -
particulier SL,.(Z) a la propriété (T) pour n > 3 et (SA2(Z),Z?) a la propriété (T)
relative.

Examinons maintenant la relation avec le spectre. Soit (I', S) un groupe discret
tel que (I, S) > 0. Soit X un ensemble fini sur lequel I' opére transitivement, et
soit Xs le graphe de Cayley associé. Alors le gap g(Xs) est > c(I', S). Ainsi 2 partir
d’un groupe discret ayant la propriété (), on peut facilement construire des familles
d’expanseurs de constante uniforme.

6. La propriété (T'y) pour (SA.@),7%

On commence par montrer (Ty)-relative pour la paire (G, H) = (SA2(2),Z?)
en prouvant que 1’exemple de Gabber-Galil est universel. En fait, on peut évaluer la
constante c;(SA2(Z), Z?) relativement 2 un systéme de générateurs.

Plus précisément, on a:

THEOREME. — Soit S un systéme symétrique de générateurs de SA,(Z)
formé de générateurs S, de SLy(Z) et des translations unité (£1,0), (0,£1). Soit
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c(S) > 0 la borne inférieure du gap pour les matrices d’adjacence des graphes
de Gabber-Galil associées & S, alors ¢(S) est la constante de Kazhdan pour la
propriété (Ty)-relative associée a S.

On aura besoin de I'inégalité de Kato discréte:

THEOREME (inégalité de Kato discréte). — Soient I' = (V, E) un graphe
fini,
@@= Y cjlzi—z+Y Wizl
(.J)EE 13
avec ¢;; > 0, et A\1(qo) la premiére valeur propre de g, sur I’espace euclidien RY.

Soient, pour chaque i € V, L; un espace vectoriel hermitien de dimension
N et pour chaque couple (i, j) € E, w; j une isométrie C-linéaire de L; sur L;. On
suppose que l'on a: wj ; = w‘-'d-l. Soit Q,, la forme quadratique sur ®;L; définie par:
Qu@ = Y cijlwijzi —z;|P+ Y Willail* .
(iJ)EE i€V
Soit A\1(Q.) la premiére valeur propre de Q,,.

Alors A1(g,) £ A1(Q.) et on a égalité si et seulement si le produit des w; ;
sur chaque cycle de I' (I’holonomie) est I'identité.

Preuve. — Soit M, I’opposé de 1’opérateur autoadjoint associé 2 Q,,:
My (@) = i jwii fG)+ Wif(D)
J~i

avec Wi = —-Wi — 3;.; & i

Si ¢ > 0 est le fondamental de g,, on a I’'inégalité:
@)y 2 PO 2
2Re < w;jzi|z; > ——||z: " + —=Il%]* .
d’ou I'on déduit, par sommation sur les ar€tes orientées et en utilisant le fait que ¢ est
un vecteur propre de g,:

< M fIf > =M@@SIP
ce qui prouve le résultat. d

Soit maintenant r,, les représentations naturelles de G sur 12((Z/mZ)?) intro-
duites plus haut (/2 désigne les fonctions de somme nulle sur les sommets). Soit Z,,
le tore discret (privé de I'origine) des caractéres de ’action de 22 qui apparaissent. La
matrice A, du graphe de Gabber-Galil (associé & ces générateurs) se transforme par
Fourier en une matrice A,,. Soit I', le graphe de Cayley de 1'action de (SL2(Z), S,)
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sur Z,,, privé de la composante réduite au caractére trivial. Alors A,, est dans Or_ et
son A, est minoré par une constante ¢ > 0 indépendante de m (cf §4: le fait d’avoir une
estimation uniforme est indépendante du systéme de générateurs). La forme quadratique
associée est:

gm(@) =D (Y |zi = 2o+ Vizd)

t o0€S.
ot V; = 2(|1—x;(1,0)+|1=x;(0, 1)]?) (x; est le caractire correspondant au sommet ).
Soit maintenant # : G — U(H) une représentation unitaire irréductible de
dimension finie de G, n’ayant pas de vecteurs H-invariants. Soit Z 1’ensemble (fini) des

caracteres de H qui apparaissent. SL2(Z) agit par permutation de Z. On en déduit que
Z C Z,, pour un certain m (un caractére irrationnel a une orbite infinie sous SL2(Z)).

Soit, pour chaque x € Z, Hy, le sous-espace de 7 correspondant 2 ce caractire.

Alors la forme quadratique gx(z) = 3 ges llm@z— z||? s’écrit en décomposant
z= zx 2y
ax(x) = D (D 192y = zg00ll* + VallzxIl® -

X 9€S,

On conclut par application de 1'inégalité de Kato et en remarquant que Z est une
composante connexe de Z,,.

7. La propriété (Ty) pour SLy@)

Soit (G;, H;) les 3 images des plongements évidents de (SA»(Z),Z?) dans
G = SL3(Z) qui fixent une des 3 coordonnées et S; les sous-ensembles de G
correspondants. Soit ¥ = S; U S; U S3 qui est une partie génératrice symétrique de
G. Alors, on a:

THEOREME. — Si 7 est une représentation irréductible de G et z un
vecteur unitaire tel que

Vi=1,23, Y lIn@z—-z|P<e=

c
prr 2N2?
L]

ot ¢ est la constante de Kazhdan pour la paire (SA2(Z), Z2) associée & S et N est

celui du lemme 1, alors m admet un vecteur invariant non trivial. Donc G = SL3(Z)
a la propriété (Ty) avec une estimation explicite de la constante.

On a besoin des:
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LEMME 1. — Les sous-groupes H; engendrent SL3(Z) uniformément: il
existe un N tel que tout élément de SL3(Z) est un mot de longueur < N en des
éléments des H;.

Preuve. — Ce lemme est prouvé€ par des arguments d’arithmétique élémentaire
dans [C-K]: on montre dans cet article que tout ' € SL3(Z) est produit d’au plus
48 matrices élémentaires. Attention: aucune estimation sur la taille des entiers qui
apparaissent n’est possible par cette méthode qui utilise le théoréme de Dirichlet sur
I’existence de nombres premiers dans toute progression arithmétique an+b,n € Nsi a
et b sont premiers entre eux. =]

LEMME 2. — Soit m une représentation unitaire d’un groupe G et z un
vecteur de norme 1 tel qu’il existe € > 0 vérifiant:

Vg € G, Re < m(g)z|z >> ¢,

alors m a un vecteur invariant non trivial.

Preuve.

Soit C I’enveloppe convexe fermée de I'orbite de z sous 7(G). L'hypothése
implique que O ¢ C. Soit z la projection orthogonale de O sur C. Alors, il est clair que
z est G invariant: C est G invariant et la projection est unique. 8]

LEMME 3. — Soit 7 une représentation unitaire de SL3(Z), z un vecteur
unitaire vérifiant - .. (|7(g)z — z||? < ¢, alors, si E; est le sous-espace de Hy
desz vecteurs invariants par w(H;), on a:

d(z, E:) < \/E .
o4

Preuve. — On décompose H = E; @ F; orthogonalement. Chacun des 2 espaces
est invariant par . On applique la propriété T} relative 2 I'action de G; sur F;. u}
Nous pouvons maintenant montrer que SL3(Z) a la propriété (Ty).
Soit z comme dans le théoréme. Alors
1

d(z,E;) < Wi

d’apres le lemme 3. Puis

N
Vg € G, |Im(@)z - z|| < Y lin(ga)z — 2| ,

a=1
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ol les g, sont dans H, U H, U H3, d’apres le lemme 1. Donc, comme ||7(go)z — z|| <
2d(z, Ei(a)), 0n a ||7(g)z — z|| < V2 — € (¢ > 0) et on conclut avec le lemme 2.

Il serait intéressant de gagner sur N qui détériore beaucoup la constante du
théoréme, par exemple en utilisant simultanément tous les plongements de (SA2(Z), Z%)

dans G.
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