AHMED INTISSAR

MOHAMED VALL OULD MOUSTAPHA

Solution explicite de I’équation des ondes dans un espace
symétrique de type non compact de rang 1

Séminaire de Théorie spectrale et géométrie, tome 12 (1993-1994), p. 25-28
<http://www.numdam.org/item?id=TSG_1993-1994__12_ 25 0>

© Séminaire de Théorie spectrale et géométrie (Grenoble), 1993-1994, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Séminaire de Théorie spectrale et géométrie » implique 1’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/legal.php). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=TSG_1993-1994__12__25_0
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire de théorie spectrale et géométrie
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SOLUTION EXPLICITE DE L’EQUATION DES ONDES DANS UN
ESPACE SYMETRIQUE DE TYPE NON COMPACT DE RANG 1

Ahmed INTISSAR & Mohamed Vall OULD MOUSTAPHA®

RESUME . — Dans cette note nous obtenons une solution explicite de
1’équation des ondes dans 1'espace hyperbolique.

ABSTRACT . — The aim of this note is to give an explicite solution
for the wave equation in non compact type symmetric space of rank 1.

Lax et Phillips dans [1] ont obtenu une solution explicite de 1’équation des ondes
dans I’espace hyperbolique réel de dimension n. Ici on donne la solution dans le cas
général hyperbolique (KH™,ds) ol K est 1'un des corps classiques R, C,H ou Ca.

Plus explicitement on s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

o %U(t, 2) = LU, z) 0.1)

U0,9=0:200, = 1 f € EKEY (02

ot L2 est ’opérateur de Laplace-Beltrami associé 2 la variété riemannienne (KH", ds)
donné en coordonnées géodésiques polaires par :

2
LS = gﬁ + [(dn = 1)coth(r) + (d — 1) th(r)] -3-6; +02+ A(r)

avec o = 43D=2 . 4 — dimg K ; et A(r) un opérateur différentiel du second ordre
sur la sphere S"~1(r) de rayon r.

La partie radiale de 1’opérateur de Laplace-Beltrami L3 que 1’on continue encore
a noter Lg est donc

L = ?96% + [(dn = 1) coth(r) + (d — 1) th(r)] 2% +02.

(1) M. Laurent Guillopé a indiqué au second auteur lors de son séjour i 'Institut Fourier en
Janvier-Février 1994 un article Preprint de M. U. Bunke, M. Olbrich, A. Juh), intitulé : The wave
kernel for the laplacian on locally symmetric space of rank one, theta function, trace formulas
and the Selberg zeta function - SFB 288 Preprint n°85 - Berlin, octobre 1993.

Classification A.M.S. : 58G25-58G30.
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Notre résultat est le suivant :

THEOREME. — Le probléme (I) admet la solution unique donnée par :

] [0]-d+1 0 474
Ui,2) =co (W) (sh(i) ch(t)ot )

/ (ch?t — ch? ) T4 (ch?(t/2) — ch?(r/2))°)-° 1,(r — )£ (2")dp(z")
KH=

r<t

r=d(z,2)ico = @O 1 (r—1t) = r=t

1
1
2
0
et [m] est la partie entiére de m.

Preuve succincte.

e Pour d = 1 ; n = 1 I’espace hyperbolique réel de dimension 1 (RH!, ds) est
équivalent 2 la droite numérique R munie de la métrique euclidienne et la solution du
probléeme (I) dans ce cas est classique.

e Pour d = 1; n > 2 la fonction U(t, z) coincide avec celle obtenue par Lax et
Phillips dans [1].

e Pour les cas d # 1 on utilise essentiellement le lemme suivant :

LEMME 1. — Soit & € C*(R"), fixons z' € KH™, posons :
£(2) = B(y(z, )
ody=ch’r;r=d(z2'), alorson a :
(i) Laf = £2 & avec :

2% &
£00) = 40ty - DI L 440 + Dy - 3] 228 + 00
Posons :
s y4
0y~ 0oy’

alorson a :

(ii) (43, A8 = -8y-bfiAg —4(c+ 1AZ

(iii) Ay = - y-b—A" Aj

(iv) A:(z — it = (L) @ -t

La preuve de ce lemme est laissée au lecteur.
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1. Cas hyperbolique complexe cH"

PROPOSITION 1.1. — Dans I’espace hyperbolique complexe CH", n > 1,
une solution de I’équation des ondes (0.1) est donnée par :

-1
W2, z,2) = ( " (ch?t — ch? r)~¥ avec r = d(z, ).

0
Fo7)

Preuve. — Cette proposition se démontre par récurrence sur n. Pour n = 1 et
n = 2 une simple vérification suffit. D’autre par, d’aprés le lemme 1 (iv)on a:

W,l:(t, z, z') = chnz(za y)

ou
Viz,y) = { (Ag)%i e
(A2)F Vi(z,v)
avec

Viz,y) =@z -9 h Vi, y) = z*a%V,z;z =ch?t;y = ch’r.

o
L2 W2,@,2,2") = 2 ,V2, =B ALVE+ sya—yA§ VZ+4(n+ 1DAZV?

0

=[82,A21V2+ ALV + 8y5§

AZVE+4(n+ DAVE.
D’aprés le lemme 1 (ij)on a :

L2,,W2,(,2,2") = Aglﬁ Vi= Af,a,zV,% = 07A2 V2 =02V2, = W2, (t,2,7).m

THEOREME 1.1. — Dans ’espace hyperbolique complexe CH™ ; n> 1 le
probléme (I) admet la solution unique donnée par :

_ -n 0 n-1 f(z') ' - ’
Ut,z) =(Q2n) (Eﬁzt)_at_) /d(m,)« ——_chzt — rdu(z ) avec r = d(z,2").

Preuve. — D’apres la proposition 1.1, U(%, 2) vérifie bien 1'équation des ondes
(0.1). Pour voir les conditions aux limites (0.2) une simple vérification suffit :

2. Cas hyperbolique quaternionien HA", n > 1

PROPOSITION 2.1. — Dans I’espace hyperbolique quaternionien HH™ une
solution de ’équation des ondes (0.1) est donnée par :

N 0 -2 o 2 2 _ ,
Wi, 2,2") = (s_h-(.t_)-a) (m)(ch t—ch’r) } avecr = d(z,z").
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THEOREME 2.1. — Dans l'espace hyperbolique HH" le probléme (I)
admet la solution unique données par :
Uit,z) =

-2n a n-2 a f(Z’) ’ - '
@m (sh(t)at) (sh(t)ch(t)at) A md“(’ ) avecr = d(z,2).

3. Cas de I'espace hyperbolique octonien

PROPOSITION 3.1. — Dans l'espace hyperbolique octonien CaH" une
solution de I’équation des ondes (0.1) est donnée par :

8 n_ (0 \n* 4 3 42 2 _ '
Wot,z2,2') = (W) (W) (ch“t—ch r)i avecr = d(z,2').

THEOREME 3.1. — Dans l'espace hyperbolique CaH" le probléme (I)
admet la solution unique données par :

_ —4n _Q___ an—d, 08 3 (') '
v =@ (5m) G Jemre Taemar

Pour voir les théorémes 2.1 et 3.1 on utilise le méme raisonnement utilisé pour
démontrer le théoréme 1.1. En regroupant les trois théorémes et le résultat de Lax et
Phillips on obtient le résultat du théoréme 1.

Remarque. — Dans le cas de I’espace hyperbolique sur les nombres de Cayley
(i.e.d=8)onan=1o0u?2avec CaH'! ~ HH2
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