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1.1

UNE INTRODUCTION A LA NOTION DE CAPACITE

par Michel PIERRE

Commençons par énoncer une liste de problèmes qui se résol-
vent à l'aide de cet outil d'analyse qu'est la notion de capacité.
Cette liste est bien sûr non exhaustive et nfa pour objet que
d'initier et de motiver une réflexion sur cette notion.

Problème 1,
NSoit n un ouvert de RN , u Ç HJ(Q) , T €

suppose que T est aussi une mesure de Radon sur fi .

duit (T,u) i 1 est bien défini ; mais
H ^ H j

• peut-on définir f udT ?

• si oui, a-t-on <T,u> = f udT ?
0

. On

Alors le pro

N
Problème 2.

NSoit Q un ouvert de IR et if : fi —> Ht . On considère le

problème variationnel

(P) min \\ 7v| ;v€H^(Q),v^v
fJfi' °

Si Ie convexe fermé K • {v€H1(n) ; est non vide» la projection
1

u de 0 sur K relative au produit scalaire de H (fi) fournit la so-

lution de (P). De plus, u est solution de f'l'équation d'Euler11 associée

qui s'écrit formellement
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!

-Au £ O , u£ ty s u r fï

-Au(u-\|i) = O sur n •

Cependant, le choix du convexe K ci-dessus n'est pas satisfaisant

lorsque, par exemple, t|i est la fonction caractéristique d'un ensemble

f in de fi . Ainsi, si Q = 10, l [ et i|i est la fonction caractéristique

de {1/2} , on aimerait trouver comme solution la fonction suivante :

1 -•

1/2

Celle-ci est obtenue comme limite de solutions de (P) associées à des

obstacles tn = l , . l / n + l / 2 ^ l / 2 + l / n [ .Cependant

= vÇH |
jT ' ô  - ' ' U/2H o

et donc la projection de 0 sur K est la fonction nulle.

En dimension 1 , tout élément de H (Q) admet un représentant
o

continu unique u . Ainsi, on peut contoirner la difficulté ci-dessus en

choisissant comme convexe

K = {vÇH (Q) ; vs\|i partout sur Q} •

La projection de 0 sur K fournit alo:*s la solution escomptée.

Quej>£lon 1. Quel est le point de vue adéquat en dimension quelconque ?

Si u est solution de (P)f , - Au est une mesure positive et

on s'attend à interpréter tf-Au(u-\|f)=0 " comme signifiant

(1) = 0 .
n

Mais, - Au est une mesure qui n'est pas en général absolument continue
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par rapport à la mesure de Lebesgue. Or u est seulement défini

Lebesgue-p.p. . De plus, on ne dispose a priori d'aucun renseignement

de mesurabilité sur \|i .

Question 2. Quel sens peut-on donner à (1) ?

Problème 3.

Quelle signification peut-on donner à la version parabolique du

problème (P)1 , à savoir

«7 - Au s 0 sur 10, T[ x fi
ot
u * • , u(0) = UQ

<lr-Au)(u-i|i) = 0 sur lO.TfxO .
Ot

où i|i : JO,T[xfi-*IR et u :fi—IR sont donnés ?
o

Problème 4.

Soit u un élément de l'espace de Sobolev W ^ ^ I R ) où m

est un entier £ l , K p < œ et l ^ m p s N • Soit M c JRr .

Quand est-il possible de définir une trace de u sur M ?

Si \x est une mesure sur M et l £ q £ œ , à quelle condition

cette application "trace" est-elle continue de w ^ dans Lq(M,|i) ?

Problème 5.
N N

Soit X un mouvement brownien sur E et pour A c E

ï \ = inf{t>0 ;

Pour quels A peut-on affirmer que T est un temps d'arrêt ?
A

Problème 6.

Soit L un opérateur différentiel à coefficients constants et
N

K c E . A quelle condition l'implication suivante est-elle vraie ?
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(2)
Lu « 0 sur EN\K

On dit que K est "éliminable" pour l'équation (2). On peut également

s'interroger sur des notions d'élimlnabilité plus fortes que celles-ci,

par exemple, en supposant seulement u Ç I? (KN\K) . Cette question
cOC

nfa que peu d'intérêt si on se limite à des opérateurs linéaires ; ainsi,

il est clair que seul l'ensemble vide est solution lorsque L = Am • Elle

reprend cependant de l'intérêt lorsqu'apparaissent des termes non li-

néaires comme dans le problème suivant

-Lu + up = 0 sur E N \K ( -Au + up = 0 sur RN

CAPACITE ASSOCIEE A H 1 ^) •
o

NOn se donne 0 un ouvert borné de IR . L'adhérence de
00

C (Q) pour la norme
11/2NI- [lnM2] '

est notée

DEFINITION 1. - Pour K compact de n , on pose

cap K = inf{ ||v||2 ; v€C*(n) , v;.l sur K} .

Pour tu ouvert de Q , on définit

cap uu = sup cap K •
KCÜÜ

K compact

Pour E c Q quelconque, on dofinit

cap E = inf cap uo •
ECUÜ

UU ouvert
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DEFINITION 2. - Etant donné E c n , on pose

= {vÇH (fi) ; 3v € H (0) , v s i p.p. sur un voisinafieo n o n(fi) ; 3v € H (0) , vo n o n
de E , v - v dans Hn o

Ceci définit un convexe fermé de H (fi) . S'il est non vide,

° f
on note u la projection de 0 sur g_ relative à H (fi)

et

capE
sinon on pose cap E = +» .

Remarques. La définition 2 se généralise très bien au cas où

a(u,v) = P vuvv est remplacée par une forme bilinéaire coercive géné-

raie dans le cadre d'un espace de Dirichlet (voir 13]).

La définition 1 se généralise immédiatement au cas où H est

remplacé par un espace de Banach sTinjectant dans L (Q comme

^ ) , Wm'p(lRN) , l'espace des potentiels de Bessel L a 'P (KN ) f

etc. (voir f 13] , [2]) ou au cas où ||u|| est remplacé par une fonction-

nelle non linéaire du type

f(u) = f cp(u,vu)
Jfi

(voir [ i l ] , f4l).

On montre facilement que les définitions 1 et 2 coihcident (cf. [3])

et fournissent une capacité sur fi vérifiant :

PROPOSITION 1. -

i) A c B =» cap A £ capB

ii) A 1 A =* lim cap A = cap A

iii) K i K m lim capK = capK

K compacts n~*c°

iv) (forte sous-additivité)

cap (AU B) + cap (AH B) £ cap A + capB .
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Remarque. Dans la définition 1, une fois la capacité des

compacts définie, on peut être tenté de poser

VEc Q , cap* E " sup cap K .
KcE
K compact

Cette capacité "intérieure" ne coihcide pas avec la précédente. Un en-

semble E vérifiant cap E = cap^E est dit capacitable. On doit à

Choquet (voir par exemple [8]) le résultat profond et fondamental suivant.

THEOREME 1 (Choquet f8j). - Soit X un espace topologique

séparé et C : 2 X ~ [0,œ] vérifiant i), ii), iii) de la proposi-

tion 1 (on dira que C est une capacité régulière sur X ).

Alors tout ensemble K-analytique contenu dans un K est ca-
o

pacitable. En particulier, tout K-borélien est capacitable.

On rappelle les définitions.

• Les K-bo rélien s sont les éléments de la tribu engendrée par

les compacts. Un K est une réunion dénombrable de compacts ; un
o

K . une intersection dénombrable de K .

ob o

• Un ensemble E c X est K-analytique, s'il existe F compact,

B un K . de F et f : B -* X continue telle que f(B) = E .
öo
• Tout K-bo rélien est K-analytique et est contenu dans un K

o
(voir [81).

• Si X est métrique, les ensembles K-analytiques colhcident

avec les ensembles analytiques classiques (ou sousliniens) voir [8].

Remarque, Dans la pratique, on dispose très souvent d'une

fonction d'ensemble définie sur les seuls compacts. Il est parfois diffi-

cile et technique de montrer qu'elle s'étend en une capacité régulière.

Le résultat suivant, dû encore à Choquet [8], permet le plus souvent de

résoudre le problème.
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THEOREME 2 (Choquet [8l). - Soit X un espace topo logique

séparé, X la famille des compacts de X jet C : X—*[0,<»]

vérifiant :

a) C est croissante ;

b) C est continue à droite (Le. Ve>0 , vK € X , il existe

uü^K ouvert tel que

K' Ç X , K C K ' C U J * C(Kf) £ C(K) + € ) ;

c) C est fortement sous-additive.

Alors la fonction d'ensemble

C*(E) = inf C
uuz>E
uu ouvert

où

C(K)

est une capacité régulière sur X •

C'est l'utilisation combinée des théorèmes 1 et 2 qui (modulo

certains détails qui peuvent Être trouvés dans [71) permet de résoudre

le problème 5.

Réponse au problème 5. (voir [7] pour une démonstration dans un cadre

beaucoup plus général).

Si A est analytique, T\ est un temps dfarrêt.

On revient maintenant au cas particulier de la capacité associée

à l£(n) .

DEFINITION. - Une fonction v : fi—*JR sera dite quasi-continue

s'il existe une suite (décroissante) d'ouverts uu tels que :
n

• vn , la restriction de u au complémentaire de tu est

continue ;

• lim cap uu = 0 .
n
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Remarque. En dimension 1 , H (Q) s'injecte continûment
o

dans C (fi) . On déduit alors de la définition 1 que seul l'ensemble

vide est de capacité nulle. Dans ce cas, "quasi-continu" = "continu".
En dimension supérieure, on a le résultat correspondant suivant.

PROPOSITION 2. - Tout ueH^f i ) admet un représentant
o

quasi-continu unique u (modulo l'égalité "quasi-partout").

Remarque. Une propriété est dite vraie "quasi-partout" si

elle est vraie sauf peut-être sur un ensemble de capacité nulle.

Un élément de H (Q) est une classe de fonctions définieso
Lebesgue-presque partout. La proposition affirme que dans cette classe,

il existe des représentants quasi-continus. De plus, deux tels représen-

tants sont égaux quasi-partout. En fait, l'unicité provient du résultat plus

général suivant.

LEMME. - Soit u,v quasi-continues. Alors

u = v presque partout ^ u = v quasi-partout.

Pour une démonstration de ce lemme et de la proposition, voir

Deny [9] ou le cours d'Ancona [3].

Nous énonçons maintenant une proposition qui permet de résou-

dre partiellement les problèmes 1 et 2 et qui souligne l'intérêt de l'exis-

tence d'une représentation quasi-continue pour tout élément de H (Cl) .
o

PROPOSITION 3 (cf. [91, f3l). - &it v 6 H^CÎ) avec -Au * 0 .

Alors

i) - Au ne charge pas les ensembles de capacité nulle, (i.e.

capE = 0 =* E est -Av-me.surable et -Av(E) = 0 ). En

partie

plus,

particulier, si u 6 H (fi) , u est défini -Av-p.p. . Deo — —
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ii) UH^Ü est une application continue de H (fi) dans
1 °

L (-ûv) et on a
r vuvv = r

Suite à cette proposition, il est clair que dans l'intégrale (1)

annoncée dans le problème 2, il faut remplacer u par son représentant

quasi-continu. Reste à traiter le problème de \|r • C'est l'objet de la

proposition suivante. La notion de quasi-s.c.s. qui y est utilisée se dé-

finit en remplaçant "continue" par "s. e s . " dans la définition de la quasi

continuité.

PROPOSITION 4. - Soit C un convexe fermé non vide de

H1 (fi) , inf-stable (Le. u,v € C => inf(u,v)€ C ) et unilatéral

(Le. t u6C , v6C , vsO => u+v€C ). Alors, il existe $

quasi-s.c.s. unique tel que

C = (vÇH1^) ; vfc* quasi-partout] .o

L'existence de $ est démontrée dans fl4 ] . L'unicité est démontrée

dans [16] dans un cadre parabolique.

Remarque. Etant donné f : n-^IR (non nécessairement me-

surable) les convexes

cj = {v6H^(fi) ; v M p.p.}

C » {vÇH^fi) ; vfc* quasi-partout}

vérifient tous deux les hypothèses de la proposition 4. On peut donc leur
*1 -2associer i|f , ̂  «Ces procédés, dont on retiendra plus particulièrement

le second, consistent en une "régularisation" de i|f et montrent que, seule

la "partie quasi-s.c.s." de i|t joue le rôle d'obstacle. Nous sommes

maintenant en mesure de résoudre complètement le problême 2.
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Solution au problème 2. Soit C un convexe fermé non vide, inf-stable

et unilatéral de H (fi) . Alors, il existe un unique u € H (fi) tel que
o o

u ^ f q.p. , -Au s>0

J (u-î)d(-Au) = 0 ,

où i|r est associé à C par la proposition 4.

(Une démonstration de ceci peut être trouvée dans l'appendice

de fl5]).

A propos du problème 3. On retrouve les mêmes difficultés que dans

le problème 2. La capacité adéquate est la capacité parabolique classi-

quement associée à l'opérateur de la chaleur. Cependant, une difficulté

supplémentaire majeure apparaît : les solutions du problème variationnel

considéré ne sont pas en général quasi-continues. U est donc nécessaire

d'introduire une notion moins restrictive de représentant. L'analogue du

résultat ci-dessus peut alors être obtenu, mais ceci nécessite l'utilisa-

tion de techniques de la théorie du potentiel beaucoup plus élaborées, en

particulier la théorie du balayage. Une étude complète de ce problème

peut être trouvée dans [16] •

A propos du problème 1. Suite à la proposition 3, on voit que si T 2t 0 ,

alors S Ç L (T) et

<T,u) _, , = J udT .

Sans cette hypothèse, le problème est plus délicat. En particulier,

il est possible de trouver u Ç H*(Q) ei T Ç H"1(n>nL1(n) tels que

uT 4 L (Q) (voir f6l). Cependant, on p?ut prouver le résultat suivant

(voir I6l) :
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PROPOSITION 5. - Soit u Ç H^Q) , T € H"1^) . On suppose

que T est une mesure et on écrit T = e|X| où 6 € L°°(|T|)

S'il existe g € L1 ( jT | ) tel que

G6 s - g |T|-p.p. .

Alors û € L1 ( | T | ) et

<T,u> = JudT .
H * H

A propos du problème 4. Pour le résoudre, il est nécessaire d'intro-

duire la capacité c associée à l'espace de Sobolev W^fP(E^)

qui se définit de manière analogue à la définition 1 (cf. [2] f [13]). La

réponse complète à ce problême peut alors être trouvée dans [il et se

formule comme suit : soit (j une me s are de Radon sur H et pour

l s p , q <œ , L (\i) l'espace des f tels que
P q l /qq f 1

Alors, si 1 < p < n/m , 1 < q ,

IHIT / v * MM

si et seulement si

vKc RN , compact, (̂K) ^ B c m p(K)q / p

En particulier, si q s p

si et seulement si

v K c E N , compact, u(K) s Bc (K)q/p .
m,p

Si M est une variété de dimension d £ N-mp , c (M)
m,p

et donc il nfest pas possible de définir une trace de u sur M .
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Si M est une variété de dimension d avec N-xnp < d £ N ,

alors il est possible de définir une trace u* de u sur M . De plus,

si \JL est la mesure superficielle sur M , u* Ç Lp (\i) où

p* * dp/(N-xnp) .

Lorsque M est une variété suffisamment régulière, ceci se

démontre sans utiliser de capacités. Cependant, l'utilisation de celles-

ci permet de ne présupposer aucune structure de M et conduit à des

interprétations immédiates en termes de mesures de Hausdorff en utili-

sant les résultats de [13] •

Solution au problème 6. Si L est un opérateur elliptique d'ordre 2m ,

l'implication (2) est vraie si et seulement si c. ((K) = 0
2m, pf

(1/p' + l /p = 1) (voir [10], [12]). fl a été démontré récemment dans
[5] que (3) est vraie si et seulement si co ,(K) = 0 .

2m ,p'
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