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STRUCTURE ENTROPIQUE
DU NOYAU DE COLLISION DE LANDAU

L. DESVILLETTES

REsuME. On présente des résultats permettant de mieux comprendre la struc-
ture du noyau de collision de Landau original (celui correspondant aux colli-
sions entre particules chargées dans un plasma). A partir d’une estimation de
la production d’entropie du noyau, on obtient des résultats pour I’équation de
Landau homogeéne avec potentiel coulombien, qui concernent la régularité et
le comportement asymptotique lorsque |[v| — 4o00.

1. NOYAU DE COLLISION

Le noyau de collision de Landau a été introduit en 1936 par L. Landau (cf. [17])
pour traiter les collisions rasantes qui sont dominantes lorsque I'on s’intéresse aux
particules chargées présentes dans un plasma. Il s’écrit sous la forme

W QLan,|.|1<f><v>v'{ / a(vw)(f(w)Vf(v)f(v)Vf(w))dw},

ou f:= f(v) >0 est la densité de particules chargées de vitesse v € R3, et

3

(2) a;j(z) = Hij(z)w(‘zb,
ot P(Jz]) = [2| 7!
3) iy (2) = 0 = 723

est la i, j-iéme composante de la projection orthogonale II sur I’hyperplan z+ :=

{y/y-==0}

Il est d’usage de considérer qu’il s’agit d’un cas particulier d’un noyau plus gé-
néral de méme forme, noté Qran,y, 00t ¥ := ¥(|v|) > 0 est une fonction quelconque.
Ce noyau généralisé (encore appelé noyau de Landau) décrit Paction des collisions
rasantes pour des particules qui interagissent sous ’effet d’une interaction qui n’est
pas nécessairement celle de Coulomb. On lobtient (de maniére rigoureuse) a partir
d’une asymptotique du noyau de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz raré-
fies (cf. [5]), écrite ici dans le cas particulier ou la section efficace de collision est
un produit tensoriel (d’une fonction de la vitesse relative et d’une fonction d’une
variable angulaire) :

(4) QBory(f
/RS/SQ[ v+w |v—w\ ) (v+w_ |v—2w|a>—f(v)f(w)}
o=l 9o = whbe (o) do dw,

avec b, (partie angulaire de la section efficace) paire, étendue a R par 0, et concentrée
au point 0, au sens suivant :

be(w) = 2b(w/e).

XIv-1



LAURENT DESVILLETTES

Lorsque € — 0, on peut veérifier que Q%.,(f)(v) —  Qrany(f)(v), od P est la
fonction qui, & une constante multiplicative (non nulle) prés, est celle apparaissant
dans (2). On réfere a [6], [11], [9], [3], pour des précisions sur cette asymptotique.

Lorsque 'on considére des interactions correspondant & une force en r=%, s > 1,
on peut vérifier que [v — w| 2 (Jv — w|) est proportionnel & |[v — w = (cf. [5]).
Il est traditionnel de classifier les noyaux de collision de Boltzmann en fonction du
paramétre v = S*“;’ € ] — 00, 1], et de conserver la classification correspondante
pour I'équation de Landau. En écrivant 1(|z|) = |z|772, on parle de potentiels durs
lorsque v € ]0,1[, de molécules mazwelliennes lorsque v = 0, de potentiels modé-
rément mous lorsque v € [—2,0], et de potentiels trés mous lorsque v € | — 4, —2]
(ce qui inclut le cas coulombien v = —3 le plus intéressant pour la physique).

Le noyau de Landau (général, avec ¢ > 0 quelconque) peut également s’écrire
sous une forme plus familiére pour les spécialistes d’EDP paraboliques :

(5) Quans(£) =V - ((@x ))VF = (b ) F),

ol

©) oss ) = (8 = 22| (),

3
Zq
(7) bi(z) = ) 0jai;(2) = =2 EE P(Iz]).-
j=1
Dans le cas particulier des potentiels coulombiens (v = —3), on peut aussi écrire
(8) QLan,H*l(f) = (a*f) : VVf+87Tf2

2. FORME FAIBLE DU NOYAU DE LANDAU ET APPLICATIONS

En utilisant une fonction-test ¢ := p(v) (trés réguliére et décroissant suffisam-
ment & U'infini), on montre formellement que le noyau (1) (avec section efficace v
quelconque) peut s’écrire sous la forme faible suivante :

/ Quans (£)(v) p(v) dv

=5 [, £ fyio—w)

oy - vf{fm)) Mo = u) (Ve(s) = Viplw) ) dvde

11 suffit pour cela d’effectuer une intégration par parties et d’utiliser la symétrie
(v,w) = (w,v).

A partir de (9), en considérant p(v) = 1,v;, |v|?/2, on obtient, toujours formel-
lement, les propriétés de conservation de la masse, de I'impulsion et de 1’énergie du
noyau de Landau, qui sont en fait héritées des propriétés (similaires) du noyau de
Boltzmann :

(10) /R Quans(H) LS
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Exp. n° XIV— Structure entropique du noyau de collision de Landau

En utilisant ¢(v) = In f(v) dans (9), on obtient la positivité de la production
d’entropie :

(1) i) 1= = [ Quansl($) 0 ) o
1

-1 / / ) fw) (e )

(fo@) - fow)T (v - w) (fow - Vf(w)) dvdw > 0.

Il s’agit de la premiére partie du théoréme H de Boltzmann pour I’équation de
Landau, elle aussi héritée d’une propriété similaire de I’équation de Boltzmann.

Une seconde formulation faible, issue de la forme parabolique du noyau de Lan-
dau, s’écrit également de maniére naturelle, au niveau formel, pour toute fonction-
test @ := (v) (trés réguliére et décroissant suffisamment a Uinfini) :

(12 [ Quunslf)(0) ol do

— % //]R3><]R3 f) f(w)alv —w) : (Vch(v) + Vch(w)) dvdw

+ % //RBXW J) Fw)bo = w) - (Ve(v) = V(w)) duduw.

Il est moins immédiat de déduire les propriétés principales du noyau de Landau
a partir de cette formulation. Elle a par contre 'intérét de faire comprendre les
difficultés mathématiques que ’on s’attend a rencontrer lorsque ’on souhaite traiter
des potentiels trés mous.

3. L’EQUATION DE LANDAU SPATIALEMENT HOMOGENE

Lorsque f := f(t,z,v) est la densité de particules chargées (dans un plasma)
qui au temps ¢ et au point x possédent la vitesse v, on s’attend (en I’absence de
prise en compte des champs) a ce que f vérifie ’équation de Landau spatialement
inhomogéne :

of
(13) a(tv z, ’U) +v- vxf(ta z, U) = QLan,H*1 (f(t7 Zz, ')7 f(ta €T, ))(’U)
Plusieurs travaux mathématiques récents concernent cette équation. En particulier
on connait des solutions réguliéres dans des régimes perturbatifs (cf. [16]), et des so-
lutions renormalisées avec mesure de défaut dans des régimes généraux (cf. [18], [3]).

On s’intéresse plus particuliérement ici au cas spatialement homogene (avec une
section efficace générale 1), dans lequel f := f(t,v), et équation (13) s’écrit sim-
plement

of
(14) 5¢ (B0) = Quanu(f(t, ), £(2,))(v).

On commence par observer que les propriétés de conservation du noyau (10)

deviennent (formellement) pour f := f(¢,v) solution de (14),

1 1
(15) /f(tﬂ)) o dv:/ fOv) | v | do.
e [v]?/2 R3 [v]?/2

De méme, si on note H(f) := [ps f(v) In f(v)dv 'entropie d'une fonction f :=
f(w) >0, la premiére partie du Théoréme H de Boltzmann devient

THF(t,)) = —Dians (f(1,)) < 0.

(16) o
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On déduit de ces propriétés les estimations a priori issues de la physique pour les
solutions de ’équation de Landau homogéne dont la masse, 1’énergie et ’entropie
initiales sont finies :

o]
(17)  sup f(t,v) (1 t5t |In f(t,v)|) dv
tef0,7] Jr3
T
+ A DLan,w(f(tv )) dt S C(T7Min)7
ou
(18) M= [ f(0,0) (14 g + [In(f(0,v))]) do.

R3
On voit donc que si 'on n’utilise pas la production d’entropie, on doit donner un
sens & la formulation faible de I’équation de Landau (par exemple celle qui est basée
sur (12)) en supposant seulement que (pour 7' > 0 donné)

f e L>([0,T); L In LN Ly(R?))

(ou I'on note L les fonctions possédant ¢ moments finis dans L'). Or pour ¢(|z[) =
|z]7+2, le terme

a9 [ ) fw) e = 0) (256(0) + p(w)) dudn,
issu de (12), se comporte comme

. L 1) e wp? dod,

qui n’est défini (pour f € L°°([0,7];L InL N Li(R3))) que lorsque v +2 > 0
(potentiels durs, molécules maxwelliennes ou potentiels modérément mous), ce qui
exclut les potentiels trés mous (y € | — 4, —2[) et en particulier le cas coulombien
(v=-3).

On comprend donc que la théorie mathématique soit d’autant plus développée
que v est grand.

Lorsque v € ]0,1[ (potentiels durs), on référe a [12] ainsi qu’aux papiers récents
[7], [8], et [19]. On montre que sous des hypothéses raisonnables sur la donnée
initiale, il y a création de moments et de crans de régularité pour les solutions de
I’équation correspondante, qui existent et sont uniques.

Lorsque v = 0 (molécules maxwelliennes) ou v € [—2, 0] (potentiels modérément
mous), les moments sont propagés et non créés, il y a par contre toujours création
de crans de régularité, et existence et unicité pour des conditions initiales raison-
nables (cf. [21] pour les molécules maxwelliennes, et [15], [22] pour les potentiels
modérément mous).

Dans le cas du potentiel coulombien, ou plus généralement pour les potentiels
trés mous, la théorie mathématique de I’équation de Landau est beaucoup moins
évoluée. On connait des solutions fortes globales dans des contextes inhomogénes
perturbatifs (cf. [16]) ou des solutions renormalisées avec mesure de défaut dans
des contextes inhomogenes généraux (cf. [3], [18]). Pour ce qui concerne la théorie
spatialement homogéne, on dispose de solutions réguliéres locales en temps [2],
qui sont uniques [14]. Le premier résultat d’existence de solutions globales (sans
renormalisation, et pour des données initiales générales) est dit a Villani ([20]),
il concerne des solutions appelées « H-solutions ». Dans cette théorie, on utilise
P’estimation sur la production d’entropie :

T
(21) /O Drany(f(t,-))dt < Cst,
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pour lever les difficultés lites a la définition de (20). Plus précisément, on montre
que les termes apparaissant dans la formulation faible (9) peuvent étre controlés
par une expression faisant intervenir la dissipation d’entropie Dyan 4 (f), écrite sous
la forme

(22)  Dpany(f) = 2//RBXR3¢(\%w|) ’H [(vv V) f(u)f(w)} ‘2 dvdw.

Un des objectifs de ce travail est de montrer que ces H-solutions peuvent en
fait étre vues comme des solutions faibles traditionnelles, car il se trouve que la
dissipation d’entropie Dpq,(f) controle des normes LP (avec poids) pour un p qui
permet de donner un sens a (12).

4. ESTIMATION DE LA PRODUCTION D’ENTROPIE : CAS DEJA CONNUS

Il existe déja de nombreux cas (dans la théorie des équations cinétiques) dans
lesquels on sait montrer que la production d’entropie controle des quantités relatives
a la régularité de f. On donne ici deux exemples qui ont un lien direct avec les
résultats que ’on souhaite présenter.

Lorsque l'on s’intéresse a I’équation de Boltzmann (4), si 'on suppose que la
partie angulaire de la section efficace est singuliére (on dit alors que le noyau de
Boltzmann est « sans cutoff angulaire ») on connait une estimation (cf. [1]) qui lie
la dissipation d’entropie et une norme de Sobolev fractionnaire de /f sur toute
boule B(0, R) de R3. Ainsi, sous I’hypothése (physiquement réaliste pour certains
choix de « et « définis ci-dessous)

v—w
(23) b(10]) ~o0 6], cos = o —wl "0, a €10,2[
(24) 272 9(2) ~amoo |27, 7 €]0,1],

la dissipation d’entropie

25) Doalf) == [ Qoalf.Ho) In )

(e ) (- M) s s}

(s (5 o) g (15 - ) ) s s
o= w2 (o — ) (16 doducto

vérifie
(26) 112y + DBoLy(f) = CU R IV T e r2(00.5))

ou C(f, R) dépend uniquement de la masse, de 'énergie et de ’entropie (ou plus
précisément, d’un majorant de l'entropie) de f.

Une estimation analogue est connue pour ’équation de Landau avec molécules
maxwelliennes (cf. [13]). On peut l’écrire, lorsque f est normalisée (i.-e. lorsque
Jfdv=1, [ fvdv=0, [ f|v]*dv=3) sous la forme

(1) Deanio($) = () [ 1|5

ou le terme de droite dans I'inégalité n’est autre que 'information de Fisher rela-
tive de f par rapport a M(v) := (2r)~3/2e~II’/2_ et C(f) dépend uniquement de
Pentropie (ou plus précisément, d’un majorant de l'entropie) de f. Cette inégalité
fonctionnelle est utilisée non pour I'étude de la régularité des solutions de 1’équa-
tion de Landau spatialement homogéne avec molécules maxwelliennes (qui est bien

2

(v) +v| dv,
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connue par ailleurs) mais pour I’étude de leur comportement en temps grand. En
effet, combinée avec 'inégalité de Sobolev logarithmique de Gross, elle fournit une
inégalité fonctionnelle de type entropie-dissipation d’entropie :

(28) Dranj2(f) = C(f) (H(f) — H(M)),
ce qui implique la convergence exponentiellement rapide vers I’équilibre pour les
solutions de I’équation de Landau spatialement homogéne avec molécules maxwel-
liennes.

L’inégalité (27) peut étre prouvée a partir d’un calcul explicite, dans lequel on
montre que

(29)  Quan, | 2(f:/)(0) =3V - (Vf+vf) = (P:VEf+ V- (v )+ Doy f

ol P est la matrice de pression
(30) P, = f(v)vivj dv,
R3

dont les valeurs propres sont appelées températures directionnelles, notées (1;)i=1,. N,
et Agy est I'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére.

Il existe également une seconde preuve, moins explicite, qui s’avére suffisamment
robuste pour pouvoir étre étendue (avec néanmoins de nombreuses modifications)
a d’autres sections efficaces que les molécules maxwelliennes. Dans cette seconde
preuve, on observe que

6)  Dumpet=3 ¥ [ [ i@
3 xR?

1,j=1,..,

2
q{j(v, w)‘ dvdw,

ol quj (v, w) est le produit vectoriel entre v —w et VIn f(v) — Vin f(w) (on notera
que cette quantité s’annule précisément lorsque f est une maxwellienne) :

) o) = - w) (Y0 - 2 w) - @ -0 (B - 2 w).

Le coeur de la preuve consiste en I'inversion de cette formule : au lieu d’exprimer ¢/
ij

en fonction de Vn f, on exprime Vln f en fonction de qu]
Plus précisément, pour tout i # j,

L qlfj(v’ w) w;
Det (/R3 f(w) |w; qi;-(v,w) wi + (v; —w;)  w? dw)
(33) 9if(v) _ Wy q;; (v, w)wj — (v; —w;) w; w,
) o= s

Det (/ f(w) Wi Wj Wy w% dw)
R3 w; wj2 w; W,

Il reste a estimer cette derniére quantité. On peut vérifier (en utilisant la normali-
sation de f) que
1 Ik quj (v, w) dw 0
Det ( 0 qu(v,w)widw—kvj Py

0:f(v) 0 fqz'j(vaw)wj dw —v; Py
(34) _
(v) 1 0 0
0 Pjj P
P (fqifj(vvw)widw"’_vj) - Py (fqlfj(mw)wj dw — v;)
= T 7
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si bien qu’un point central de la preuve consiste a montrer que les températures
directionnelles T; sont bornées inférieurement.

5. ESTIMATION D’ENTROPIE : CAS DU NOYAU DE LANDAU AVEC POTENTIEL
COULOMBIEN

On présente maintenant une estimation nouvelle (cf. [10]) qui permet d’obtenir
dans le cas des potentiels coulombiens une estimation d’entropie analogue a (27),
dont on rappelle qu’elle est valide dans le cas des molécules maxwelliennes. Cette
estimation peut en fait étre généralisée a4 un grand nombre de sections efficaces
incluant tous les potentiels trés mous (cf. [10]). Elle s’écrit de la maniére suivante :

Proposition. Pour tout f >0, on a
(3) [ 9V (Lt o) d0 < € (14 Dra, 12 (1),

ot C = C(ffdu,ffvdwff\v|2/2dv,ff lnfdv) est une constante que l'on
peut expliciter et qui ne dépend que de la masse, l'impulsion, l’énergie et de l’en-
tropie (ou plus précisément, d’un majorant de Uentropie) de f.

La constante C' peut étre estimée dans le cas particulier ou f est radialement
symétrique et vérifie la normalisation

/jwmsz /ﬂmvm:q /}wﬁmza

par des nombres « raisonnables » :
(60 [ IVVIWP @+ [oP) 2 do
R3

4/3
f 16 16 - 128
<108 x 13%/2 (3”) exp (3 H) (2 +5 Dion, .|1(f)) ,

ot H est un majorant de entropie H(f) = [ f In f dv.

Le poids (1 4 [v]?)~%/2 qui apparait dans I’estimation (35) est sans doute inévi-
table (il est cohérent avec d’autres estimations connues pour le noyau de Landau
avec potentiel coulombien). Il refléte une perte de coercivité pour les grandes vi-
tesses, que 'on peut aussi observer dans le cas de I’équation de Boltzmann sans
cutoff avec potentiels mous.

L’idée de la preuve consiste & modifier les formules du cas « molécules maxwel-
liennes », en introduisant un poids Gaussien dans les intégrales :

(37) DLan,\‘l—l(f) = i Z /43 . f('U) f('w) |’U — w|—3
3 xR3

ij=1,.,

2
quj(v,w)‘ dvdw,

et (pour tout i # j, A > 0)
f

1 4;; w;
Det (/ e—,\wa(w) w; q{} wi + (v; —w;) + O(\)  w? dw)
(38) %if(v) : wj g wy — (vi —wi) + O(N) wiw,
(U) - 1 W (]

Det (/ e F(w) [w wjwi w? | dw
R3

. 2 Can -
wj Wi w;wy

SN—

XIV-7



LAURENT DESVILLETTES

6. APPLICATIONS

Grace a l'inégalité d’entropie (35), il est possible de montrer que les H-solutions
possédent une certaine régularité (et peuvent étre considérées comme des solutions
faibles habituelles) :

Proposition. Soit fi, := fin(v) > 0 une donnée initiale dans L N L In L(R3),
et f une H-solution dans L>®(Ry; L}(R®)) de I’équation de Landau spatialement
homogeéne dans le cas coulombien.

Alors \/f € L*(Ry; H' 3(R?)) (o0 Hy désigne les fonctions f telles que |f|* et
IV f|? appartiennent a L), si bien que f € L'(Ry; L3 3(R?)), et f est une solution
faible de l’équation de Landau.

Cette proposition est une conséquence directe de I'estimation (35) appliquée a
la solution au temps ¢ de 1’équation de Landau avec potentiel coulombien f(t,-), et
de estimation de la production d’entropie de f dans L' en temps :

T
(39) | Pranyrs (£t dt < o

En effet on déduit de ces estimations que

T
(40) //‘VVf(tw)IQ(H|v|2>‘3/2dvdt<+oo,
0 R3

et on conclut en utilisant une injection de Sobolev que

(41) / T( / P+ o2 ) i < oo,

On se convainc que f est une solution faible de I’équation de Landau en observant
que d’apres (41),

(42) / // f(t,v) f(t,w) v — w| " dvdwdt < +oo,
]R3><R3

si bien que (12) a un sens.

On peut également démontrer & partir de (35) que les moments polynomiaux
de n’importe quel ordre sont propagés pour ’équation de Landau avec potentiel
coulombien :

Proposition. Soit fi, := fin(v) > 0 une donnée initiale dans Li N L In L(R?),
k> 1, et f une H-solution dans L° (R ; L1(R?)) de I’équation de Landau spatia-
lement homogéne dans le cas coulombien.

Alors f € L2, (Ry; Li(R3)).

On peut se convaincre qu’une proposition similaire est valable pour les potentiels
trés mous lorsque 7y € | — 2+/3, —2[. Une communication récente (cf. [4]) précise ce
résultat en donnant des estimations en temps grand des moments, et en généralisant
A tous les potentiels trés mous.

Certains des résultats de [22] relatifs aux potentiels modérément mous peuvent
étre retrouvés grace a 'estimation (35), par contre il n’y a pas pour Uinstant de
résultats permettant de prouver la propagation/création de régularité (au dela
de f € L'(Ry; L3 (R?))) dans le cas coulombien (ou plus généralement lorsque
v < —2). En particulier on ne sait pas montrer l'unicité des H-solutions dans le
cas coulombien, car celle-ci est connue seulement lorsque f € L!'(R.; L>(R3))
(cf. [14]).

Une direction de recherche prometteuse consiste a utiliser I’estimation (35) dans
le cadre de I’étude du comportement en temps grand de I’équation de Landau (dans
le cas coulombien). Un travail en commun avec Kleber Carrapatoso est en cours
sur ce théme.
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