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STRUCTURE ENTROPIQUE
DU NOYAU DE COLLISION DE LANDAU

L. DESVILLETTES

Résumé. On présente des résultats permettant de mieux comprendre la struc-
ture du noyau de collision de Landau original (celui correspondant aux colli-
sions entre particules chargées dans un plasma). À partir d’une estimation de
la production d’entropie du noyau, on obtient des résultats pour l’équation de
Landau homogène avec potentiel coulombien, qui concernent la régularité et
le comportement asymptotique lorsque |v| → +∞.

1. Noyau de collision

Le noyau de collision de Landau a été introduit en 1936 par L. Landau (cf. [17])
pour traiter les collisions rasantes qui sont dominantes lorsque l’on s’intéresse aux
particules chargées présentes dans un plasma. Il s’écrit sous la forme

(1) QLan,|·|−1(f)(v) = ∇ ·
{∫

R3

a(v − w)
(
f(w)∇f(v)− f(v)∇f(w)

)
dw

}
,

où f := f(v) ≥ 0 est la densité de particules chargées de vitesse v ∈ R3, et

(2) aij(z) := Πij(z)ψ(|z|),
où ψ(|z|) = |z|−1 et

(3) Πij(z) := δij −
zizj
|z|2

est la i, j-ième composante de la projection orthogonale Π sur l’hyperplan z⊥ :=
{y / y · z = 0}.

Il est d’usage de considérer qu’il s’agit d’un cas particulier d’un noyau plus gé-
néral de même forme, noté QLan,ψ, où ψ := ψ(|v|) ≥ 0 est une fonction quelconque.
Ce noyau généralisé (encore appelé noyau de Landau) décrit l’action des collisions
rasantes pour des particules qui interagissent sous l’effet d’une interaction qui n’est
pas nécessairement celle de Coulomb. On l’obtient (de manière rigoureuse) à partir
d’une asymptotique du noyau de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz raré-
fiés (cf. [5]), écrite ici dans le cas particulier où la section efficace de collision est
un produit tensoriel (d’une fonction de la vitesse relative et d’une fonction d’une
variable angulaire) :

(4) QεBol,ψ(f)(v)

=

∫

R3

∫

S2

[
f
(v + w

2
+
|v − w|

2
σ
)
f
(v + w

2
− |v − w|

2
σ
)
− f(v) f(w)

]

|v − w|−2 ψ(|v − w|)bε
̂( v − w
|v − w| , σ

)
dσ dw,

avec bε (partie angulaire de la section efficace) paire, étendue à R par 0, et concentrée
au point 0, au sens suivant :

bε(ω) = ε−3 b (ω/ε) .
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Lorsque ε→ 0, on peut vérifier que QεBol(f)(v) → QLan,ψ(f)(v), où ψ est la
fonction qui, à une constante multiplicative (non nulle) près, est celle apparaissant
dans (2). On réfère à [6], [11], [9], [3], pour des précisions sur cette asymptotique.

Lorsque l’on considère des interactions correspondant à une force en r−s, s > 1,
on peut vérifier que |v − w|−2 ψ(|v − w|) est proportionnel à |v − w| s−5

s−1 (cf. [5]).
Il est traditionnel de classifier les noyaux de collision de Boltzmann en fonction du
paramètre γ = s−5

s−1 ∈ ] − ∞, 1[, et de conserver la classification correspondante
pour l’équation de Landau. En écrivant ψ(|z|) = |z|γ+2, on parle de potentiels durs
lorsque γ ∈ ]0, 1[, de molécules maxwelliennes lorsque γ = 0, de potentiels modé-
rément mous lorsque γ ∈ [−2, 0[, et de potentiels très mous lorsque γ ∈ ]− 4,−2[
(ce qui inclut le cas coulombien γ = −3 le plus intéressant pour la physique).

Le noyau de Landau (général, avec ψ ≥ 0 quelconque) peut également s’écrire
sous une forme plus familière pour les spécialistes d’EDP paraboliques :

(5) QLan,ψ(f) = ∇ ·
(

(a ∗ f)∇f − (b ∗ f) f
)
,

où

(6) aij(z) =

[
δij −

zizj
|z|2

]
ψ(|z|),

(7) bi(z) =

3∑

j=1

∂jaij(z) = −2
zi
|z|2 ψ(|z|).

Dans le cas particulier des potentiels coulombiens (γ = −3), on peut aussi écrire

(8) QLan,|·|−1(f) = (a ∗ f) : ∇∇f + 8π f2.

2. Forme faible du noyau de Landau et applications

En utilisant une fonction-test ϕ := ϕ(v) (très régulière et décroissant suffisam-
ment à l’infini), on montre formellement que le noyau (1) (avec section efficace ψ
quelconque) peut s’écrire sous la forme faible suivante :

(9)
∫

R3

QLan,ψ(f)(v)ϕ(v) dv

= −1

2

∫∫

R3×R3

f(v) f(w)ψ(|v − w|)
(∇f(v)

f(v)
− ∇f(w)

f(w)

)T
Π(v − w)

(
∇ϕ(v)−∇ϕ(w)

)
dvdw.

Il suffit pour cela d’effectuer une intégration par parties et d’utiliser la symétrie
(v, w) 7→ (w, v).

À partir de (9), en considérant ϕ(v) = 1, vi, |v|2/2, on obtient, toujours formel-
lement, les propriétés de conservation de la masse, de l’impulsion et de l’énergie du
noyau de Landau, qui sont en fait héritées des propriétés (similaires) du noyau de
Boltzmann :

(10)
∫

R3

QLan,ψ(f)(v)




1
vi
|v|2/2


 dv = 0.
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En utilisant ϕ(v) = ln f(v) dans (9), on obtient la positivité de la production
d’entropie :

(11) DLan,ψ(f) := −
∫

R3

QLan,ψ(f)(v) ln f(v) dv

=
1

2

∫∫

R3×R3

f(v) f(w)ψ(|v − w|)
(∇f
f

(v)− ∇f
f

(w)

)T
Π(v − w)

(∇f
f

(v)− ∇f
f

(w)

)
dvdw ≥ 0.

Il s’agit de la première partie du théorème H de Boltzmann pour l’équation de
Landau, elle aussi héritée d’une propriété similaire de l’équation de Boltzmann.

Une seconde formulation faible, issue de la forme parabolique du noyau de Lan-
dau, s’écrit également de manière naturelle, au niveau formel, pour toute fonction-
test ϕ := ϕ(v) (très régulière et décroissant suffisamment à l’infini) :

(12)
∫

R3

QLan,ψ(f)(v)ϕ(v) dv

=
1

2

∫∫

R3×R3

f(v) f(w) a(v − w) :
(
∇∇ϕ(v) +∇∇ϕ(w)

)
dvdw

+
1

2

∫∫

R3×R3

f(v) f(w) b(v − w) ·
(
∇ϕ(v)−∇ϕ(w)

)
dvdw.

Il est moins immédiat de déduire les propriétés principales du noyau de Landau
à partir de cette formulation. Elle a par contre l’intérêt de faire comprendre les
difficultés mathématiques que l’on s’attend à rencontrer lorsque l’on souhaite traiter
des potentiels très mous.

3. L’équation de Landau spatialement homogène

Lorsque f := f(t, x, v) est la densité de particules chargées (dans un plasma)
qui au temps t et au point x possèdent la vitesse v, on s’attend (en l’absence de
prise en compte des champs) à ce que f vérifie l’équation de Landau spatialement
inhomogène :

(13)
∂f

∂t
(t, x, v) + v · ∇xf(t, x, v) = QLan,|·|−1(f(t, x, ·), f(t, x, ·))(v).

Plusieurs travaux mathématiques récents concernent cette équation. En particulier
on connaît des solutions régulières dans des régimes perturbatifs (cf. [16]), et des so-
lutions renormalisées avec mesure de défaut dans des régimes généraux (cf. [18], [3]).

On s’intéresse plus particulièrement ici au cas spatialement homogène (avec une
section efficace générale ψ), dans lequel f := f(t, v), et l’équation (13) s’écrit sim-
plement

(14)
∂f

∂t
(t, v) = QLan,ψ(f(t, ·), f(t, ·))(v).

On commence par observer que les propriétés de conservation du noyau (10)
deviennent (formellement) pour f := f(t, v) solution de (14),

(15)
∫

R3

f(t, v)




1
vi
|v|2/2


 dv =

∫

R3

f(0, v)




1
vi
|v|2/2


 dv.

De même, si on note H(f) :=
∫
R3 f(v) ln f(v) dv l’entropie d’une fonction f :=

f(v) ≥ 0, la première partie du Théorème H de Boltzmann devient

(16)
d

dt
H(f(t, ·)) = −DLan,ψ(f(t, ·)) ≤ 0.
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On déduit de ces propriétés les estimations a priori issues de la physique pour les
solutions de l’équation de Landau homogène dont la masse, l’énergie et l’entropie
initiales sont finies :

(17) sup
t∈[0,T ]

∫

R3

f(t, v)
(

1 +
|v|2
2

+ | ln f(t, v)|
)
dv

+

∫ T

0

DLan,ψ(f(t, ·)) dt ≤ C(T,Min),

où

(18) Min :=

∫

R3

f(0, v)
(

1 +
|v|2
2

+ | ln(f(0, v))|
)
dv.

On voit donc que si l’on n’utilise pas la production d’entropie, on doit donner un
sens à la formulation faible de l’équation de Landau (par exemple celle qui est basée
sur (12)) en supposant seulement que (pour T > 0 donné)

f ∈ L∞([0, T ];L lnL ∩ L1
2(R3))

(où l’on note L1
q les fonctions possédant q moments finis dans L1). Or pour ψ(|z|) =

|z|γ+2, le terme

(19)
∫∫

R3×R3

f(t, v) f(t, w) aij(v − w)
(
∂ijϕ(v) + ∂ijϕ(w)

)
dvdw,

issu de (12), se comporte comme

(20)
∫∫

R3×R3

f(t, v) f(t, w) |v − w|γ+2 dvdw,

qui n’est défini (pour f ∈ L∞([0, T ];L lnL ∩ L1
2(R3))) que lorsque γ + 2 ≥ 0

(potentiels durs, molécules maxwelliennes ou potentiels modérément mous), ce qui
exclut les potentiels très mous (γ ∈ ] − 4,−2[) et en particulier le cas coulombien
(γ = −3).

On comprend donc que la théorie mathématique soit d’autant plus développée
que γ est grand.

Lorsque γ ∈ ]0, 1[ (potentiels durs), on réfère à [12] ainsi qu’aux papiers récents
[7], [8], et [19]. On montre que sous des hypothèses raisonnables sur la donnée
initiale, il y a création de moments et de crans de régularité pour les solutions de
l’équation correspondante, qui existent et sont uniques.

Lorsque γ = 0 (molécules maxwelliennes) ou γ ∈ [−2, 0[ (potentiels modérément
mous), les moments sont propagés et non créés, il y a par contre toujours création
de crans de régularité, et existence et unicité pour des conditions initiales raison-
nables (cf. [21] pour les molécules maxwelliennes, et [15], [22] pour les potentiels
modérément mous).

Dans le cas du potentiel coulombien, ou plus généralement pour les potentiels
très mous, la théorie mathématique de l’équation de Landau est beaucoup moins
évoluée. On connaît des solutions fortes globales dans des contextes inhomogènes
perturbatifs (cf. [16]) ou des solutions renormalisées avec mesure de défaut dans
des contextes inhomogènes généraux (cf. [3], [18]). Pour ce qui concerne la théorie
spatialement homogène, on dispose de solutions régulières locales en temps [2],
qui sont uniques [14]. Le premier résultat d’existence de solutions globales (sans
renormalisation, et pour des données initiales générales) est dû à Villani ([20]),
il concerne des solutions appelées « H-solutions ». Dans cette théorie, on utilise
l’estimation sur la production d’entropie :

(21)
∫ T

0

DLan,ψ(f(t, ·)) dt ≤ Cst,

Laurent Desvillettes
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pour lever les difficultés liées à la définition de (20). Plus précisément, on montre
que les termes apparaissant dans la formulation faible (9) peuvent être contrôlés
par une expression faisant intervenir la dissipation d’entropie DLan,ψ(f), écrite sous
la forme

(22) DLan,ψ(f) = 2

∫∫

R3×R3

ψ(|v − w|)
∣∣∣Π
[

(∇v −∇w)
√
f(v) f(w)

] ∣∣∣
2

dvdw.

Un des objectifs de ce travail est de montrer que ces H-solutions peuvent en
fait être vues comme des solutions faibles traditionnelles, car il se trouve que la
dissipation d’entropie DLan(f) contrôle des normes Lp (avec poids) pour un p qui
permet de donner un sens à (12).

4. Estimation de la production d’entropie : cas déjà connus

Il existe déjà de nombreux cas (dans la théorie des équations cinétiques) dans
lesquels on sait montrer que la production d’entropie contrôle des quantités relatives
à la régularité de f . On donne ici deux exemples qui ont un lien direct avec les
résultats que l’on souhaite présenter.

Lorsque l’on s’intéresse à l’équation de Boltzmann (4), si l’on suppose que la
partie angulaire de la section efficace est singulière (on dit alors que le noyau de
Boltzmann est « sans cutoff angulaire ») on connaît une estimation (cf. [1]) qui lie
la dissipation d’entropie et une norme de Sobolev fractionnaire de

√
f sur toute

boule B(0, R) de R3. Ainsi, sous l’hypothèse (physiquement réaliste pour certains
choix de α et γ définis ci-dessous)

(23) b(|θ|) ∼θ→0 |θ|−1−α, cos θ =
v − w
|v − w| · σ, α ∈ ]0, 2[

(24) |z|−2 ψ(z) ∼z→∞ |z|γ , γ ∈ ]0, 1[,

la dissipation d’entropie

(25) DBol(f) = −
∫

R3

QBol(f, f)(v) ln f(v) dv,

=
1

4

∫∫

R3×R3

∫

S2

{
f

(
v + w

2
+
|v − w|

2
σ

)
f

(
v + w

2
− |v − w|

2
σ

)
− f(v) f(w)

}

×
{

ln
(
f

(
v + w

2
+
|v − w|

2
σ

)
f

(
v + w

2
− |v − w|

2
σ

))
− ln(f(v) f(w))

}

× |v − w|−2 ψ(|v − w|) b(|θ|) dσdvdw
vérifie

(26) ‖f‖L1
2

+DBol,ψ(f) ≥ C(f,R) ‖
√
f‖2Hα/2(B(0,R)),

où C(f,R) dépend uniquement de la masse, de l’énergie et de l’entropie (ou plus
précisément, d’un majorant de l’entropie) de f .

Une estimation analogue est connue pour l’équation de Landau avec molécules
maxwelliennes (cf. [13]). On peut l’écrire, lorsque f est normalisée (i.-e. lorsque∫
f dv = 1,

∫
f v dv = 0,

∫
f |v|2 dv = 3) sous la forme

(27) DLan,|·|2(f) ≥ C(f)

∫

R3

f(v)

∣∣∣∣
∇f
f

(v) + v

∣∣∣∣
2

dv,

où le terme de droite dans l’inégalité n’est autre que l’information de Fisher rela-
tive de f par rapport à M(v) := (2π)−3/2 e−|v|

2/2, et C(f) dépend uniquement de
l’entropie (ou plus précisément, d’un majorant de l’entropie) de f . Cette inégalité
fonctionnelle est utilisée non pour l’étude de la régularité des solutions de l’équa-
tion de Landau spatialement homogène avec molécules maxwelliennes (qui est bien
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connue par ailleurs) mais pour l’étude de leur comportement en temps grand. En
effet, combinée avec l’inégalité de Sobolev logarithmique de Gross, elle fournit une
inégalité fonctionnelle de type entropie-dissipation d’entropie :

(28) DLan,|·|2(f) ≥ C(f)
(
H(f)−H(M)

)
,

ce qui implique la convergence exponentiellement rapide vers l’équilibre pour les
solutions de l’équation de Landau spatialement homogène avec molécules maxwel-
liennes.

L’inégalité (27) peut être prouvée à partir d’un calcul explicite, dans lequel on
montre que

(29) QLan, |·|2(f, f)(v) = 3∇ · (∇f + v f)− (P : ∇2f +∇ · (v f)) + ∆θ φf

où P est la matrice de pression

(30) Pij :=

∫

R3

f(v) vi vj dv,

dont les valeurs propres sont appelées températures directionnelles, notées (Ti)i=1,..N ,
et ∆θ φ est l’opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphère.

Il existe également une seconde preuve, moins explicite, qui s’avère suffisamment
robuste pour pouvoir être étendue (avec néanmoins de nombreuses modifications)
à d’autres sections efficaces que les molécules maxwelliennes. Dans cette seconde
preuve, on observe que

(31) DLan, |·|2(f) =
1

4

∑

i,j=1,..,3

∫ ∫

R3×R3

f(v) f(w)
∣∣∣qfij(v, w)

∣∣∣
2

dvdw,

où qfij(v, w) est le produit vectoriel entre v −w et ∇ ln f(v)−∇ ln f(w) (on notera
que cette quantité s’annule précisément lorsque f est une maxwellienne) :

(32) qfij(v, w) = (vi − wi)
(∂jf
f

(v)− ∂jf

f
(w)
)
− (vj − wj)

(∂if
f

(v)− ∂if

f
(w)
)
.

Le coeur de la preuve consiste en l’inversion de cette formule : au lieu d’exprimer qfij
en fonction de ∇ ln f , on exprime ∇ ln f en fonction de qfij .

Plus précisément, pour tout i 6= j,

(33)
∂if(v)

f(v)
=

Det
(∫

R3

f(w)




1 qfij(v, w) wi
wi qfij(v, w)wi + (vj − wj) w2

i

wj qfij(v, w)wj − (vi − wi) wi wj


 dw

)

Det
(∫

R3

f(w)




1 wj wi
wi wj wi w2

i

wj w2
j wi wj


 dw

)
.

Il reste à estimer cette dernière quantité. On peut vérifier (en utilisant la normali-
sation de f) que

(34)
∂if(v)

f(v)
=

Det
(



1
∫
qfij(v, w) dw 0

0
∫
qfij(v, w)wi dw + vj Pii

0
∫
qfij(v, w)wj dw − vi Pij



)

Det
(



1 0 0
0 Pij Pii
0 Pjj Pij



)

=
Pij (

∫
qfij(v, w)wi dw + vj)− Pii (

∫
qfij(v, w)wj dw − vi)

Ti Tj
,

Laurent Desvillettes
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si bien qu’un point central de la preuve consiste à montrer que les températures
directionnelles Ti sont bornées inférieurement.

5. Estimation d’entropie : cas du noyau de Landau avec potentiel
coulombien

On présente maintenant une estimation nouvelle (cf. [10]) qui permet d’obtenir
dans le cas des potentiels coulombiens une estimation d’entropie analogue à (27),
dont on rappelle qu’elle est valide dans le cas des molécules maxwelliennes. Cette
estimation peut en fait être généralisée à un grand nombre de sections efficaces
incluant tous les potentiels très mous (cf. [10]). Elle s’écrit de la manière suivante :

Proposition. Pour tout f ≥ 0, on a

(35)
∫

R3

|∇
√
f(v)|2 (1 + |v|2)−3/2 dv ≤ C (1 +DLan, |·|−1(f)),

où C := C
(∫

f dv,
∫
f v dv,

∫
f |v|2/2 dv,

∫
f ln f dv

)
est une constante que l’on

peut expliciter et qui ne dépend que de la masse, l’impulsion, l’énergie et de l’en-
tropie (ou plus précisément, d’un majorant de l’entropie) de f .

La constante C peut être estimée dans le cas particulier où f est radialement
symétrique et vérifie la normalisation

∫
f(v) dv = 1,

∫
f(v) v dv = 0,

∫
f |v|2 dv = 3,

par des nombres « raisonnables » :

(36)
∫

R3

|∇
√
f(v)|2 (1 + |v|2)−3/2 dv

≤ 108× 133/2
(

16π

3

)4/3

exp

(
16

3
H̄

) (
2 +

128

3
DLan, |·|−1(f)

)
,

où H̄ est un majorant de l’entropie H(f) =
∫
f ln f dv.

Le poids (1 + |v|2)−3/2 qui apparaît dans l’estimation (35) est sans doute inévi-
table (il est cohérent avec d’autres estimations connues pour le noyau de Landau
avec potentiel coulombien). Il reflète une perte de coercivité pour les grandes vi-
tesses, que l’on peut aussi observer dans le cas de l’équation de Boltzmann sans
cutoff avec potentiels mous.

L’idée de la preuve consiste à modifier les formules du cas « molécules maxwel-
liennes », en introduisant un poids Gaussien dans les intégrales :

(37) DLan,|·|−1(f) =
1

4

∑

i,j=1,..,3

∫ ∫

R3×R3

f(v) f(w) |v − w|−3
∣∣∣qfij(v, w)

∣∣∣
2

dvdw,

et (pour tout i 6= j, λ > 0)

(38)
∂if(v)

f(v)
=

Det
(∫

R3

e−λw
2

f(w)




1 qfij wi
wi qfij wi + (vj − wj) +O(λ) w2

i

wj qfij wj − (vi − wi) +O(λ) wi wj


 dw

)

Det
(∫

R3

e−λw
2

f(w)




1 wj wi
wi wj wi w2

i

wj w2
j wi wj


 dw

)
.
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6. Applications

Grâce à l’inégalité d’entropie (35), il est possible de montrer que les H-solutions
possèdent une certaine régularité (et peuvent être considérées comme des solutions
faibles habituelles) :

Proposition. Soit fin := fin(v) ≥ 0 une donnée initiale dans L1
2 ∩ L lnL(R3),

et f une H-solution dans L∞(R+; L1
2(R3)) de l’équation de Landau spatialement

homogène dans le cas coulombien.
Alors

√
f ∈ L2(R+; H1

−3(R3)) (où H1
q désigne les fonctions f telles que |f |2 et

|∇f |2 appartiennent à L1
q), si bien que f ∈ L1(R+; L3

−3(R3)), et f est une solution
faible de l’équation de Landau.

Cette proposition est une conséquence directe de l’estimation (35) appliquée à
la solution au temps t de l’équation de Landau avec potentiel coulombien f(t, ·), et
de l’estimation de la production d’entropie de f dans L1 en temps :

(39)
∫ T

0

DLan,|·|−1(f(t, ·)) dt < +∞.

En effet on déduit de ces estimations que

(40)
∫ T

0

∫

R3

|∇
√
f(t, v)|2 (1 + |v|2)−3/2 dvdt < +∞,

et on conclut en utilisant une injection de Sobolev que

(41)
∫ T

0

(∫

R3

|f(v)|3 (1 + |v|2)−9/2 dv
)1/3

dt < +∞.

On se convainc que f est une solution faible de l’équation de Landau en observant
que d’après (41),

(42)
∫ T

0

∫∫

R3×R3

f(t, v) f(t, w) |v − w|−1dvdwdt < +∞,

si bien que (12) a un sens.
On peut également démontrer à partir de (35) que les moments polynomiaux

de n’importe quel ordre sont propagés pour l’équation de Landau avec potentiel
coulombien :

Proposition. Soit fin := fin(v) ≥ 0 une donnée initiale dans L1
k ∩ L lnL(R3),

k ≥ 1, et f une H-solution dans L∞(R+; L1
2(R3)) de l’équation de Landau spatia-

lement homogène dans le cas coulombien.
Alors f ∈ L∞loc(R+; L1

k(R3)).

On peut se convaincre qu’une proposition similaire est valable pour les potentiels
très mous lorsque γ ∈ ]− 2

√
3,−2[. Une communication récente (cf. [4]) précise ce

résultat en donnant des estimations en temps grand des moments, et en généralisant
à tous les potentiels très mous.

Certains des résultats de [22] relatifs aux potentiels modérément mous peuvent
être retrouvés grâce à l’estimation (35), par contre il n’y a pas pour l’instant de
résultats permettant de prouver la propagation/création de régularité (au delà
de f ∈ L1(R+; L3

loc(R3))) dans le cas coulombien (ou plus généralement lorsque
γ < −2). En particulier on ne sait pas montrer l’unicité des H-solutions dans le
cas coulombien, car celle-ci est connue seulement lorsque f ∈ L1(R+; L∞(R3))
(cf. [14]).

Une direction de recherche prometteuse consiste à utiliser l’estimation (35) dans
le cadre de l’étude du comportement en temps grand de l’équation de Landau (dans
le cas coulombien). Un travail en commun avec Kleber Carrapatoso est en cours
sur ce thème.

Laurent Desvillettes
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