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Phénomeéne de séparation
pour ’équation de Prandtl stationnaire

Anne-Laure Dalibard * Nader Masmoudi

Résumé

Cet article est le résumé d’un exposé donné au séminaire Laurent Schwartz en décembre
2014. Le but est de donner une preuve mathématique du phénoméne de séparation de couche
limite dans un fluide peu visqueux au voisinage d’un obstacle. Pour cela, on considére la
solution de I’équation de Prandtl stationnaire, en présence d’un gradient de pression adverse.
On montre que la dérivée normale de la vitesse tangentielle au voisinage de la paroi s’annule
pour certaines données initiales, ce qui caractérise physiquement le point de séparation. On
calcule également la vitesse d’annulation de cette dérivée.

1 Introduction

L’équation de Prandtl a été proposée par Ludwig Prandtl en 1904, lors d’un exposé au
Congrés international des mathématiciens & Heidelberg. Elle décrit le comportement d’un fluide
peu visqueux au voisinage d’une paroi rigide, et est obtenue en passant a la limite (formellement)
dans le systéme de Navier-Stokes avec faible viscosité aprés un changement d’échelle dans la
variable normale au bord. On renvoie le lecteur intéressé a [7, 2| pour plus de détails. On
s’intéresse ici & une version stationnaire de cette équation, qui s’écrit

d
uux—l—vuy—uyy——pdi(x), x>0,y>0,
Uy +vy =0, x>0, y>0, (1)

Ujzg=0 = U0, Uly=0 = 0, ylin;ou(x7y) = U’E(x)7

ou y = 0 représente la paroi rigide,  (resp. y) la variable tangentielle (resp. normale) & la paroi.
Les fonctions ug et pg sont des données du probléme, et représentent la vitesse tangentielle du
fluide et sa pression a la sortie de la couche limite. Autrement dit, ug et pg sont respectivement
la vitesse tangentielle et la pression prés de la paroi d’un fluide vérifiant les équations d’Euler.
Les quantités ug et pg sont reliées par la relation algébrique
dpg(x)
/
URUp = ————.
EYE dx

L’équation (1) peut étre considérée comme une équation d’évolution en x, avec une condition
“initiale” en x = 0; en raison du terme de transport vu,, cette équation est non-locale, le terme v
étant exprimé en fonction de u & ’aide de la condition de divergence nulle. Elle s’apparente donc &
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une équation de type transport-diffusion, et on s’attend a ce que I’équation (1) soit (localement)
bien posée tant que u reste positif. Ce résultat a été démontré par O. A. Oleinik (voir |7,
Théoréme 2.1.1]) :

Proposition 1 (Oleinik). Soit a« > 0, X > 0. Soit ug € CbQ’O‘(]R) telle que up(0) = 0, uy(0) > 0,
limy oo uo(y) = up(0) > 0, et telle que up(y) > 0 pour y > 0. On suppose que dpg/dr €
CL([0, X)), et que pour y < 1 la condition de compatibilité suivante est vérifice :

ujn) - 2O~ o) &)

Alors il existe X* < X tel que l’équation (1) admet une solution u € C*([0, X*[xR,) vérifiant
les propriétés suivantes :

e Régularité et bornes : u est bornée et continue dans [0, X*] x Ry, 8yu,8§u sont bornées
et continues dans [0, X*[xRy, Oyu, v et Oyv sont localement bornées et continues dans
[0, X*] x Ry ;

e Non-dégénérescence : u(x,y) > 0 pour tout y > 0, et il existe yo > 0, m > 0 tels que
Oyu(z,y) > m pour tout (z,y) € [0, X*[x]0, yol.

o Condition suffisante de globalité : si dpgim(m) <0, alors la solution est globale, 1.e. X* = X.

On s’intéresse dans cet article a des cas ou la solution de (1) n’est pas globale : plus précisé-
ment, on considére 1’équation (1) avec dpg/dx =1, i.e.

Uy + VUy — Uyy = —1, >0, y >0,
Ugy +vy =0, x>0, y>0, (P)

Ujg=0 = U0, Uy=0 = 0, yli{go u(m, y) = UE(‘T)’

avec ug(z) = /2(xg — ) + Uy, pour zg > 0, Uy > 0, et gy vérifiant les hypotheses de la
proposition 1. On sait donc que des solutions locales (en z) de (P) existent. Néanmoins, de
fagon heuristique, on s’attend a ce que le terme source fasse diminuer les valeurs de la vitesse
tangentielle u, et que donc il existe un point * au dela duquel la solution ne puisse étre prolongée
avec le résultat de la proposition 1. Plus précisément, on vérifie facilement que la condition de
compatibilité (2) est propagée par (P). Par conséquent, on a z* < +o0o si et seulement si 'une
des deux conditions suivantes est vérifiée :

(ii) il existe y* > 0 tel que u(z*, y*) = 0.
Pour simplifier 'analyse mathématique, on travaillera avec des solutions de (P) croissantes en y,
cette propriété étant propagée par I'équation (P). Cette propriété supplémentaire garantit que

la condition (ii) ci-dessus n’est jamais vérifiée. Par conséquent, pour des solutions croissantes
en y, on a x* < 0o si et seulement si

ou, . o
a—y(a} ,0)=0. (3)

Dans la littérature physique (voir par exemple [3, 8|), cette condition est utilisée comme carac-
térisation du “point de séparation”.
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Exp. n°IX— Phénoméne de séparation pour l’équation de Prandtl stationnaire

Les premiers travaux quantitatifs sur ce phénoméne remontent & Goldstein [3] et Landau [4,
Chapitre 4, §40|. En particulier, Goldstein effectue, grace a un développement asymptotique en
variables auto-similaires, un calcul du profil de la singularité prés du point de séparation. Ces
calculs sont ensuite repris par Stewartson [8]. Toutefois, ces calculs sont formels, et de surcroit
ne permettent pas de calculer tous les coeflicients du développement. Indépendamment, Landau
donne une autre caractérisation du point de séparation, et propose un argument suggérant que
Oyupy—o ~ Va* — z prés du point de séparation.

Par ailleurs, dans l'article [2] Weinan E annonce un résultat obtenu en collaboration avec
Luis Caffarelli. Ce résultat stipule, sous une hypothése structurelle sur la donnée initiale, que
le temps d’existence z* des solutions de (P) au sens d’Oleinik est fini, et que la famille w, =
#u(u(az* — z), /1Y) est compacte dans C(R%). De surcroit l'auteur énonce deux lemmes
techniques jouant un réle clé dans la preuve. Néanmoins, la preuve compléte de ce résultat n’a
jamais été publiée. L’objet de cet article est de donner une version plus quantitative du résultat
de compacité annoncé par E et Caffarelli. Notre but, en particulier, est d’identifier une classe de
données initiales pour lesquelles on a décollement, au sens ol

lim Oytjy—g =0
e ly=0

pour un certain z* dépendant de g, et de calculer le taux d’annulation de dyu,—q. Pour cela, on
montre la stabilité d’une classe de solutions approchées de 1’équation, dont la dérivée premiére
en y = 0 s’annule en un point z = x*. En posant a4 = 1/48, a7 = a4/84, les solutions approchées
considérées sont définies par

2
Y 4 1 7 * 1/6
u?PP(z, ) =CVr* —zy+ = —auy” —a our y < (af — )7,
(z,y) = CV y+ g —awy’ —argom—=y’ pour y 5 ( )

2
w2, y) = L pour (¢ — )0 Sy 1.

Les hypothéses nécessaires sur la donnée initiale sont les suivantes :
(H1) Monotonie : ug est croissante en y;

(H2) Développement limité prés de y = 0 : il existe A\g > 0 et € > 0 tels que

2

y 1 _ _ 1_e
uo(y) = Aoy + 5 Z8y4 —ar), Ly" + o(Xg 1y7) Yy e[0,A; |

(H3) Encadrement des dérivées jusqu’a l'ordre 4 : pour k = 2,3, 4,
l—E
Oyuo(y) = O(y* ™) Vye[0,A] ]

(H4) Approximation de la solution approchée : il existe des constantes Cp > 0,79 > O et v < 1/4
(indépendantes de \g) telles que pour m suffisamment grand,

/°° (9 (u — uP)(0,y))* dy
0

< C’o)\7+no.
Aoy +42)1 (14 2.2y)m ’

Théoréme 1. On suppose que les hypotheses (H1)-(Hj) sur uy sont vérifies. Alors il existe
do > 0 tel que si Ay < g, la solution de (P) avec Ujz=0 = Up posséde un point de séparation en
x* = O(\2). De plus, on a les propriétés suivantes :

IX-3
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o Tauz de séparation : soit A(x) := Oyu(x,0). Alors il existe une constante C > 0 telle que
Az) ~ CVa* — .

o Approzimation de la solution approchée : il existe des constantes C > 0,1 > 0, telles que
pour tout x € (0,z*),

0o (8§(u — uapp)(x’ y))2 dy - %—H?
/0 ()\(m)y + y2)4 (1 + (1‘* — x)_Vy)m < C(l‘ ) .

La preuve du théoréme 1 repose sur deux ingrédients principaux : d’une part, il faut construire
une solution approchée qui posséde de bonnes propriétés de stabilité. D’autre part,on montre
des estimations d’erreur qui utilisent fortement la structure de ’équation. Le choix de la solution
approchée est inspiré des arguments développés par Franck Merle et Pierre Raphaél pour ’étude
de singularités et de phénoménes d’explosion dans I’équation de Schrédinger non linéaire (voir
[6, 5]). L’idée est d’utiliser I'invariance par changement d’échelle pour effectuer un changement
de variables utilisant un paramétre dépendant directement de la solution considérée (dans notre
cas, le parameétre sera A\(x) = dyu(x,0)). On construit des solutions approchées & I'aide d'un
développement de Taylor, et on choisit les solutions approchées ayant la plus petite croissance
possible & 'infini.

Dans une seconde étape, on utilise la nature de transport-diffusion de I’équation pour montrer
la stabilité des solutions approchées construites. Les estimations d’énergie utilisées exploitent
fortement la structure de I’équation. Afin de controler certains termes non linéaires, il faut aussi
obtenir des estimations L°° sur les solutions, qui reposent sur une utilisation minutieuse du
principe du maximum. Les estimations d’erreur ainsi obtenues pilotent le “taux de modulation”,
c’est-a-dire ;. On clot les estimations a I'aide d’un argument de bootstrap. Enfin, le résultat
de stabilité est traduit dans les variables de départ.

L’organisation de cet article est la suivante : dans la prochaine partie, on introduit les va-
riables auto-similaires, et on construit la solution approchée dans ces nouvelles variables. La
section 3 est dédiée aux estimations d’énergie, et la section 4 aux estimations a priori dans L,
qui sont nécessaires pour traiter certains des termes non-linéaires dans la section 3. Enfin, dans
la section 5, on présente ’argument de bootstrap. On donne dans cet article les idées principales
et le squelette de la preuve, et on renvoie le lecteur a [1] pour tous les détails.

2 Analyse de I’équation en variables autosimilaires

2.1 Présentation du changement de variables

Rappelons tout d’abord que I’équation (P) est invariante par changement d’échelle : en effet,
si (u,v) est solution de (P), alors pour tout p > 0, le couple (u,,v,) défini par

1
Up = 7“’(:““%7 /’Ll/4y)7

NG
4 1/4
vu = u o, y),
est encore solution de (P). Cette invariance d’échelle avait été utilisée par Goldstein [3] puis
Stewartson [8] pour essayer de calculer une solution exacte de (P) prés du point de séparation
sous la forme d’une fonction analytique en certaines variables.

Dans le cas présent, I'idée est de faire un changement de variables qui d’une part respecte
cette invariance d’échelle, et d’autre part intégre des informations sur le “taux de séparation”,

X4
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c’est-a-dire la vitesse d’annulation de Oyu|y:0. Cette idée a été introduite par Franck Merle et
Pierre Raphaél pour I'analyse de singularités dans ’équation de Schrodinger non linéaire, voir
[6, 5].

Plus précisément, on pose

Az) = Oyupy—g et Y = v

()

On change également de variable horizontale en posant

ds 1
&~ (@) )
La nouvelle fonction inconnue est
U(s,Y) = A2 (x(s))ul(a(s), A(z(s))Y). (5)

On vérifie alors que U est solution de 1’équation

Y 3b Y
UUS—Uy/ US—bU2+2Uy/ U—Uyy = —1, (6)
0 0

ol

b= —2X\,\%. (7)

Les conditions aux limites deviennent alors Ujy—g = 0, limy 0, U(s,Y) = Ux(s), ot Us, vérifie
U Ul — bUZ = —1. De plus, grace a la définition de ), on a OyUy—g = 1. Notons que
dans les articles de Franck Merle et Pierre Raphagl, les choix des parameétres A et b & controler
viennent de propriétés d’orthogonalité de la quantité U —U?PP. Dans le cas présent, ces propriétés
d’orthogonalité une condition d’annulation a un ordre suffisamment élevé en zéro de U — U?PP.

Dans le reste de cet article, on travaille uniquement sur ’équation (6). Remarquons que la
limite x — z* correspond & s — oo. Il s’agit donc de montrer des propriétés de stabilité pour
I'équation (6).

Plus précisément, dans les nouvelles variables, le théoréme 1 s’écrit :

Proposition 2. On définit la solution approchée
Y 1
Uwr — (Sq) [V — aibY?* — arb®Y 7 + arob®Y "0 + a1 b°Y'] + o (x/BY) :

ot x € Ci°(R) est égale a 1 dans un voisinage de zéro, q € (1/4,1/3), aa,ar,a10,a11 sont des
constantes explicites, et F € Ci°(R) est telle que F (&) = £2/2 dans un voisinage de zéro.
On suppose que U|s—,, vérifie les hypothéses suivantes :

o Ujs—s, est croissante en'Y ;

° 8{“/U|S:50 = O(salY‘l*k) pour k =2,3,4 et pourY < 035/3 avec C suffisamment grand ;

o Upyeyy —UPP = O(s52YT) pour Y < C’s(l)/g ;

o [l existe Cy indépendante de sg, n > 0, m € N grand et 5 > 1/4 tels que

o (VHYHIY ’ T sl

IX-5
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Alors si sy est suffisamment grand, il existe des constantes C > 0,1’ > 0,m € N, > 1/4,
tels que les propriétés suivantes sont vérifiées :

o b(s)=1+ O(s~ ") quand s — oo ;

e Pour tout s > s,

> 1 5 a; 2 —By\—m c

Remarque 1. La Proposition 2 contient deux résultats : une estimation d’erreur entre U et
U?PP et une loi asymptotique pour le coefficient b. En réalité, ’estimation d’erreur va controler
la loi de b, mais le point qui nous intéresse au premier chef est le comportement asymptotique
de b. Compte tenu de la définition (7) et de la relation (4), on a

1
b(s) = =4+ O(s 17") quand s — 0o = A(z) ~ Cv/z* — z quand = — z*.
s

Par ailleurs, notons que le comportement asymptotique b(s) = % correspond a I’équation diffé-
rentielle by 4+ b?> = 0. Ainsi, dans la suite, le but des estimations sera de contrdler des quantités
faisant intervenir by + b2.

2.2 Heuristique de la construction de solutions approchées

On cherche a présent a construire des solutions approchées de (P) qui soient stables. Comme
dans les travaux de Merle et Raphaél, cette stabilité n’est vraie que pour certains comportements
asymptotiques de la fonction b : on observe en pratique que les comportements asymptotiques qui
correspondent a des taux stables sont ceux pour lesquels les solutions approchées ont la croissance
la plus faible possible quand Y — oo. En effet, plus la solution approchée a une grande croissance
a l'infini, plus le terme de reste dans 1’équation sur U — U?PP est grand. Choisir une solution
approchée avec une petite croissance 4 'infini revient donc a choisir une solution approchée avec
le plus petit terme de reste possible.

La définition des solutions approchées se décompose en trois zones : la zone principale va
de 0 & s%, pour un « > 0 & définir ultérieurement. Dans cette zone, on commence par calculer un
développement de Taylor de la solution autour de zéro, et on cherche & pousser ce développement
le plus loin possible, ce qui correspond a la condition de faible croissance énoncée plus haut. Dans
la seconde zone, on ne garde que le terme dominant du développement de Taylor, soit Y?2/2.
On vérifie d’ailleurs que Y2 /2 est une solution stationnaire de (6), qui correspond & la solution
de (P) (z,y) — y?/2, qui est indépendante de z et invariante par changement d’échelle. Dans la
troisiéme zone, on raccorde Y?2/2 au profil U(s) ~ s + 1.

e Développement de Taylor de la solution prés de zéro :

Rappelons tout d’abord que grace au changement de variables (5), on a

U(s,0) =0, 0yU(s,0)=1.

On déduit alors de (6) que
dyyU(s,0) = 1.

Les premiers termes du développement de Taylor en zéro sont donc Y + YTQ
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ne premiéere idée naturelle est de définir une suite de polyndémes en Y avec des coeflicients
U d turelle est de défi te d | Y d h t
dépendants de s grace a I’équation de récurrence suivante :

Y2

U1(87Y) = Y+ 77

Y Y
3b
ayy(UN+1 — UN) =1+ UnOsUn — ayUN/ 0. Un — bU]2V + 28}/UN/ Un — OyyUpn.
0 0
(8)

On obtient aisément que

Y2 4 1
Us(s,Y) =Y + 5 asbY®, avec aqg = TR 9)

On regarde alors les termes d’erreur obtenus lorsque 'on remplace U par U, dans (6). On a

Y %
3b
U20,Us — 3YU2/ OsUy — bU3 + 23YU2/ Uy — OyyUsz +1
0 0

BbQ

4
— —ay [ =b,
“ (5 10

> Vo — 1%@4 (bs +b*) YO+ aig (bs +b*) Y.
On rappelle que 1'on s’attend & avoir b(s) = O(s~!) quand s — oco. Par conséquent le coefficient
du dernier terme du membre de droite est un ordre de grandeur plus petit que les coefficients des
deux premiers termes. On se concentre donc sur la comparaison entre les deux premiers termes
du membre de droite.

Le but est alors de choisir la solution approchée qui posséde “la plus petite croissance a
I'infini”. Ce choix, qui peut sembler arbitraire & ce stade, est en réalité lié aux propriétés de
stabilité de la solution approchée choisie. En effet, si 'on fait un autre choix que celui que nous
nous apprétons a faire, les estimations de bootstrap ne fonctionnent plus.

Notons que le terme en (bs + bg) Y6 donnerait dans Us un terme en (bs + b2) Y8, tandis que
le terme en (%bs + %b2) Y?® donnerait un terme en (%bs + %b2) Y7. Par conséquent, on choisit
dans la solution approchée “d’annuler” le terme en (bs + b2) Y8, Autrement dit, dans ’équation
de récurrence (8) qui définit la suite (Ux)y>1, on remplace chaque occurrence de bs par —b?.
On définit ainsi Us par

v? 4 2v,7 1
Us(s,Y)=Y + 5 asbY ™ —a7zb”Y"',  avec ay = 8—4@4.
Notons qu’avec ce choix, on a (U — U3)(s,Y) ~ C(bs + b*)Y" pour Y < 1, pour une certaine
constante C' € R*. On construit ensuite Uy et Us de fagon analogue, toujours en remplacant by
par —b?. On obtient une expression de la forme

Y2
U5(S, Y) =Y + 7 — a4bY4 — a7b2Y7 + a10b3Y10 + a11b3Y11,

pour des constantes a1g, a1 € R explicites.

e Définition de la solution approchée :

On définit & présent la solution approchée U?PP de la facon suivante : soit F' € C2(R,) telle
que F(§) = % pour ¢ < ¢p, pour un certain ¢g > 0, F' croissante, et F'(§) — 1 quand £ — oo.
Soit x € C§°(R4) telle que x = 1 dans un voisinage de zéro, et soit ¢ € (i, %) On prend

Y 1
UPP(s,Y) = x <Sq> [Y = aab¥* —agb?¥" + ah*Y " + an by ] + 5 F (\/BY) . (10)

IX-7
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Remarquons que U?PP = Uy tant que Y < s9) et que U*PP — % quand Y — oo. Ainsi on ne

requiert pas que U?PP —U(s,Y) — 0 quand Y — co. Mais ce fait est en réalité sans importance,
car on mesurera ’écart entre U et U?PP dans des normes & poids, avec des poids qui décroissent
polynomialement (avec une grande puissance) aprés s, pour 3 € (1/4, q).

3 Estimations d’erreur

Dans toute cette section, on explique comment obtenir des estimations d’erreur sur la quantité
V .= U—-U?P. On commence pour cela par écrire une équation de type transport-diffusion sur V.
L’énergie utilisée pour mesurer la taille de V' sera une norme quadratique en V et ses dérivées,
avec un poids décroissant polynomialement a partir de Y = s!/3. Par ailleurs, afin d’avoir un bon
controle des termes de transport et de diffusion et d’estimer les termes non linéaires apparaissant
dans les estimations, il nous faudra également obtenir des estimations de type L sur U, a I'aide
d’un encadrement par des sur- et des sous-solutions. Ce dernier point fait I’'objet de la section 4.
3.1 Equation sur V

On considére ’équation (6), et on pose, pour W € C(R),

Y
LUW::UW—Uy/ w.
0

LuW w
o ()

On peut donc inverser 'opérateur Ly, pour des fonctions f telles que f(Y)/Y? est intégrable

au voisinage de zéro, et on a alors
Y
- f
Lilf= (U / ——
v o U?)y

Par conséquent, ’équation sur U s’écrit

On peut remarquer que

Y
9sU + bLy;! (ZUY/ U— U2> — L' (ByyU — 1) = 0.
0

On remarque immédiatement que

L (U%) =0y <U /OY 1> = (YU)y.

L' (Uy /OY U) = (Uy/ U-— U2> +(YU)y
= L' LyU + (YU)y
=—-U+(YU)y =YUy.

Par ailleurs,

On en déduit que I'équation sur U devient

8SU—bU+gY8yU—L51(8yyU— 1)=0. (11)

IX-8
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Ainsi toute la non-linéarité de ’équation de départ est & présent incluse dans le terme de diffusion
L (0yyU —1).
L’équation sur V = U — U?PP s’écrit donc, en posant Ly 1= L&layy,

b b
OV =BV + 3V OV — LyV — Ly (Byy U™ — 1) = — (GSU"‘PP — bUP anyUapp> . (12)

On a le résultat suivant (voir [1]) :

Lemme 1.

b, b Y (5
L (OyyU®PP —1) = Y+ 5LglLVY + Ly (x <8q> <4a7 + 90a10> bY® + 110a11b3Y9>

+Gi(s,Y)p (i) ;

ot G € C*®(Ry x Ry4) a une croissance au plus polynomiale en s et en'Y, et p € C*°(Ry) est
bornée, avec ¢ =0 dans un voisinage de zéro.
Par ailleurs,

b
U™ — U™ 4 Y oy U™
(Y b 9\ 4 562\ 7

Y

+ X (y]) [a10(3bsb* + 46M) Y10 + a11(3bsb* + 9% /2)Y ]
Y)Y

+x' <> — <b — q) [V — abY? — a7bY " + a1ob®Y "0 + a1 b’ Y]
s/ s1\2 s

-2 2 1 / _
+ 077 (bs +b7) <22F (2) F(Z))Z:\/gy.

En utilisant les valeurs explicites de aqg et a(ll), on en déduit finalement que V vérifie
I’équation
b b, (Y2

ou
R=v (2 bs + %) Y 4 2a7b (bs + b?) YT
= x| o7 ) [oa (bs +0%) Y* + 2a7b (b + 5°) V']

Y
- X <Sq) [a10(3bsb + 46M) Y10 + a11(3bsb* + 9b* /2) Y 1]

a7bd Y
+ TLUl (X <Sq> (LyY" + L—a4bY4—a7b2Y7+a1ob3Y10+a11b3Y11Y7)>

Gl e (35).

et la fonction Gy posséde les mémes propriétés que la fonction G; du Lemme 1.
Les estimations d’énergie reposent alors sur les idées suivantes :

1. Comme V (5,Y) ~ C(bs +b*)Y7 pour Y < 1, toute norme A (V) controlant [VY ~7|y—g|
controle également |bs + b?|.
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2. On définit une énergie E(s) par
E(s) = N(V(s))*,

oit N est une (semi-)norme controlant |[VY ~7|y—g| qui sera définie ultérieurement. Pour
montrer que bs + b? = O(s~27") pour un certain n > 0, il suffit de montrer que

dE
=+ %E(s) < 0575 (14)

avecn >0et >4+

3. La propriété o > 4 dans (14) est obtenue a 'aide d’opérations algébriques sur (13). Typi-
quement, si on ne conserve que la partie transport de (13) et que l'on considére 1'équation
modéle

1 1
Ouf = ~f + 5 Yorf =,
S 2s
on voit que

_l’_

/ ool f

On obtient donc le résultat voulu avec o = 3 et N(f) := ||0F | g1

d 9
SV + 5100118 < | [ 0o 1

4. Le fait que le terme de reste soit O(s~5~") dans (14) vient d'un bon choix de la solution
approchée. En particulier, le lecteur pourra vérifier que si 'on ne choisit pas la solution
approchée avec la plus petite croissance a 'infini, comme expliqué au paragraphe 2.2, alors
le terme de reste n’est pas suffisamment petit et on ne peut pas conclure.

Dans les paragraphes qui suivent, on donne quelques éléments de preuve sur ’obtention
d’estimations d’énergie. Les difficultés résident principalement dans la structure complexe de
Popérateur de diffusion L. L’idée est d’appliquer plusieurs fois I'opérateur Ly & (13), mais cela
nécessite de calculer le commutateur de Ly avec ds + gYay, de comprendre ’action de Ly sur le
terme de transport supplémentaire L(}l(LVY), et enfin d’obtenir des estimations d’énergie pour
des équations de transport-diffusion du type

Osf +CbY Oy f — Luf =

On discute de ces trois points dans les paragraphes qui suivent.

3.2 Commutateur de Ly avec 0, + gYﬁy
Lemme 2. Soit W € C*(Ry x Ry) telle que W(s,Y) = O(Y?) pour Y < 1. Alors

Y Y
[Lgl,é?s—i—gY&y]W = bL,;lvv—(D/ 5‘2) +2<U/ ZD) :
0 Y 0 Y

ou D = Ly (dyyU — 1).

Le terme D est ensuite décomposé & 'aide du Lemme 1. On écrit
b
D= _§Y + DNL + Drestea
ot Dy = LyV + L5 (LvY), et Dreste = O(B3YSx(Y/5Y)) + G1(s,Y ) (%) .
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Remarque 2 (Traitement des termes non-linéaires et estimations itérées). Le terme Dy, crée
des non-linéarités dans 1’équation sur V' a chaque fois que Ly est appliqué a (13). Ces non-
linéarités nécessitent I’'obtention d’estimations préliminaires sur V. Les estimations L> qui seront
abordées dans la section 4 ne sont pas tout-a-fait suffisantes pour traiter les termes non-linéaires.
Ainsi on commence par obtenir une estimation H® & poids sur V, qui est purement linéaire.
Cette estimation linéaire est ensuite utilisée pour controler les termes non linéaires provenant
de Dy dans une nouvelle estimation H! & poids sur £yV. Enfin, I'estimation linéaire sur V
et 'estimation non linéaire sur LV sont utilisées pour contréler les termes non-linéaires dans
I’estimation finale sur E%]V.

3.3 Estimations successives sur E’[“]V, 0<k<2

Les difficultés des estimations viennent principalement du terme de diffusion, dont I’exploi-
tation des propriétés de positivité nécessite des manipulations algébriques fines. On utilisera
principalement deux types d’estimations. L’estimation la plus naturelle provient de l’observa-
tion suivante : si f est une fonction réguliére s’annulant & un ordre suffisamment grand en
zéro, alors une simple intégration par parties montre que pour tout poids w > 0 & décroissance
suffisamment grande & l'infini,

2

o 00 o Y
| evtovvto= [T eustoturo= [Toostos sovn ([ f) - as)

Le premier des deux termes est toujours positif. L’intégrande du second terme est positif tant
que Y < sY/2 et |wy| < ¢Y avec ¢ petit. Il change de signe pour Y assez grand. Ce défaut
de positivité a Y grand peut étre compensé par I'ajout d’un terme d’ordre inférieur (voir la
Proposition 4 ci-dessous).

Cependant, cette estimation ne peut étre utilisée pour l'estimation sur V. En effet, dans
I'équation (13), le terme d’ordre zéro —bV a tendance & faire croitre les estimations d’énergie.
Ainsi on ne peut obtenir directement de “bonne” estimation L? sur V. Des estimations L?
décroissantes peuvent étre obtenues, théoriquement, en dérivant I’équation par rapport & Y ou en
utilisant des poids w décroissants et singuliers (en Y ~*). Mais ces deux types de manipulations
interdisent l'utilisation directe du calcul ci-dessus, et il faut donc exhiber un autre type de
structure positive dans le terme de diffusion.

En résumé, on utilisera :

2
L2 (w2
wo et wsg singuliers en zéro et décroissants (voir la remarque 3 pour une définition précise) ;

e une premiére estimation, permettant d’évaluer |03 V|| )+ 163 V]2, (wg)> AVeC des poids

e une deuxiéme estimation, reposant sur (15), et permettant d’évaluer |0y LuV | r2¢y) et
|0y L3V || [2(w), avec un poids w régulier, lentement variable, et tel que w ~ 1 tant que
Y < st/

> Estimation H! sur 62 V.

En dérivant deux fois (13), on voit que 92V est solution de

b

b Y2
0503V + iyagav + 56%L51 <2vy - YV) — R LyV =R

A présent le terme d’ordre zéro a disparu, et tout poids décroissant et singulier conduira & une
décroissance de I’énergie, pourvu que le terme de diffusion correspondant soit positif. Le terme

additionnel 832/L51 (YTQVY — YV) peut étre traité perturbativement. Pour le terme de diffusion,

on utilise le résultat suivant :
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Lemme 3. Pour toute fonction W s’annulant a un ordre suffisant au voisinage de Y =0, on a

w W RW
LW = a}U / — +ORU U2—8YU 22 + %

oW

et

83W
U

LU (U@%U — UyyUy

73 >W—|—2 Y Oy W — aYYW+

Oy L' W = 8YU/

La premiére des deux identités conduit naturellement a multiplier I’équation sur 832,1/ par
Oy (6:}3/‘// U ) Ainsi le terme d’ordre le plus élevé posséde un signe positif. Pour controler les
termes d’ordre inférieur du terme de diffusion, on ajoute des termes d’ordre inférieur dans 1’éner-
gie. Le résultat final est le suivant :

Proposition 3 (Estimations préliminaires sur V). Pour m € N, € (% %), on définit le poids
Wy 5(s,Y) = (14 s7PY)™
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

e by =0(s71) et 1€ <b < € gi5 € [s0,];
e 1 —-CbY2<Uyy <1 pourY < s avec ' €]8, %[ pour un certain C' indépendant de s ;

o |O3U| < CbY, |03U| < Cb pour Y < 57 ;

o) 83 VO 2 7 o) 62 VU 2
Fo(s) ;:/0 (YU)wmﬁJFS/O (YU?))“’W’

1 e8] (63 VO)Q 1 00 (82 VO)Q
Dafs) e L [T Oy V)" L=V
o(s) =3 /0 yos Wmet g /0 gs s

Alors il existe § > 0 tel que pour tout a < %, pour m € N suffisamment grand et s > sg
suffisamment grand,

Soit

d
@Eo( s) + abEy(s) + Do(s) < Ca’ﬂ’m875/276'

Par conséquent, pour tout o < %(1 —€), on a, pour s € (89, 81),

S1

Eo(s) < (Copm + E(s0)sg)s™ %, / s%Do(s)ds < (Cqa.g,m + E(s0)s5)-

0

Remarque 3. Dans la proposition ci-dessus, on a donc choisi wy = wy, 3/U 3et wy = Wi,/ U,
en reprenant les notations de la discussion qui précéde la proposition.

>> Estimation H! sur £V et £2UV.
Pour les estimations sur LV et EIQJV, on utilise la structure suivante du terme de diffusion,
qui repose sur le calcul (15) :
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Lemme 4. Soit 6 > 0 quelconque. On suppose que les hypothéses de la Proposition 3 sont
vérifices, et qu’il eviste a € R tel que [|[W| poo ), [[LuW ||poom) = O(s*). On définit, pour W €
CHRy) s’annulant suffisamment pres de zéro,

D(W) = /0 LoW By Wwps)y — /0 W LW yy s

Alors on peut choisir m = m(0) suffisamment grand, tel que pour tout 5 > 1/4,

2

00 o) Y
D(W) = ! / U(£UW)2wm,5+3 / < / EUW> Wi 5
2 Jo 8.Jo \Jo

— &b / W20y y W, — 0b / (Oy W) w5 — Css~ 5.
0 0

Remarque 4. Le lemme 4 sera appliqué & W = Ly V puis a W = EQUV.

Grace au Lemme 2, I'équation sur LyV est

b b
0LV +bLuV + 5Y Oy LoV + S MuV = L3V

— LyR — ((DNL + D) /OY 8§V)Y P <U /OY 6(32;;/(15 +DNL)>Y, (16)

U2

ou l'opérateur My est défini par

Y 92 Y 92 2
MYV = (Y/O i >Y—2<U/0 s Y)Y—L‘ULU <YV— 5 Vy).

Comme cela est suggéré par le Lemme 4, on multiplie (16) par
— (ayﬁUVwm/’g/)Y + [:Uvayywm/ﬁ.
Les termes d’énergie et de dissipation correspondants sont alors

E(s) = 10y LoV 2w, )+ 1LV T2 04y, )
2

1 o] 1 0 Y
D (s) ;:2/0 U(ﬁQUV)%m,ﬁJrg/o </0 L@V) T

Les estimations a priori L™ et la Proposition 3 sont suffisantes pour estimer les termes non-
linéaires provenant de Dy, pourvu que l'on prenne m’ > m et 3/ < 8. Pour le terme provenant
de MyV, on se contente d’une estimation grossiére : on montre que

b‘MUV(— (8y£UVwm/75/)Y + ﬁUvayywm/,g)‘
o0 W' B o0 ayy'wm/ /
< 2 Ym/ B / 2 B
_b/o e Ly M
< 5bE1 (S) + 5D1(S)

pour tout § > 0 et pour s > ss5 suffisamment grand.
On en déduit finalement ’estimation suivante :
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Proposition 4. On suppose que les hypothéses de la Proposition 8 sont vérifies. Alors pour
tout a < %, pour s suffisamment grand,

d
%El(s) + abF(8) + D1(s) < Coprrs 277,

Par conséquent, pour tout o < 2+ [ et pour € suffisamment petit, on a, pour s € (sp, S1),
S1

Ei(s) < (Caprm + Ei1(s0)s5)s™ <, / $*D1(s)ds < (Coprmr + E1(s0)s7)-

S

0

On applique de nouveau 'opérateur Ly et on obtient

b b
OLLV +3bLYY + JY Oy LGV + SNLyV — Ly

Y o2v . - (Y oRV
::E%R:FL?@%(%]/‘ Y (DNL+IU—(DNL+IU/n Y >
0 0

b Y orv
LU Y_y ),
Tyt < Ll A
ou opérateur A est un opérateur linéaire, qui a de bonnes propriétés de positivité au voisinage de
Y = 0 et que 'on peut traiter perturbativement pour Y > 1. On pose donc, avec m” > m’ > m,

B’ < p < B,

Ba(s) == |10y L3V 2200, oy + IEEV I

8yywm//75//)7
2

1 9] 1 [e%S) Y
DQ(S) = 2/0 U(ﬁ?]V)me”,B” —+ SA <A E%V) wm”,ﬂ”‘

On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 5. On suppose que les hypothéses de la Proposition 8 sont vérifiées. Alors il existe
a>4,n>a—4 et une constante Cpyr g oy tels que

dE
TSQ + abFEsy + DQ(S) < Cm,,ﬂ,,ﬂms—f’—??_

Par conséquent, pour € suffisamment petit, on a, pour s € (sg, s1),

S1

Es(s) < (Caprmr + Ea(s0)sg)s™ @, / $*Dy(s)ds < (Coprm + Ea(s0)s5).

0

Remarque 5. Notons que L3V ~ C(bs + b?)Y et Oy LEV ~ C(bs + b?) prés de Y = 0.
Néanmoins Es ne controle pas tout-a-fait |bs + 62] . il faut pour cela ajouter & Ey des termes
en 8%£2UV, puis utiliser un résultat de trace. Cette derniére estimation est dans I'esprit des
estimations de la Proposition 3, et on référe a [1] pour les détails.

Le résultat final est le suivant :

Proposition 6. On suppose que les hypothéses de la Proposition 8 sont vérifiées. Alors il existe
une constante C' et une constante > 0 telle que pour tout s € [so, 1],

|bs + V%] < Cs™277.,
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4 Estimations L™

Cette section est dédiée au second pendant de I'argument de bootstrap, qui consiste & obtenir
les estimations L°° nécessaires & la Proposition 3, par exemple. Ces estimations découlent de
'utilisation du principe du maximum pour I’équation (6). L’existence d’un principe du maximum
pour cette équation avait été démontrée par Oleinik (voir [7]), a I’aide du changement de variables
de von Mises, qui transforme I’équation de Prandtl (P) (ou encore (6)) en une équation de
transport-diffusion non linéaire. L’idée est donc de construire des sur et des sous-solutions de
I’équation (6), qui s’appuient sur Pexpression de la solution approchée, qui vont donner un
encadrement assez fin de U(s,Y). Ensuite, on applique la méme idée aux dérivées successives
de U.

Avant d’énoncer les principaux résultats relatifs aux estimations L°°, rappelons le changement
de variables de von Mises : on définit la fonction courant 1) par

Y
P(s,Y) ::/0 U(s,Y')dY"'.

Alors pour tout s, Y +— #(s,Y) est un difféomorphisme. Par conséquent, on peut exprimer
W := U? en fonction des nouvelles variables s,1. L’équation vérifiée par W dans ces nouvelles
variables est

DWW — 20W + %b@z}aww —VWOW = 2. (17)

Notons que pour toute sur- (resp. sous-) solution U (resp. U), on peut définir de facon
similaire une fonction W (resp. W). La construction des sur et des sous-solutions exposée ci-
apreés fait intervenir un taux auxiliaire b défini par

~ ~ ~ 1
bs +bb =10, by =—. (18)

Les sur- et sous-solutions sont définies par

05, Y) im A+ 52— abpyt sV <l
o A BEYDA) siY > b3,
AY + 2 —apbuyt siy <eb /3

U(s,Y) :=

b UBEYEY3) siY > ch 3

pour des paramétres A > 1,0 > 1,¢,A < 1, < 1 et des fonctions F', F convenablement choisis.
Indiquons simplement que la fonction F est croissante, que F est concave, et qu’il existe Y(s) >
cb=1/3 tel que U(s, Y (s)) = 0.

Le comportement de la fonction l;, qui intervient & plusieurs reprises dans les sur- et sous-
solutions, est piloté par le lemme suivant :

Lemme 5. On suppose qu’il existe des constantes K > 0, 7 > 0 et € > 0 telles que pour tout
s € [so, s1],

|bs + %] < poret

1_€§b(s)<1+6.

S - s

Pour s > sg, on définit b par (18). Alors si s est suffisamment grand, pour tout s > s,

1—26§(~)(8)S 1+26'
s s
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Le premier résultat est un encadrement de U(s,Y) :

Proposition 7. On suppose que les hypotheses du Lemme 5 sont vérifiées et que, pour un choiz
convenable des parameétres X > 1,10 > 1,¢,A <1, <1 et des fonctions F', F, on a

W (so0,v) (s0,%) V¢ >0,
W(S()?Q/)) (505 @ZJ) VT/) € [07 ¢(SO)]3

ot ¢(s) > 0 est défini par I’équation implicite W (s, ¢(s)) = 0.
Alors pour tout s > sg, Y > 0,

<W
>W

U(s,Y) < inf (U(s,Y),Ug(s)),

et pour tout s > sq,

U(s,Y) > U(s,Y) pour tout Y < cb~'/3,
et U(s,Y)>Cs*? pour Y > cb™'/3.

v

On utilise ensuite de cette premiére estimation des estimations sur les dérivées successives
de U, qui permettent a leur tour d’obtenir des estimations raffinées sur la fonction U elle-méme.
On ne donne ici que l'encadrement de dyy U, et on renvoie & [1] pour le reste des estimations.

Lemme 6. On suppose que les hypothéses de la Proposition 7 sont vérifiées. On suppose de
surcroit qu’il existe des constantes Cv,Cy telles que

sup (1 — Clsalyz, —CQ) S ayyU(So,Y) S 1VY 2 0.
Alors il eziste des constantes C1,C}, ¢ telles que

—Cy <Uyy <1 Vsé€|[sg,s1], VY >0,
Uyy —1> —CibY? VY € [0,es'/7].

On en déduit immédiatement ’encadrement raffiné suivant sur U et Uy :

Corollaire 1. On suppose que les hypothéses du Lemme 6 sont vérifiées. Alors il existe des
constantes ¢,C > 0 telles que pour tout s € [sg, s1], pour Y < cs'/3,

14Y —ChY3 < Uy(s,Y)<1+Y,
y? Yy?
Y+?beY4§U(s,Y) <Y+
On montre également des estimations similaires sur 95.U, 95.U. On renvoie le lecteur & [1]
pour les énoncés exacts de ces résultats.

5 Argument de bootstrap

L’argument de bootstrap réside en 'utilisation conjointe de la Proposition 6 d’une part, et de
la Proposition 7 et du Lemme 6 d’autre part. Dans toute la suite, on appellera “donnée initiale
bien préparée” une donnée initiale U(sg) qui vérifie les hypothéses de la Proposition 7 et du

Lemme 6, et telle que

_4_op’ 1
EQ(SO) S 00804 n s ‘5(80) - %

€
< —
50
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pour une constante C' indépendante de sg et pour un certain ” > 0 tel que ' < 7, ou 1 est le
paramétre donné par la Proposition 6.

Le schéma du raisonnement est le suivant : si on part d’'une donnée initiale bien préparée,
alors il existe s; > sg tel que si s € [so,s1], Fa(s) < 20054727 et |b(s) — 1/s| < 2¢/s. Alors,
pour tout s € [sg, s1], d’aprés la Proposition 7 et le lemme 6, on en déduit que pour Y < est/3,

—ChY? < Uyy —1<0,

14Y —ChY? < Uy(s,Y)<1+Y,

Y? Yy?
Y+3~mmﬂgw&mgy+§<
Les hypothéses des Propositions 3, 4 et 6 sont alors vérifiées et on en déduit que

b + b2 < By(s)/? < C's727.

Comme on a choisi o > 7, en prenant sy suffisamment grand, on en déduit que C's™27" <
(3(3’0/2)1/23*2*77/ pour tout s > sg. De plus, on a le résultat suivant :

Lemme 7. On suppose qu’il existe K >0, 7> 0 et § > 0 tels que pour tout s € [sg, s1],

|bs + V| < ——,
15 Cs (19)
<b(s) < .
s S
Alors
bs) — | < (14 0) |5 — o) | 2B K1 +0)(1 = 6)72(0 =)
A 50 500\ 52 SR
En particulier, si so est suffisamment grand, pour tout s € [sg, 1],
1 30
b(s) — —| < —.
() s|~ 2s
On en déduit donc que
s := inf{s > so, Fa(s) = 2Cos 2" ou |b(s) — 1/s| = 2¢/s} = +o0.
Par conséquent,
bs +b2 =0(s™7"),  |b—1/s|=O(s'77).
On revient ensuite aux variables d’origine : on rappelle tout d’abord que b = —2A,/A, d’ou
I’on déduit AGS) L po )
S s
In—==—= b=—=In—
noyt =y [ b=y o)

ou ¢(s) = —1/2 f;(b —1/s), de sorte que ¢ est bornée et a une limite finie ¢ quand s — +oc.

On en déduit que
50

Ms) =0 () exp(o(s)).

Il s’ensuit que pour s — oo,

S
puis B

Aov/S0

En choisissant sg = Ay 2 on obtient le résultat annoncé.
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