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SUR LE COMPORTEMENT DES SOLUTIONS D’EQUATIONS DE
SCHRODINGER NON LINEAIRES A CROISSANCE EXPONENTIELLE

HAJER BAHOURI

REsUME. On se propose dans cet exposé de décrire le comportement des solutions de ’équation
de Schrédinger non linéaire a croissance exponentielle, ot la norme d’Orlicz joue un réle crucial.
Notre analyse qui est basée sur les décompositions en profils met en lumiére le role distingué
de la composante 1-oscillante de la suite des données initiales. Ce phénoméne est complétement
différent de ceux obtenus dans le cadre des équations semi-linéaires dispersives critiques, ou
toutes les composantes oscillantes créent le méme effet non linéaire, & un changement d’échelle
pres.

1. INTRODUCTION

On s’intéresse dans ce travail & I’équation de Schrédinger non linéaire :

i0yu + Au = f(u),
(NLS) B Lo
Ut=0 = U € H ad(R ),

T

ot la fonction u & valeurs dans C dépend de (t,z) € R x R?, et ot la non linéarité f : C — C est
définie par

F(u) = ¢p(Vir [ul) u,

S2

avec p > 1l et ¢p(s) =e fZ—o
k=0
Cette équation modélise des problémes d’optique non linéaires en dimension trois d’espace (pro-
pagation des faisceaux laser dans différents milieux). Pour plus de détails, on peut par exemple
consulter [31].

Notons que les solutions de I’équation de Schrédinger non linéaire (NLS) satisfont formellement
la conservation de la masse et du Hamiltonien

(1) M(u,t) = /R2 lu(t, z)|*de = M(up) et
) H(ut) = /R (IVult.2)? + Fy(u(t,))) da = H(ug).
3) Fy(u) = - dps (VAT ) -

Rappelons aussi que les questions d’existence globale et de scattering pour ce probléme de Cauchy
ont été traitées dans [19, 8, 27|, a la fois dans les cas sous-critique et critique. Ici la notion de
criticalité dépend de la taille du Hamiltonien H(ug) par rapport a 1. Plus précisément, le probléme
de Cauchy concerné est dit sous-critique si H(up) < 1, critique si H(ug) = 1 et supercritique si
H(Uo) > 1.

En désignant par
W174(R2) = {f S Sl(Rz), Hf||L4(R2) + ||Vf||L4(R2) < OO} R
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il vient en vertu des résultats cités ci-dessus que les solutions de (NLS) dans les cas sous-critique
et critique appartiennent a I'espace fonctionnel C(R, H!(R?)) N L*(R, W14(R?)).

Dans ce travail, nous abordons la question de 1'étude qualitative des solutions de (NLS) : basée

sur les décompositions en profils, ’approche qu’on a adoptée consiste & comparer des suites de
solutions des équations de Schrédinger linéaire et non linéaire issues de la méme suite de données
de Cauchy, moyennant un terme de reste petit a la fois en norme de Strichartz et d’Orlicz. La
norme de Strichartz dont il est question ici est définie comme suit :

(4) [vllsr) = (lollLs@a@e) + [VUllLae @) -
Celle d’Orlicz, en étroite relation avec I'inégalité de Trudinger-Moser (voir [1, 36, 39, 40, 43]) :
(5) sup / (e‘”lu(m)l2 —1)dz =k < 0,

”uHHl(]R?)Sl R2
est spécifique au cadre exponentiel et intervient dans notre travail & travers 'injection de Sobolev
critique :

1
(6) [ull o r2y < E”UHHl(Rz)v

ot L% (R?) désignant espace d’Orlicz associé a la fonction ¢,, est muni de la norme :

. u(x
(7) llwll o r2) zlnf{)\>0, / ¢p(7| ( ”)da:ﬁm}-
R2 A
Une vaste série de travaux s’est attachée a étudier les espaces d’Orlicz (pour une présentation
compléte, nous renvoyons le lecteur & [38]). Ici, on va se limiter a rappeler qu’une fonction mesurable
u : R? — C appartient a L% (R?), s'il existe A > 0 telle que

/RQ qsp('“&x)) dz < 0.

Il est également important de souligner que l'inégalité de Trudinger-Moser (5) est optimale, dans
le sens ou si 8 > 4, alors

sup / (eﬁ‘“(a")l2 — 1) dr = 00.
R2

Hu”Hl(R2)S1

Cependant, si « € [0,47[ et ¢ > 2, alors il existe une constante C(c, q) telle que
(8) / eolu@l? lu(z)|?dx < C(a, q)/ lu(z)|? dx, Vu € H'(R?) satisfaisant || Vu[p2re) < 1.
R2 R2

L’inégalité (8), qui explose lorsqu’on fait tendre « vers 47 (pour une preuve de ce fait, consulter
par exemple [5, 32, 33]), illustre le fait que le facteur exponentiel n’est pertinent que pour la valeur
47. Pour conclure cet apercu général sur les inégalités de type Trudinger-Moser, notons que dans
[8] les auteurs ont établi, pour la valeur a = 47 + € (e assez petit), une estimation similaire & (8)
pour toute fonction u dans H'(R?) vérifiant || Vu||r2gz2) < 1et [ull o, gey < (1= 6)/V4w- Ce type
d’estimation qui tient compte de la taille de la norme d’Orlicz s’est avéré trés utile dans notre
propos.

L’analyse que nous avons menée dans ce travail met en évidence le fait que 'effet non linéaire
dans le cadre d’une non linéarité & croissance exponentielle ne provient que de la composante
1-oscillante de la suite des données de Cauchy, ce qui correspond en gros a la troncature en
fréquences de taille 1 de la suite des données initiales (pour une définition plus précise de cette
notion, consulter la référence [24] ou Définition 2.7 dans ce texte). Ce phénomeéne est complétement
différent de ceux obtenus dans le cadre des équations semi-linéaires dispersives critiques, o toutes
les composantes oscillantes créent le méme effet non linéaire, & un changement d’échelle prés. Par
ailleurs comme on le verra par la suite, cet effet est produit a la fois dans les cas sous-critique et
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critique, ce qui relance le débat dans I'analyse des solutions des équations semi-linéaires dispersives
sous-critiques entreprises par exemple dans [25], pour des suites sans composante 1-oscillante.

Les théorémes de structure ont fait leur apparition dans le cadre elliptique dans les travaux
de H. Brézis et J.- M. Coron dans [15] et M. Struwe dans [42], puis dans le cadre des équations
d’évolution non linéaires dans les travaux de H. Bahouri et P. Gérard dans [4] et F. Merle et L.
Vega dans [35]. Mais c’est depuis le remarquable résultat de C. E. Kenig et F. Merle dans [29],
que les techniques de décomposition en profils ont été utilisées dans ’objectif d’étudier ’éventuelle
explosion des solutions, leur existence globale ou leur complétude asymptotique : entre autres, on
peut mentionner [2, 10, 11, 12, 14, 20, 21, 22, 23, 29, 30, 34, 41].

Pour mener a bien 1’étude qualitative des solutions de 1’équation de Schrédinger non linéaire
(NLS), on a été amené a développer une décomposition en profils des suites de solutions de 1’équa-
tion de Schrodinger linéaire, moyennant un terme de reste petit a la fois en norme de Strichartz
et d’Orlicz. 11 s’est avéré que méme dans le cas linéaire, la composante 1-oscillante joue un role
distingué. En fait, la composante 1-oscillante engendre un seul type d’éléments dont les normes
de Strichartz et d’Orlicz sont toutes les deux significatives, tandis que la composante étrangére a
Iéchelle 1, qui est en gros constituée des basses et hautes fréquences de la suite des données ini-
tiales (voir [24] ou Définition 2.7 plus loin pour une introduction a cette notion), donne naissance
a deux types d’éléments trés différents. Pour le premier type, il n’y a que la norme de Strichartz
qui est significative et inversement, pour le second type, il n’y a que la norme d’Orlicz qui est
significative. Un des arguments clefs de cette sorte d’orthogonalité entre les normes d’Orlicz et
de Strichartz pour I’évolution de la composante étrangére a I’échelle 1 repose sur des estimations
précisées faisant intervenir les espaces de Bourgain introduits dans [17].

Rappelons que depuis les travaux [15, 42, 4, 35], les décompositions en profils sont utilisées avec
beaucoup de succés dans des contextes trés variés, mais toujours relevant de problémes invariants
par scaling. Dans ce travail, on est confronté a des équations sans invariances par scaling ot deux
normes distinctes jouent un role crucial. Comme il ’a été souligné ci-dessus, deux types d’éléments
interviennent dans notre analyse. Ces éléments ont en fait des comportements trés différents dans
lespace des fréquences : le premier type est localisé en fréquences alors que le second est étalé (voir
[7, 9] pour plus de détails). La majeure difficulté dans ce travail a été de développer une stratégie
permettant d’extraire des éléments de natures trés différentes.

2. RESULTATS ET IDEES DE PREUVE

2.1. Enoncé du résultat linéaire. Comme mentionné ci-dessus, pour étudier le comportement
des solutions de 'équation de Schrédinger non linéaire (NLS), on a été amené a établir un théoréme
de structure pour ’équation de Schrédinger linéaire, moyennant un terme de reste petit a la fois
en norme de Strichartz et d’Orlicz. Il est bien connu que les solutions de ’équation de Schrodinger
linéaire :
(S) iOw+Av=0 in Rt xR?
Vj—o = vo € H'(R?),
satisfont la conservation de la masse et de ’énergie

9) Mo(v,t) = [[u(t, )22y = lvollZ2 g2y = Mo(vo) ,

(10) Eo(v,t) = [IVu(t, |22 @2y = [VvollZ2gz) = Eo(vo) ,

et pour ¢ # 0 I'inégalité dispersive

1
(11) lo(t, )| Lo m2y S i [voll 1 (2) -
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En combinant les estimations (9) et (11) conjointement avec l'interpolation entre les espaces de
Lebesgue L?(R?), on déduit que

1
(12) VE#0, Vg€ [2,00], [Jvt,)|Lawe) S WHUOHLQ’(R?‘)’

ou ¢’ désigne I'exposant conjugué de ¢, défini par :
1 1 . 1
-+ =1, avec la convention — =0-
qa q 00

L’argument fonctionnel TT* (pour une présentation de cet argument, consulter par exemple Cha-
pitre 8 dans [3]) permet alors d’obtenir les estimations suivantes appelées estimations de Strichartz
(voir [18]) :

Proposition 2.1. Soient (q,r) et (§,7) deux couples de Strichartz, i.e.,
1 1 1 1 1
(13) 2<rf<oo e —+-=—-+==_"
q r qg 1 2
1l existe une constante C > 0 telle que si v est la solution du probléme de Cauchy
10w + Av = G(t, x),
V=0 = vo € H'(R?),
alors pour m € {0,1}
(14) V™ 0| o, 1 (r2)) < c(||vmv0||L2(R2) + \|va||Lq/(R7L;/(R2))) .

L’approche qu’on a adoptée dans ce travail pour atteindre notre objectif est basée sur les décom-
positions en profils. La nouveauté ici réside dans le fait que I’étude du comportement des solutions
se fait a la fois dans le cadre des normes de Strichartz et d’Orlicz.

Pour formuler notre théoréme de maniére claire, commencons par introduire quelques objets
comme dans [5, 6, 9, 13] ou le défaut de compacité de l'injection de Sobolev (6) a été caractérisé.

Définition 2.2. On appellera échelle toute suite a := (o, )n>0 de nombres réels positifs tendant
vers l'infini et par profil toute fonction ¢ appartenant a I’ensemble

P = { )€ AR e *ds); ¢ € LA(R) and ¥j_so =0 } :

Deux échelles o, 8 seront dites orthogonales si |log (8, /ax) | 0.

Le résultant linéaire qu’on a obtenu s’énonce comme suit :

Théoréme 2.3. Soit (vy,)n>0 une suite de solutions de l’équation de Schrodinger linéaire (S) issues
de (pn)n>0, 0U (Pn)n>0 est une suite bornée de H}, ,(R?). Il existe alors une suite (gp(k))kzo de

fonctions dans L2 ,;(R?), une suite de profils (y1));>1 dans P, une suite d’échelles (a1));>1 dans

le sens de la définition 2.2, une suite ((h%k))neN)kzo de suites de nombres réels positifs, et deux
suites réelles ((tgf))neN)jzl et ((E;k))neN)kzo tels que

(15) YV j # 1, ‘log(ag)/agf))‘ "3 50 ou bien o) = o et 0 — a € [—00,400],
2 ay

avec dans le cas ot a €0, +oo[ YU)(s) ou @ (s) nulle pour s < a,

\Z(k) - “(m)l
log (h;k)/h;ﬂﬂ” BT b

(16) pour tout k # m, h(k)Q
n

— o0, quand n — 00,
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et, quitte & extraire une sous-suite, on a pour tout £ > 11

1 :

N — -1 it—t, A (k) [ __

(17) vnlt,) > (D)t e v ( (k))
hn ha,

¢ (4)
Qn i(t—t() ; —10g||
b A s )Aw(“< ELD) oo,
j=1 Qo
avec lim sup ||r£f)||Lw(R7L¢p)nST(R) =0,
n— oo

De plus, on a les estimations de stabilité suivantes lorsque n tend vers linfini
(18)  Mo(va)= Y D) ' oWlfaeey + D o™ T2y + I8 () 72ge) + (1)
keT¢(1) keAl (1)
et
Eo(va) = > VD) e® @yt Y. 6P 122 @

kelf(1) keA§(1)
(19)

4
N/
+ 3 Y e gy + Eolrl)) + o(1),
j=1
ot on a noté T¢(1) = {k € {0,....00 /R = 1}, AL(1) = {k e {1,...,00 /P "= o} et

A1) = {k € {1,...,6}/h51k) ey oo}, et désigné par 1 la suite dont tous les termes sont

égaux au nombre réel 1.

Remarques 2.4.
— Dans ce qui suit, on va considérer les notations suivantes :

()
G (4 ) — 4] O it—tHA () —log| - |
(20) g(t,) =\ S e WO (=25 e

1 . s .
(k) D) — -1 _ = jit—=ty A (k) (" Y.
(21) £ = (D) e ()
— En désignant par
(4) 1
0 () 1= [ 2 0 (= Og|91’|)
il est important de rappeler que la suite (wﬁlj ))nGN appelée généralisation de 'exemple de
Moser illustre le défaut de compacité de l'injection de Sobolev (6) et vérifie (pour une preuve
de cette propriété, voir Proposition 1.15 dans [5]) :
1 [ (s)]

(22) lim [jw e 2y = max .

n— 00 VAamr s>0 \/E

— Rappelons aussi que ’exemple de Moser introduit dans [36] est défini par :

) =3 17

ou
0 si s <0,

L(s) = s si 0<s<1,

1 si s>1

1. On a utilisé la notation classique (D) = (1 + |D|2)%
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et (an)n>0 est une suite de nombres réels positifs tendant vers l'infini. Conformément a
Pestimation (22), il est facile de voir que :

. 1
JimJwnll pop 2y = T

Il est également connu que I'exemple de Moser est la fonction d’énergie minimale qui vaut
Vag /21 sur le disque D(0,e"*") et qui s’annule en dehors du disque unité (voir par
exemple [26]). Cette remarque a joué un role crucial dans [6] ou le défaut de compacité de
I'injection de Sobolev (6) a été décrit dans le cas général, en utilisant des arguments de
capacité.

En fait, depuis les travaux de P.-L. Lions dans [32, 33|, on sait que le défaut de compacité de

Pinjection de Sobolev (6) est di a deux phénoménes. Le premier est de type concentration

comme le montre 'exemple de la suite (wﬁl ))nGN définie ci-dessus. Le second est un défaut

de compacité a l'infini : un exemple typique est donné par f,(z) := f(z — x,,), ou f est une

fonction non nulle appartenant a l'espace D(R?) et (x,),>0 est une suite de points de R?

vérifiant ||z, | "= oo.

Soulignons qu’il a été établi dans [7] que les éléments wi et fn définis ci-dessus sont de
natures trés différentes : le premier type d’éléments est étalé en fréquences alors que le second
type est 1-oscillant, donc localisé en fréquences. Ceci entraine facilement que la composante
1-oscillante ne génére que des éléments du second type avec (hslk))neN = 1 et donc avec a la
fois des normes de Strichartz et d’Orlicz significatives.

Par exemple, il a été démontré dans [7] que 'exemple de Moser rappelé ci-dessus s’écrit sous
la forme :

W) = G (2) + 1a(a),

avec ||t || 12y =5 0 et

27 1 log|§\
za:f d
@) = 52 o /R iR )5’

ott ¢(n) = 1p,17(n), ce qui montre que le spectre de w, est étalé dans le disque centré a

l'origine et de rayon e*~

Contrairement au cas de la composante 1-oscillante, la composante étrangére a ’échelle 1

donne lieu aux deux types d’éléments g(] et fy(Lk) définis respectivement par les formules (20)
et (21), avec une forme d’orthogonalité comme lillustrent les deux propositions suivantes :

Proposition 2.5. Avec les notations ci-dessus, on a pour tout j dans N

n—,oo

||g(J)HST(R) =0 Hg(J)HLOO(R,L¢p(R2)) R 1.

Proposition 2.6. En désignant par A*(1) = A’ (1) UA§(1), on a dans le cas ou hE appar-
tient a A*(1)

n—oo

k k
Hf7(z )HST(R) Z 1 et va(z )HLOC(]R7L4’P(R2)) — 0.
Notons que la proposition 2.6 s’obtient par des calculs ¢lémentaires, tandis que la preuve de
la proposition 2.5 est plus difficile. En effet comme ||Vg7({)(t7(f), Nzzmey 2 1, le résultat ne
découle pas de l’estimation de Strichartz classique (14). Pour surmonter cette difficulté, on a

(J)(t(J) )

couplé la propriété d’étalement spectral de g rappelé ci-dessus avec I'estimation de

Strichartz précisée suivante établie dans [16, 17, 37] :

12

[Vmeit & X0y Vr27 et me{0,1};

avec
4/r 1/4

ile = (3 3255 [191)

j=—00 TEC;
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ou 7 désigne un carré de coté 27 et C; un correspondant réseau du plan.
— En fait, grace a l'estimation précisée suivante démontrée dans [35] :

1-r/2
T 1 1/r
(25) 191 S 1l s | 500 2 (555 [ 111 dor1<r<2,
J,T€EC; 2% J;

Proposition 2.5 se déduit facilement de la propriété d’étalement spectral qui entraine que

(26) ||Vg£j)(t§3)7')||sg (®R2) 0, lorsque n — oo,

ou BQO’OO(RQ) désigne 1’espace de Besov homogene (voir par exemple Chapitre 2 dans [3] pour
plus de détails sur les espaces de Besov et les travaux |7, 24| pour une preuve de I’estimation
(26)).

— Observons également que l'interaction entre les différents éléments intervenant dans la décom-
position (17) est négligeable. Tout d’abord, les conditions d’orthogonalité (15) et (16) assurent
par des arguments classiques que deux éléments de méme type n’interagissent presque pas.
D’autre part, comme les éléments fflk) sont localisés en fréquences tandis que les éléments g%j )

sont étalés, on obtient facilement

n—oo

sup (£ (¢,) | 9 (8 ) b1 ey =50,
teR
pour tous entiers k et j, ce qui achéve la preuve du résultat désiré.

2.2. Enoncé du résultat non linéaire. Le résultat non linéaire qu’on a établi dans ce travail
met en lumiére le fait que 'effet non linéaire ne provient que de la composante 1-oscillante. Pour
introduire clairement notre théoréme, on va commencer par rappeler les notions de (hy,)-oscillante
et d’étrangére a 1’échelle (h,,) introduites par P. Gérard dans [24] :

Définition 2.7. Soit f := (fn)n>0 une suite bornée de L*(R?) et h := (h,)n>0 une suite de
nombres réels positifs
— La suite f est dite h-oscillante si

(27) limsup ( RGN NG df) =3
n—+00 hnl€l< % hnlé|2R
— La suite f est dite étrangére a ’échelle h si pour tous réels b > a > 0,
(25) [ P,
a<hn|§|<b

Remarque 2.8. Il est facile de voir qu'une suite (fy,)n>0 €st (hy,)n>0-0scillante si, moyennant un
terme arbitrairement petit dans L?(R?), elle est localisée en fréquences dans une couronne de taille
1/hy, > et qu’elle est étrangére & (hy,),>0 si ce n’est pas le cas.

Notre résultat non linéaire se formule comme suit :

Théoréme 2.9. Soit (u,)n>0 une suite de solutions de l’équation de Schrodinger non linéaire
(NLS) issues de (¢n)n>0, 0U (pn)n>0 est une suite bornée de H} ,(R?) satisfaisant H(py,) < 1.
Supposons que la suite ((D)pn)n>0 n'est pas étrangére & I’échelle 1, dans le sens de la définition 2.7.
Alors, avec les notations du Théoréme 2.3, on a pour tout £ > 1

14
(29) un(tv') = Zgg)(tv')‘i’ Z fr(zk)(ta) + Z Uk(tfazk)a') +,f<nZ)(tv')a

keAf(1) kelt(1)

2. ou u désigne la transformée de u définie par u(§) = / e 1Ty () da .
R2
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ot A*(1) = A§(1) U AL (1), ou 97(13') et fflk) sont respectivement définies par (20) et (21), ou O
vérifie
(30) limsup 7 — e*AriP (0, )l .ot @2ynsra = 0,

n—oo

ot Uy désigne la solution de (NLS) issue de la limite faible de (¢n)n>0 €t o@ pour k > 1 dans
(1), Uy désigne la solution de (NLS) satisfaisant

(31) ||Uk(s, ) _ eisA<D>71 Sa(k)HHl(]R?) s—ioo O, si %Lk) ni)}o too .

Remarques 2.10.

— L’existence et l'unicité des solutions Uy, vérifiant estimation asymptotique (31) sont assurés
par les résultats de scattering obtenus dans [8] et [27].

— Le point clef dans Théoréme 2.9 se base sur la propriété suivante

~ 0 1
; J =
(32) hrrgsolip ” jz::lgn HLOO(]R,L“’F(]RQ)) < \/E’
pour tout entier ¢ > 1. Cette propriété cruciale découle de la Proposition 2.6, de I’estimation
de stabilité (19) et des hypotheéses H(p,) <1 et ((D)@n)n>0 étrangére a 1’échelle 1.

— Théoréme 2.9 montre que la composante 1l-oscillante de la suite des données de Cauchy
engendre un effet non linéaire méme dans le cas sous-critique. Le probléme d’analyse des
solutions des équations semi-linéaires dispersives sous-critiques se pose alors.

— Notons que notre résultat est complétement différent de ceux obtenus dans le cadre des équa-
tions semi-linéaires dispersives critiques, ou toutes les composantes oscillantes créent le méme
effet non linéaire, & un changement d’échelle prés.

— Observons que le cas p = 1 n’est pas traité dans ce travail. En fait, notre analyse repose
entre autres sur la compacité de l'injection de Sobolev de H}, ,(R?) dans I'espace de Lebesgue
L4(R?), pour 2 < ¢ < oo.

2.3. Idées des preuves.

2.4. Schéma de preuve du théoréme linéaire. Comme souligné ci-dessus, la difficulté princi-
pale provient de la différence du comportement des éléments responsables du défaut de compacité
de Vinjection de Sobolev (6) dans l'espace des fréquences : un premier type d’éléments qui est
1-oscillant, comme le montre 'exemple f,(z) := f(z — ), avec ||z,| "=3 oo, et un second type
@ —log |z
d’éléments qui est étalé en fréquences comme 1'illustre I’exemple de Moser 2—" L(ﬁ) défini
\V 27 Qn
ci-dessus et dont les propriétés spectrales ont été étudiées dans [7].

Pour surmonter cette difficulté, on a développé une stratégie pour extraire ces éléments qui
sont complétement différents. Pour ce faire, on a commencé (conformément & la proposition 2.5
dans [24]) par décomposer la suite de données de Cauchy en trois parties : sa limite faible, sa
composante 1-oscillante et un terme de reste qui est étranger a 1’échelle 1. Par la suite, pour
établir Théoréme 2.3, on a traité séparément 1’évolution de chaque partie sous le flot de ’équation
de Schridinger. Et enfin, on a regroupé les différentes décompositions.

Le point clef pour étudier la suite des solutions de I’équation de Schrédinger non linéaire (S)
associées a la composante 1-oscillante consiste & démontrer que le reste dans les décompositions
dans les cadres des normes de Strichartz et d’Orlicz coincident. Il s’agit pour cette partie de montrer
que le reste donné par le Théoréme 2 de F. Merle et L. Vega dans [35] et dont la norme de Strichartz
tend vers zéro, tend également vers zéro dans l'espace d’Orlicz lorsque la donnée de Cauchy est
1-oscillante. Pour ce faire, on a tiré profit de I’estimation radiale suivante valable pour 2 < g < oo
(pour une preuve détaillée, on peut par exemple consulter [5])

C 2/(q+2 2/(q+2
(33) u(@)| < ey Tl IVl 226

avec r = |z|, ainsi que des propriétés du reste obtenu dans [35].
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Mais, contrairement au cas de la composante 1-oscillante, I’étude de la suite des solutions de (S)
engendrées par la composante étrangére a 1’ échelle 1 donne lieu & deux décompositions distinctes.
Celle dans le cadre de la norme d’Orlicz est basée sur le fait qu’on a affaire pour cette partie 4 une
suite convergeant vers zéro dans L™ (R, L?(R?)).

Pour conclure la preuve du résultat linéaire en regroupant les deux décompositions, on a été
amené & mettre en lumiére une sorte d’orthogonalité entre les normes de Strichartz et d’Orlicz
pour I’évolution de la composante étrangére a 1’ échelle 1, dans le sens des propositions 2.5 et 2.6.

2.5. Schéma de preuve du théoréme non linéaire. Les estimations de stabilité interviennent
de maniére cruciale dans la preuve du Théoréme 2.9 en permettant de se ramener & un nombre fini
ap,(€) | ~(£)

+

Ty’ , avec

u? O (¢ Zg(J) )+ Z FE @) + Z Up(t — 9.,

¢ d’éléments. En écrivant u,, = u,

keAt(1) kert(1)
on vérifie facilement que (2 o + A) G(Z) ol
GO(t,) = flun(t,)) = Y fUE—TP,-).
kel¢(1)
=0

Donc sur tout intervalle [0, T, le terme de reste T’ prend la forme :
t
T0(t,) — e 2e0(0,) = e A(F) — )0, ) — l/ ITIRG (s, )ds
0

Gréace des arguments de continuité ainsi que le fait que H(Ar{nf) - 1r£f))(07 N e w2y "Z3° 0 qui découle
de Pestimation asymptotique (31), il suffit alors de montrer que pour T' assez petit
(34) IGNs7- o, =5 0,
ou ST*([0,T)) désigne le dual de la norme de Strichartz (4).
Pour atteindre notre objectif, on a décomposé le terme source en trois parties comme suit :
GO =GO 4 £(u2p0) }7(1@) + Rap: ()

avec
GO = f(y2P0) Z F(U(- =19 ) et

keT¢(1)

LD = (@ O - 6P O)R).

n
En fait, on a
IG5+ m) =5 0.
Cette propriété est démontrée en partitionnant I’ensemble des réels R comme suit :
={|t - th) < A} pour k e T(1) et J* = {|t — T > A VE € r‘(1)},

ou A est un nombre réel convenablement choisi. Le choix de cette partition est motivée par le

fait qu’en vertu des résultats de scattering, le terme f(Ug(- — %5{“), -)) est uniquement pertinent sur
I'intervalle I{!. Cette information combinée avec (8) et (32) permet de conclure la démonstration
du résultat grace a des inégalités de type Trudinger-Moser.

Enfin par des arguments similaires, on montre que pour 71" assez petit et n assez grand, on a
£z OV ED 57 10,17y < 0(1) + el (2, ) = €228 (0, )| Loe 0,17, 1) 570,77 €t
i 1 i
IR O) |57+ (po,27) < o(1) +[[F — 220 (0, )||5J%z 0,77) +l[F (8, ) — e i, T o778 »

ol ¢ est une petite constante pour n assez grand, ce qui achéve la preuve du théoréme par des
arguments standards.
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