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Séminaire Laurent-Schwartz — EDP et applications
Institut des hautes études scientifiques, 2013-2014
Exposé n° XX, 1-11

DISPERSION POUR L’EQUATION DE SCHRODINGER 1-D AVEC
PLUSIEURS POTENTIELS DE DIRAC

VALERIA BANICA

RESUME. Ce texte présente les résultats obtenus dans [BI11, BI14] en collaboration avec
Liviu Ignat sur la représentation et les propriétés de dispersion de la solution de 1’équation
linéaire de Schrodinger sur certains graphes métriques. Le cas de ’équation de Schrodinger
sur la droite avec plusieurs potentiels de Dirac découle comme cas particulier.

1. INTRODUCTION

1.1. Historique du probléme. Comme nous allons le voir plus tard, le cas de I’équation de
Schrédinger sur la droite avec plusieurs potentiels de Dirac est un cas particulier de 1’équa-
tion de Schrodinger sur un graphe métrique. Nos articles [BI11, BI14] traitent 1’équation de
Schrodinger dans ce cadre plus général, que nous allons présenter d’abord.*

La motivation de I’étude de I’équation de Schrodinger sur des réseaux vient en partie de
la nanotechnologie, des cables quantiques qui ont deux dimensions réduites & quelques nano-
meétres. Le plus simple modéle de conduction & travers un réseau quantique est un hamiltonien
sur un graphe planaire. Les réseaux quantiques sont modélisés par le laplacien avec condi-
tions de transmission de type Kirchhoff. Plus généralement, les opérateurs différentiels sur
les graphes métriques apparaissent dans une grande variété d’applications : nanostructures de
carbone, cristaux photoniques, guides d’ondes quantiques, chaos quantique etc.

Par graphe métrique on entend une collection de sommets et d’arétes paramétrées. Une
aréte e est ainsi identifiée & un intervalle I, = [0, a.] si 'aréte est finie de longueur a., et a
I. = [0, 00] sinon. Une fonction u sur I' est donnée par une collection de fonctions u, : I. — R,
qui représentent ses restrictions aux arétes paramétrées par des intervalles I, de R. Les espaces
d’intégrations usuels LP(T"), H*(T") sont définis en imposant que chaque restriction u, appartient
a l'espace correspondant sur I.. Il existe plusieurs extensions auto-adjointes du laplacien, qui
agit simplement comme 9?2 sur chaque aréte, en fonction des conditions de transmission qu’on
impose aux sommets. Une condition trés connue est celle de Kirchhoff, de continuité et de
somme des dérivées premiéres nulle en chaque sommet. Pour simplifier la présentation de ces
conditions, nous allons considérer le cas simple d’un graphe étoilé, avec un seul sommet duquel
partent n arétes. Les conditions de Kirchhoff au sommet sont

U (0) = =, (0), 3wl (0)=0.

1<i<n

Une classe plus grande de conditions est celle d’interactions type delta,

Ue, (0) = -+ = e, (0), Y, (0) = au, (0),

1. Les articles [BI11, BI14] ont été partiellement financés par les projets ANR "R.A.S." ANR-08-JCJC-0124-
01 et "SchEq" ANR-12-JS01-0005-01 et par le projet LEA Franco-Roumain Math-Mode.
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ol a € R désigne 'intensité de I'interaction. Plus généralement, les extensions auto-adjointes
du laplacien sont données par des condition du type

Au(0) + Bu'(0) =0, rank(AB)=n, A'B=B'A.

Il existe une trés vaste littérature sur 1’étude des propriétés spectrales des opérateurs de
Schrodinger (par exemple [Kuc04, Kuc05, Kuc08, KS06, GS06, Exnll]|). Au sein de cette
communauté on considérait jusqu’a il y a cinq ans comme perspective ouverte ’étude de
I’équation de Schrédinger non-linéaire sur un graphe I' :

{ iuy + Aru £ |ufPu =0,

u(0) = uyg.

Et ce n’est que depuis peu d’années que des résultats ont paru dans cette direction. Nous allons
les décrire dans la suite.
Un des premiers résultats, [Ignl0], donne la dispersion des solutions de 1’équation linéaire

i C
le mrUOHLO@(F) < W||UOHL1(F)5 t#0,

qui est un outil de base pour la compréhension de I’équation non-linéaire. Ce résultat est sous
I’hypothése des arbres réguliers : méme nombre d’arétes, ayant de plus la méme longueur,
émergeant de chaque sommet d’une génération. Cette structure permet dans |[Ignl0] de se
réduire a I’équation de Schrodinger sur la droite avec un laplacien a coeflicient une fonction
en escalier. Ce cadre laminaire est celui de [BanO3| ou la dispersion avait été démontrée,
permettant ainsi de la transcrire sur le graphe.

Une analyse détaillée est faite dans [CH10] sur 1’'équation linéaire et celle cubique avec des
conditions de Kirchhoff, pour de données initiales et des graphes sujets a certaines symmétries
qui permettent une réduction a I’équation de Schrédinger sur la demi-droite avec certaines
conditions au bord.

Dans [AMAN12] la dispersion est démontrée pour ’équation de Schrédinger avec un poten-
tiel sur un arbre étoilé avec conditions Kirchhoff. Dans ce cas d’arbre étoilé 'approche consiste
a une réduction & un systéme d’équations sur R.

Enfin, nous rappelons la série d’articles [ACFN11, ACFD12, ACFN13, ACFN12, ACFN14,
AST14| concernant l'existence et les propriétés des états fondamentaux sur les graphes ainsi
que la description de la propagation des solitons pour I’équation cubique sur un graphe étoilé,
avec conditions de type 6.

1.2. Résultats obtenus dans [BI11, BI14|. Usuellement I'inégalité de dispersion est obtenue
a l'aide de 'analyse de Fourier, mais sur des graphe il n’y a pas en général une telle analyse.
Néanmoins, nous avons trouvé dans [BI11, BI14| une fagon d’écrire la résolvante du laplacien
avec conditions de transmission de type d qui nous permet de déduire la dispersion.

Notre cadre est celui des arbre & nombre fini de sommets, sans cycles, avec au moins deux
arétes émergeant de chaque sommet.

Dans notre premier article [BI11] nous avons considéré le cas des conditions Kirchhoff aux
sommets, et nous avons obtenu le résultat suivant.

Théoréme 1.1. La solution de l’équation de Schrodinger linéaire sur un arbre avec conditions
Kirchhoff aux sommets est de la forme

eimruo(x) = Z A eior(z)/t uo(y) dy,

A\/mh
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Exp. n°® XX— Dispersion pour l’égquation de Schrédinger 1-D avec plusieurs potentiels de Dirac

avec ¢ (z,y) € R, Iy € {Ic}eck, 2y lan| < oo. Elle satisfait l’inégalité de dispersion
.
vau

Ensuite, dans [BI14], nous avons abordé le cas plus général de conditions de type d, qui s’est
avéré plus délicat. Nous ne disposons plus d’une représentation de la solution comme dans le
cas Kirchhoff, mais nous obtenons toujours la dispersion. Pour présenter notre résultat dans
toute sa généralité, nous avons besoin d’introduire quelques notations.

Soit I' = I'), un arbre & p sommets, sans cycles, avec au moins deux arétes émergeant de
chaque sommet, avec conditions aux sommets de type ¢ d’intensités aj,1 < j < p. Nous
pouvons regarder 'arbre I', comme étant obtenu a partir d’un arbre I',_; avec p — 1 sommets,
auquel on a greffé un nouveau p®™° sommet vy avec condition type 0 d’intensité oy, sur une aréte
infinie, & distance a,—; du sommet v, de I',—;. On définit la fonction f,(w) = det Dp(w),
ou det Dy(w) est déterminé par les formules de récurrence (10) en fonction des longueurs des
arétes finies et des intensités dans les sommets.

Enfin, nous rappelons que dans la présence d’intensités négatives, des valeurs propres posi-
tives du laplacien peuvent apparaitre, mais elles seront qu’un nombre fini, au plus p.

™A g | oo ry < lwollpr(ry, t# 0.

Théoréme 1.2. Si
(1) B f(w)jwmo # 0,

alors la solution de l’équation de Schrodinger linéaire sur un arbre avec conditions de type &
aux sommets satisfait 'inégalité de dispersion

; C
A
1€"2T Pug || oo (ry < ﬁHUOHLl(F)v t#0,
ot P est le projecteur spectral en dehors du spectre discret du laplacien.
Dans le cas ou toutes les intensités sont positives, la condition (1) est vérifiée et la solution
de l’équation de Schridinger linéaire satisfait l'inégalité de dispersion

@

”eitAFuOHLoo(r) < |t|

luoll L1y, t # 0.

Au vu de la forme explicite de fp(w), la condition (1) est vérifiée génériquement. Typique-
ment, la seule situation & éviter pour le cas d’arbre avec 2 sommets ayant chacun deux arétes
émergentes est celle lorsque la distance a entre les sommets vérifie a = —%, ce qui est
précisément la situation de présence de zéro résonances.

Dans la deuxiéme section de ce texte nous allons donner une esquisse des preuves de ces

deux théorémes.

1.3. Un cas particulier : I’équation sur la droits avec plusieurs potentiels de Di-
rac. Les propriétés spectrales du laplacien avec plusieurs potentiels de type Dirac ont été
intensément étudiées ; nous renvoyons le lecteur au livre [AGHKHO05]. L’équation de Schrodin-
ger linéaire avec des potentiels de type Dirac a été aussi considérée depuis plusieurs dizaines
d’années dans le cas d’un seul potentiel de Dirac [GS86, Man89, AS05, DH09|, ou de deux
potentiels de Dirac symétriques ou sous certaines conditions [KS10, APF14]. En particulier,
dans ces cas la dispersion a été démontrée. Dans le cas de plusieurs potentiels de Dirac seule-
ment une version faible de la dispersion a été mise en évidence dans [DMW11]. Enfin, notons
qu’en ce qui concerne I’équation de Schrodinger non-linéaire, dans le cas d’un seul potentiel
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de Dirac, des résultats ont été obtenus sur I'existence et les propriétés des états fondamen-
taux [FJ08, FOO08, LCFFT08, ANV13, AN14|, et sur la dynamique en temps des solitons
[HMZ07a, HZ07, HMZ07b, DHO09].

Nous remarquons que le cadre de I’équation de Schrédinger sur la droite en présence de p
potentiels de type Dirac d’intensités «;,1 < j < p revient au cas d’'un arbre I' avec p som-
mets, sans cycles, avec deux arétes émergeant de chaque sommet et avec conditions de type
d’intensités a;, 1 < j < p. Effectivement, en prenant p = 1 pour simplifier, d'une fonction

fe{feH D), f1(0) = f2(0), f1(0) + f3(0) = a1 f1(0)}

on obtient, en posant g(x) = fi(—z)ly<o + f2(z)1z>0, une fonction

g € {H*[R*),9(0%) = g(07),4'(07) — ¢'(07) = arg(0)}.
Soit p € N, —oo < 21 < --- < x, < 00 et H le laplacien sur la droite avec p potentiels de
Dirac localisés aux points z; et d’intensités oj € R :

p
H=A- Zajé(:c — ;).
j=1

Nous notons f(w) = f,(w) ot la fonction fj,(w) est construite de la maniére récurrente suivante

2wtay w(xp—x o - - 2w+ o
= P p—Tp—1) £ 1 P ~2w(mp—mp-1), —
fp(w) o+ a e fp-1(w) 2w+ap€ gp—1(w) |, fi(w) oo
avec g, définie de facon récurrente par
—2wta, —z,
(w) B aq (OJ) _ 2woj,{)ap - Qwiaip e lep—ap 1)gp_1((U)
& 2w+ ay’ I 1-— 2w"‘+”% e~ 2w@p—rp-1) g, 4 (w)

Avec ces notations le Théoréme 1.2 nous donne le résultat suivant.
Théoréme 1.3. 5%
(2) B f(W)jmo # 0,

alors la solution de l’équation de Schridinger linéaire sur la droite avec p potentiels de Dirac
satisfait l'inégalité de dispersion

i C
HetHPUOHLOO(R) < ﬁHUDHLl(R)a t#0,

ou P est le projecteur spectral en dehors du spectre discret de H.

Dans le cas ou toutes les intensités sont positives, la condition (2) est vérifiée et la solution

de l’équation de Schridinger linéaire satisfait l'inégalité de dispersion
e uol sy < ~clvollusey, 0.

Dans la suite nous allons donner une esquisse des preuves des Théorémes 1.1 et 1.2. Dans §2.1
nous allons présenter les principales étapes de la preuve, qui est basée sur une représentation
de la résolvante du laplacien, similaire a celle dans [Ban03]. Ensuite dans §2.2 nous allons
détailler la fagon de représenter la résolvante. Pour s’habituer avec cette approche nous allons
calculer dans §2.3 la résolvante et obtenir la dispersion dans la cas simple, déja connu, d’un
arbre avec un sommet et deux arétes, ce qui correspond au cas du laplacien sur la droite avec
un potentiel de Dirac. Pour simplifier la présentation, dans §2.4 nous allons faire la partie
essentielle du calcul de la résolvante du laplacien sur un arbre dans le cadre plus simple d’arbre
correspondant au laplacien sur le droite en présence de p potentiels de type Dirac. Enfin, dans
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Exp. n°® XX— Dispersion pour l’égquation de Schrédinger 1-D avec plusieurs potentiels de Dirac

la derniére sous-section nous reviendrons au cas d’un arbre général pour esquisser la fin des
preuves.

2. ESQUISSE DES PREUVES
2.1. Les étapes de la preuve. Nous considérons pour w > 0 et ug = Pug la résolvante
R, ,ug = (—AF + wQI)_luo.

Le calcul spectral nous permet d’écrire

. R ds
eArug(z) = lim e ((Ap — (s — ie)I) " tug — (Ar — (s + ie)I)_luo) —.
e—0 J_ um
En utilisant le fait que le spectre continu de Ar est | —00, 0] et que le spectre discret est contenu
dans ]0, co[, I'intégration se restreint a ] — oo, 0]. Par le changement de variable s = —72 nous
avons
itA . it 2, . -1 2 . —1 dr
e"lrug(z) = lim e T ((=Ap + (=72 +ie)]) tug — (—Ap — (=77 —ie)I) 'ug) —
e—0 0 1T
) © 9 dr
— 11_% ; e itT T (Ri‘i‘“—euo — R2‘€f‘g —iTeuO) E;

VT24e? 472
2

analytiquement jusqu’a l’axe imaginaire. De ce fait, nous pouvons écrire

avec T, = . Nous allons montrer d’une part que wR,ug(z) peut étre continuée

—o s

itA > —itr2 dr
(3) e"“Tug(z) = e " TRi;up(z)—.
D’autre part, nous allons montrer que 7R;;ug(z) est une somme finie de termes de type

(4) o(r) /1 wo(y) T dy,

appropriés pour obtenir I'inégalité de dispersion a travers ’estimation d’intégrale oscillante
classique

’/ efth 6”(19(7')(17' <
—00

C
=T (Igllzee +llg'llzr) -

2.2. La formule générale de la résolvante. Nous allons faire une analyse 1-D ramifiée dans
le sens suivant. Nous considérons un arbre avec un nombre fini p de sommets, sans cycles, avec
au moins deux arétes émergeant de chaque sommet, avec conditions de type ¢ d’intensités o,
1 < j < p. Sur chaque aréte paramétrée par I, ’équation de la résolvante se résout facilement
et nous obtenons pour x € I,

t
(5) Rotio(x) = c0 % 4 6 e 4 1)
w
avec
1
te(z,w) = 2/ uo(y) e_“J'I_y‘dy.
I

Les conditions de continuité de R, ug et de transmission de 0, R ,ug aux sommets d’un arbre
nous donnent le systéme d’équations des inconnues ¢, et ¢, :

(6) D(w) x (colonne des ¢, ¢) = T'(w),
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t.r(0,w) et de tor(agr,w)
w

ou la colonne des termes source 7T'(w) est une combinaison de , sil’aréte I/

est paramétrée par [0, a.]|. En résolvant ce systéme nous déduisons
det M€ (w) det M% (w) _ te(x,w)
7 R,u =——e""t —e .
@ w0 () det D(w) ‘ det D(w) ° w
ot M€ (w) est la matrice des coefficients D(w) avec la colonne des coefficients de ¢, remplacée
par la colonne T'(w). Il s’ensuit que

1 2
(8) wRyup(z) = d%eth@/ (0,w) + Z c%ethe/(ael’w)
4 le’|=
f~el’ (w) —wx fe2’ (w> —wx
i Z dei D)’ O ¢/ |=a det D) 1) H ),

ot fl(w) est le coefficient de t./(0,w) dans wM® (w), f;, (w) est le coefficient de (0, w) dans
wM®(w), et pour les arétes de longueur finie a.s, f€2, (w) est le coefficient de t./(ae,w) dans
wM® (w), fg, (w) est le coefficient de to(a.,w) dans wMC (w).

Il s’agit donc maintenant, afin de décrire la résolvante, de comprendre la matrice D(w).
Dans ce qui suit, pour simplifier la présentation, on va calculer la résolvante dans le cas le
plus simple d’arbre, avec plusieurs sommets, chacun engendrant deux arétes, avec condition de
transmission de type . Comme déja remarqué, ce cadre correspond & celui de I’équation de
Schrédinger sur la droite avec plusieurs potentiels de Dirac.

2.3. Le cas d’un arbre avec un sommet et deux arétes. Nous considérons dans cette
sous-section, pour commencer, le cas déja connu de la dispersion sur un arbre avec un sommet,
deux arétes paramétrées par [0, 00| et une condition de transmission au sommet de type § avec
intensité a;. En suivant (5), la résolvante s’écrit, pour tout z € [0, oo,
(Rouohi(a) = e + L8 (R )y (@) = gy eor 4 202D
w w
avec

L[> —w|z—
o) =5 [ )y,
Les conditions de continuité au sommet (R,u0)1(0) = (Ryu0)2(0) donne

t t
&+ 1(070‘)) =&+ 2(070‘))
w w

i

et celle de transmission au niveau de la dérivée (R,u0)}(0) + (Ruu0)5(0) = a1 (R,uo)1(0)
donne

- - - t1(0,w
—C1w + t1(0,w) — éaw + t2(0,w) = a1é1 + 1(w ).

Le systéme (6) devient alors

-1 & t2(0w)—t1(0.w)
frd w )
< 1 ﬁal > ( Co ) Z;gi tl(g7w) + wral tz(g,w)

Le déterminant de la matrice du systéme est

- 1 -1 2wt o
det Dl((.d) = det ( 1 w > m

w—+aoq
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En particulier il existe €, C' > 0 tels que pour tout w € C avec |Rw| < ¢,
(9) |det Dy (w)| = C.

Aussi, au vu de (7), la résolvante s’écrit sur une aréte, et similairement sur l'autre,

det M (w) _ ty(z,w)
R, = e T
( uO)l(J:) det Dl(w) € w
ou
] t2(0w)—t1(0) .
M (w) = w—aq t1(0,w) j_ w  t2(0w) w :
w+aq w w+aq w w+taq

Les éléments de la matrice M (w) sont uniformément bornés sur {w € C,Rw > 0}. Ceci,
avec (9), implique le fait que wR,ug peut se prolonger analytiquement jusqu’a I’axe imaginaire,
ce qui était notre premier but, en vue de pouvoir utiliser la formule spectrale (3). Il s’ensuit
aussi que

. flir) : filir) .
RiT = Z’T'ZL't 0’ e ’LT:Et 0’ t , ,
rRiruon (@) = G0 Dy im0 Gep, ¢ RO i)
avec 9
Flesy_ Fle\ 1T
i) = = Bln =

Nous retrouvons ainsi une écriture du type (4) recherchée pour avoir la dispersion. Effective-
ment, les quotients fj1 (i7)/det D1(i1), j € {1,2} sont dans L*°(R) car fj1 (iT) est bornée et
det D1 (iT) vérifie (9). Enfin, pour ces mémes raisons et le fait que les dérivées de fjl (iT) et

o
de det D;(i7) ont une décroissance d’au moins 1/72, il s’ensuit que (de{%lf(zﬂ)’, Jj € {1,2}

appartiennent a L'(R).

2.4. La formule de la résolvante pour le laplacien sur la droite avec plusieurs poten-
tiels de Dirac. Nous allons considérer maintenant le cas d’un arbre avec plusieurs sommets,
chacun engendrant deux arétes, avec condition de transmission de type d. Comme déja re-
marqué, ce cadre correspond a celui de I’équation de Schrédinger sur la droite avec plusieurs
potentiels de Dirac. Dans cette sous-section nous allons trouver une formule de récurrence pour
det D(w) définie dans (6).

Nous allons procéder par récurrence, en regardant 'arbre I', avec p sommets comme
étant obtenu a partir d'un arbre I',_; avec p — 1 sommets, auquel on a greffé un nouveau
p“™¢ sommet sur la derniére aréte infinie. Les inconnues pour la résolvante de I'_1 sont
¢1,€2,C2,...,Cp—1,Cp—1,Cp, €t pour la résolvante de I', nous avons deux de plus, ¢, sur la
derniére aréte de I',_1, devenue aréte finie pour I'y, et ¢,41 sur la nouvelle aréte infinie de I',,.
Notons ai, ..,ap—1 les longueurs des arétes internes de I',. Les conditions de continuité et de
transmission d’abord au premier sommet v, ensuite au deuxiéme v et ainsi de suite jusqu’au
dernier sommet v, donnent un systéme pour les inconnues de la résolvante de I';, en fonction
de celui pour I'j—_1 :

& 0 0 &
Cp1 Dp—1(w) 0 0 p1
_ -1 0 _
Dy(w) -1 | = w 0 Cp—1 =Tp(w),
Cp _wtop Cp
cp 0 . 0 e wWar—1 ewir—1 -1 cp
~ —wtap —wap_1 wap—1 w C
Cp+1 0 0 wta, ¢ 7 evir Ttan Cp+1
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avec
Tp-1(w)

Tp(w) = L1 00) —tp(ap-1.)

w—ap tp(apflvw) + w tp+1(07w)
wtay w wtay w

Nous remarquons que la derniére colonne de D,_1(w) est (0,..,0,—1 ¢ car Pinconnue ¢,

)
P wtap—1

n’intervient pas dans les conditions aux sommets v1,...,v,—2. Notons Dp_l(w) la matrice avec
la derniére colonne remplacée par (0, ..,0, —1, ——2—)¢
wtap—1
Nous développons la matrice du systéme par rapport aux mineurs 2 X 2 obtenus a partir de
ses deux derniéres lignes. Il y a trois tels mineurs non-triviaux. La matrice restante de Dj(w)
lorsqu’on enléve ses derniéres deux lignes et ses colonnes d’ordre 2p — 2,2p — 1 n’a que des

zéros sur sa derniére colonne. Il ne restent donc que deux termes dans le développement :

eWap—1 o _ e—Wap—1 -1
det Dp(w) = det Dp—1(w) | jwapr _w | —det Dp1(w) | —wtap —wapy _w
w+tap wtap € wtayp
2w+« Qo det D,_1(w
= fwtap et det D)1 (w) <1 — P ewapa TP 1 )>

w+ ap 2w + oy det D)1 (w)
Nous avons donc obtenu une formule de récurrence pour D,(w) faisant intervenir le quotient
%. De maniére similaire on peut développer le déterminant de Dp(w)7 qui est obtenue

a partir de Dp(w) en changeant de signe son élément présent sur sa derniére ligne et derniére
colonne :

. ewar—1 — - e -l
det Dy(w) = det Dp1(w) | pwap1 __w | —det Dp1(w) | —wtop —wap __w
w+ap w+Oép UJ+Oép
. » o det D,_1(w)
_  det D ( _(—9 wap717>
w + Oép € € D 1((4-)) ap ( w+ Oép) € det Dp—l<w)

En particulier, on obtient une formule de récurrence pour le quotient aussi,

oy —2w+ap e—2wap—1 det Dp_1(w)

det Dp(w) _ 2wdap  2wtap det Dp_1(w) det Dl(w) . aq
det D B _ _det D1 (w) " det D T 2w+ar
p(W) 1— 2(&)&—’1_7061) e~ det szi(w) 1((4)) wTa

2.5. Le cas général d’arbre. En procédant d’une maniére similaire a celle de la sous-section
précédente, nous obtenons les formules suivantes de récurrence, sur un arbre & p sommets, avec
n; > 2 arétes émergeant du sommet v;, avec condition de transmissions de type ¢ d’intensité a;,
l<j<p:

nmw+a;  det Dy (W) (1 —2)w+m

¢ 1(00) wHap 1 det Dy (w) niw + aq
det Dp(w) = Dp@ T % o e¥%=1 det Dp—l(w) (1 - (np — 2) W ap e 2wap—1 7det Dp_l(W) >7
(10) W+ ap npw + ay det Dp_1(w)
~ (np—2) wta (np—4) wtap —9wa._, det Dp_1(w)
det Dp(w) _ Zp w—+ap e Z;Lp wtayp Fem det Dz,i(w)
det D, (w (np—2) wtoy . det D, _1(w) ’
p( ) 1— W e 2wap 1W_i(w)

Pour les détails nous renvoyons le lecteur au Lemme 3.1 de [BI14].
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2.5.1. La cas des conditions Kirchhoff (a; = 0). En présence de conditions de Kirchhoff, les
formules de résolvante deviennent

~ Np =2 _opa. . det Dy 1 (w)
0,0 =y D1 = S D),
. -2 -4 _ det D .
det Dp(w) o — T €T Wﬁi det Dy(w)  ny—2
det Dp(w) B 1— np—2 e—2wap_1w " det Dl(w) - n1 )

np det Dp_1(w)
En exploitant les propriétés des transformations de type Mobius apparaissant dans la formule
de récurrence du quotient nous obtenons dans [BI11] 'existence de €, C' > 0 tels que pour tout
w € C avec |Rw| <,

(11) | det Dp(w)| > C.

Ceci nous permet d’utiliser la formule spectrale (3). Comme de plus det D), (i7) est une somme
finie d’exponentielles avec coeflicients constants, son inverse est aussi une fonction presque
périodique de Wiener |GRS64] :

d
detDp (i) Z ’\e
avec » , |dy| < oo. Il s’ensuit de (7) que

TRZTUO Z b)\eszA / (y)eiTIB)\ydyv

avec Yx(z),Bx € R, In € {l.}ecr et ZA|b,\| < o0o. Les termes de la somme sont bien du
type (4), ce qui permet de conclure la dispersion. Aussi, la solution est une superposition de
solutions de type Schrodinger libre 1-D.

2.5.2. La cas des conditions 0. Dans ce cas, en utilisant les formules de récurrence (10) nous ar-
rivons & borner inférieurement det Dy,(w) par une constante positive dans une bande contenant
I’axe imaginaire, mais en dehors d’un voisinage de zéro. Pour avoir cette borne, on démontre
par récurrence la double propriété (Lemme 3.2 de [BI14]) :

det D,(w)

V6 >0, 3cp,€p > 0,30 < 1y < 1, | det Dy(w)] > ¢y, det D, (@)
p

< Tp,

pour tous w € C avec |Rew| < er, and |Imw| > 6.

Contrairement au cas des conditions de Kirchhoff, w = 0 peut maintenant étre une racine
de det Dp(w). En cas d’intensités positives, nous démontrons que la valeur w = 0 est une
racine d’ordre p — 1 de det Dp(w) (Lemme 4.2 de [BI14]). Pour obtenir cette information, nous
démontrons par récurrence la double propriété (Lemme 4.1 de [BI14]) :

detDp det D
0)=1, a, 21 (0) < 0.
dern, V=L <detDp>( )<

Sous I’hypothése plus générale &E,p _I)Dp(w)|w:0 # 0 la valeur w = 0 est une racine d’ordre au
plus p—1 de det Dy, (w). Enfin, dans la section §3.4 de [BI14] nous obtenons qu’en méme temps

w = 0 est aussi racine d’ordre au moins p— 1 pour les numérateurs fJ (w), f2 (w),j € {1,2} de la
formule (8). Il s’ensuit que wR,up peut se prolonger analytiquement jusqu’a l’axe imaginaire,
et nous pouvons donc utiliser la formule spectrale (3). Finalement, dans la section §3.5 de [BI14]



VALERIA BANICA

nous démontrons que les quotients dans (8) sont dans L°°(R) et leur dérivée dans L*(R), et la
dispersion découle comme dans la fin de la sous-section §2.1 ci-dessus.
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