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Approche Hamilton-Jacobi pour des modeéles
de dynamique des populations

Sepideh Mirrahimi*

February 14, 2013

Abstract

Ce manuscrit porte sur ’analyse des phénoménes de concentration qui apparaissent dans des

modéles de populations structurées. Dans un premier temps, nous étudions la dynamique adap-
tative d'une population structurée par des traits phénotypiques. La modélisation mathématique
de ces phénomeénes meéne & des équations intégro-différentielles de type Lotka-Volterra avec petite
diffusion. La présence d’'un petit terme conduit & des modéles multi-échelles. La solution asymp-
totique de ces équations se concentre en un ou plusieurs points qui se déplacent. Notre approche
est basée sur la transformation Hopf-Cole qui donne lieu & des équations de Hamilton-Jacobi avec
contrainte. Nous donnons une description de la dynamique des masses de Dirac en utilisant ce
formalisme.
Dans un second temps, nous étudions un modéle de population avec plusieurs zones d’habitat fa-
vorable. Le taux de croissance est différent d’'une zone a l'autre, par exemple di & une différence de
température. Les individus peuvent migrer d’une zone a I’autre avec un taux constant. En utilisant,
I’approche Hamilton-Jacobi nous décrivons le comportement asymptotique des solutions station-
naires de ce systéme. La limite peut étre décrite & I'aide d’'un Hamiltonien effectif. La possibilité
de migration peut modifier les traits sélectionné et conduire & des situations polymorphes.

1 Introduction

Nous étudions le comportement asymptotique de certaines équations intégro-différentielles qui décrivent
la dynamique des populations structurées. Nous nous intéressons en particulier & des populations qui
sont structurées par traits phénotypiques. Les individus ont des capacités différentes pour utiliser la
ressource selon leur trait phénotypique. Ils peuvent se reproduire et donner naissance & un individu qui
a le méme trait ou bien qui a un trait un peu modifié si une mutation a lieu. La modélisation math-
ématique de ces populations méne & des équations ou & des systémes paraboliques. Nous étudions le
comportement asymptotique de ces équations dans la limite de petites mutations et en temps long. Ces
équations, ont la propriétés que dans la limite des mutations petites, la solution se concentre en une ou
plusieurs masses de Dirac, qui évoluent dans le temps. Le travail présenté ici, suit 'approche Hamilton-
Jacobi introduite dans [14] et développée partiellement dans [4, 6, 24]. Voir aussi [11, 25, 17, 1] pour
une approche en rapport avec celle-ci, qui est basée sur ’étude des solutions stationnaires stables des
équations intégro-différentielles.

*CNRS, Institut de Mathématiques de Toulouse UMR 5219, 118 route de Narbonne, F-31062 Toulouse. Email:
Sepideh.Mirrahimi@math.univ-toulouse.fr.
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Modéles sans structures spatiales

Un premier modéle s’écrit

One —eln. = = R(x,I.(t)), z€RY >0,
ne(t =0) =n? € LYRY), nl >0,

I.(t) = y Y(x) ne(t, z)dz.

Ici 2 € RY représente le trait phénotypique, et n.(z,t) représente la densité du trait = a I'instant ¢.
Dans ce modéle on suppose qu’il y a une seule ressource. Les individus du trait  consomment cette
ressource avec un taux ¢ (z). On dénote par R(z,I.) le taux de croissance des individus du trait z,
dépendant du paramétre de I'environnement I, qui représente la consommation totale de la popula-
tion. Les mutations sont modélisées par un terme de Laplace. On introduit enfin, un petit parameétre
g, pour se limiter & des mutations avec des pas petits. On fait aussi un changement d’échelle ¢t — ﬁ
afin de considérer une échelle de temps beaucoup plus grande qu’une génération.

Une autre fagon plus naturelle pour modéliser les mutations est d’utiliser un terme intégral au lieu
d’un laplacien :
8,5715 = %R(x7‘[5(t)) + % f E%K(%) b(y7 I&) n5(t7y) dy7 HAES Rd7 > 07 (2)
ne(t=0)=nlc LI(RY), n>0,

L(1) = /R nelt, ).

Ici K(z) est le noyau de probabilité, et b(x, I) signifie le taux de naissances avec mutations. On con-
state que ce modéle est plus général que (1) ou les mutations sont supposées étre homogénes.

Les modéles ci-dessus, peuvent étre dérivés a partir des modéles stochastiques dans la limite de
grandes populations (voir |7, §]).

Modéle avec plusieurs zones d’habitat favorable

Nous nous intéressons également & ajouter une structure spatiale dans notre modéle. Pour pouvoir
décrire la structure spatiale des communautés ou par exemple pour comprendre I'impact du réchauf-
fement climatique sur les espéces, il est important d’inclure des phénoménes de I’évolution dans des
modeles pour I’écologie (voir [19] pour littérature générale sur ce sujet). Nous présentons ici, un modéle
avec une structure discréte en espace. Voici un systéme qui décrit un scénario ot deux zones d’habitat
favorable sont présentes :

ol —eAnl = %n;Rl(x,IEl) + %Iﬂng - %Vlnia
z € R?, (3)
om? —eAn? = 1n2R*(z,12) + Lvinl — L12n2,
avec
Il = /w(:c)ni(t,a:)dx, pour i = 1, 2. (4)
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Ici, ni(x,t) et I, pour i = 1,2, représentent respectivement la densité du trait x et la consommation
totale de la population dans la zone 7. On dénote par R’ le taux de croissance dans la zone i. Les
coefficients v et 12 signifient les taux de migration d’une zone & l'autre.

Dans ce manuscrit, nous étudions le comportement asymptotique des solutions stationnaires du

systéme (3) dans un domaine borné, i.e. nl(x) et n2(z) solutions du systéme suivant :

—e2Anl =nlRYz,1}) + v*n2 —vinl dans Br(0),
—e?An? =nlR*(z,I?) +vinl —v?n2  dans Br(0), (5)
Vni-in =0 dans 9B (0) et pour i =1, 2,

avec Br(0) une boule de rayon L et centrée a 'origine. Ici nous présentons seulement le cas avec deux
zones d’habitat, mais nos résultats peuvent étre étendus au cas avec plusieurs zones d’habitat.

Modeéles d’évolution des populations en considérant une structure spatiale discréte, ont été étudiés
a la fois par des méthodes déterministes et probabilistes (voir par exemple |28, 2|). Notre modéle, est
en effet proche de celui étudié dans [28| par des techniques de la théorie de dynamiques adaptatives.
Cette théorie est basée sur I'étude des systémes dynamiques et de leur stabilité [13].

2 Reésultats

2.1 Modéle sans structure spatiale

Les équations présentées ci-dessus ont la propriété que dans la limite de € — 0, la solution se concentre
en une ou plusieurs masses de Dirac. En d’autres termes, a tout instant, un ou plusieurs traits domi-
nants persistent. Ces traits dominant peuvent évoluer, dans le cas des équations dépendant du temps,
grace a la présence de la diffusion.

Afin de démontrer cette propriété, nous utilisons la transformation Hopf-Cole

Ue
ne =exp ().
g

Nous étudions d’abord le comportement asymptotique de u.. Contrairement & (n¢). qui converge a
priori vers une mesure, la suite (u¢). converge vers une fonction continue. Nous démontrons en effet que
(ue)e, le long des sous-suites, converge vers une solution de viscosité d’une équation Hamilton-Jacobi.
Nous présentons ici, le résultat pour le modéle (1). Un résultat équivalent peut étre démontré pour
(2). Ces résultats ont été obtenu dans [3].

Avant de présenter les résultats, nous introduisons quelques hypothéses. Nous supposons qu’il existe
des constantes v, et s telles que

0 <ty <P <tpr <oo, €W RY). (6)
Nous supposons également qu’il existe des constantes 0 < I,,, < Ip; < oo telles que

in R(x, I,) =0, R(z,Iy) =0, 7
min, B(z, Im) max R(z, Iy) (7)
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ainsi que des constantes K; > 0 telles que, pour tout z € R%, I € R,
OR _
- K < W(:,:,I) < -K;'<o, sup || R(- 1) [lyzo0(ray< Ka. (8)
Im <y<ory

Nous faisons enfin des hypothéses suivantes sur la donnée initiale :
—Al|z|+B

y Y(x)n(z)de < Ipy, and JA, B>0,nl<e = . (9)

Nous sommes maintenant prét pour énoncer notre premier résultat :

Théoréme 2.1. [3/ Soit n. la solution de (1), et u. = eln(n:). Sous hypothéses (6)—(9) et quitte a
extraire une sous-suite, (ug)e converge localement uniformément vers une fonction v € C((0, 00) x ]Rd),
qui est une solution de viscosité de l’équation ci-dessous

O = |Vul? + R(z, I(t)),

max u(t,z) =0, VYt >0,
z€Rd

I(t) — I(t /1/} =1I(t) p.p.

(10)

e—0
En particulier, p.p. ent, supp n(t,-) C {u(t, ) = 0}. Ici la mesure n est la limite faible de n. lorsque

e — 0. Side plus (u 5)E est une suite de fonctions uniformément continues qui converge localement
uniformément vers u°, alors u € C([0,00) x R%) et u(0,2) = u®(x) dans RY.

L’information obtenue ci-dessus sur u nous permet d’identifier n(z,t), i.e. la limite faible de n.
lorsque € — 0. Une premiére conséquence de Théoréme 2.1 est la suivante :

supp n(t,z) C A={(t,z)|u(t,x) = ;Ié%)g u(t,y) =0} C {(x,t) | R(z, I(t) = 0}.

En particulier, si I’ensemble des points de maximum de u ou ’ensemble des zéros de R se compose
des points isolées, nous en déduirons alors que le support de n se compose aussi des points isolés et en
conséquence n est une somme de masses de Dirac. Pour d = 1, si R est une fonction monotone par
rapport & z, il est immeédiat a partir de cet argument que n est une seule masse de Dirac (voir [24]).
Pour d quelconque, ce type de propriété peut étre dérivé sous certaines hypothéses de concavité sur

R:
—2K, < D? R(z,I) < —2K; <0 comme matrices symétriques pour 0 < I < Iy, (11)
—2L, < D% < 21,4, (12)
AT < K| < K, < AL (13)
Sous ces hypothéses, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2. [20] Outre les hypotheéses de Théoréme 2.1, nous supposons (11)—(13). Alors, lorsque
e — 0 et quitte a extraire une sous-suite, (ng)e converge faiblement dans le sensé des mesures vers une
masse de Dirac

ne — p(t) (- (1)),

e—0
R(z(t),1(t)) =0 a.e., (14)

et I(t), définie dans Théroéme 2.1, est une fonction non-décroissante.
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L’idée essentielle dans Théoréme 2.2 est que la concavité de R(x, I) et de la donnée initiale imposent
la concavité de u(t,z), la solution de (10). De plus, le support de n, la limite de n. lorsque ¢ tend
vers 0, est inclus dans ’ensemble A des points de maximum de u(t,z) comme expliqué ci-dessus. La
fonction u(t, ) étant concave, pour tout ¢ fixé, il existe un unique point z(t) tel que (¢,z(t)) € A. D’ou
la concentration de masse n au point (¢, Z(t)), pour tout ¢t € RT.

Enfin la semi-convexité (voir section [20]), et la concavité de u imposent sa régularité. Avec ces
propriétés, on peut montrer que Z(t) est une fonction réguliére de t et en déduire une sorte d’équation
canonique. L’équation canonique, introduite dans la théorie de la dynamique adaptative [13, 12|, est
une équation différentielle sur la position de la masse de Dirac Z(t).

Pour établir ’équation canonique, il est nécessaire de supposer plus de régularité sur R et sur la
donnée initiale :

D3R(-, 1) € L®(RY),  D3*u2(:) € L®(RY). (15)

Théoréme 2.3. [20] En plus des hypothéses de Théoréeme 2.2 supposons (15). Alors Z(t), le point de
concentration associé au modele (1), est dans WH(RT;R?) et satisfait

#(t) = (~D%u(t,2(1))) " VLR(E(t), I(t)). (16)
En particulier u(t,z), la solution de (10), est une fonction C2.

2.2 Modéle avec structure spatiale - Cas des systémes

Nous pouvons étendre des résultats ci-dessus, au modeéle (5), ou nous avons un systéme, et non pas
une seule équation.

Afin de présenter nos résultats pour le modéle (5), nous introduisons d’abord quelques hypothéses.
Nous supposons, qu’il existe des constantes a,, et ays telles que

Pl =y? =1, am <P(@) <an, ||0(@)|pre <A et Vip-ii=0in dBL(0). (17)

En outre, il existe des constantes I,, Ins, et C telles que, pour tout = € Br(0) et i,5 =1, 2,

i . i ,
§ < min (Rl(x, %Im), R’(:U,Im)> . max (Rl(x, %IM), Ri(z, IM)> < -, (18)
OR! 1
— < <
C<or@l)<-7, (19)
— D < Ri(x,I), pourz € BL(0), I € [Iy, ), R, [¢| =T et i=1,2. (20)

Notre approche est toujours basée sur la transformation Hopf-Cole
ne = exp(f), pour i = 1,2, (21)

Ceci nous méne encore & une équation de Hamilton-Jacobi :
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Théoréme 2.4. [25] Sous hypotheses (17)—(19) et quitte G extraire des sous-suites, lorsque e — 0, (ul)e
et (u2)e convergent uniformément dans Br,(0) vers une fonction continue u € C(Br(0)) et (12, 12) tend
vers (I',I%), avec (u, I', I?) tel que u est une solution de viscosité de ’équation suivante

—|Vul? = H(x, I',I?),  in Br(0),

(22)
maxxeBL(o) u(x) = 0,
avec
H(x, I', I?) la valeur propre la plus grande de la matrice
A— < RY(x, 1Y) —v! v? > (23)
N vt R*(z,1?) —v? |-

La fonction H set en effet un hamiltonien effectif qui contient des informations des deux zones
d’habitat et nous permet dans Theorem 2.5 ci-dessous de décrire le support des limites faibles de n}
et n? lorsque € — 0. Nous pouvons interpréter H(x, I', I?) comme étant la fitness du systéme dans la
limite de ¢ — 0 (voir [22] pour la définition de la fitness).

La difficulté ici est de trouver des estimations de régularité sur u’, que nous obtenons en utilisant
I'inégalité de Harnack [5] et la méthode de Bernstein [10]. Afin de prouver la convergence vers 1'équation
de Hamilton-Jacobi, nous sommes inspirés de la méthode de fonction teste perturbée utilisés dans les
problémes d’homogénéisation [16].

L’information ci-dessus sur la limite de u% nous permet de décrire la limite des densités n’ lorsque
e—0:

Théoréme 2.5. [23] Supposons (17)-(20) et considérons une sous-suite telle que (ul)e et (u2). con-
vergent uniformément vers u € C (Br(0)) et que (I1, %) tend vers (I',I?) avec (u, I', I?) solution de
(22). Soient n', pouri = 1,2, des limites faibles de n’ lorsque ¢ — 0 le long de cette sous-suite. Alors,

suppn' C QNT, pouri=1,2, (24)
avec

Q ={x € Br(0) |u(z) = 0},

D= (o € By(0)| H(x. I', I?) = max,ep, (o) (. I, I2) = 0}, %)

De plus, n' et n? vérifient les contraintes suivantes
[ e =1, (26)
Br(0)

(R1 (z) — 1/1) n'(z) 4+ v*n?(z) =0, (R2($) - 1/2) n?(z) 4+ vint(z) =0, in Br(0) (27)
dans le sens des distributions.

Les théorémes ci-dessus ont été obtenus dans [23]. Théoréme 2.5 nous fournit un ensemble des
contraintes algébriques sur la limite, qui nous permettent de décrire celui-ci. Nous arrivons ainsi a
décrire des limites asymptotiques des solutions stationnaires, & la limite de mutations petites. En par-
ticulier, nous remarquons que l'introduction de nouveaux environnements peut mener a des situations
polymorphes. Dans la section 3, nous donnons un exemple ol en présence de deux zones d’habitat,



Exp. n°® V— Approche Hamilton-Jacobi pour des modéles de dynamique des populations

la population peut devenir dimorphe. Nous donnons référence a [9] pour une autre étude en util-
isant ’approche Hamilton-Jacobi, ot les situations polymorphes peuvent apparaitre également dans
un modéle avec des ressources multiples.

Nous indiquons enfin que, puisque n?, pour i = 1,2, est telle que la fitness H s’annule sur le support
de n' et elle est négative en dehors du support, nous pouvons interpréter n’ comme étant 'ESD
("Evolutionary stable distribution") du modéle. En dynamiques adaptatives, I'ESD correspond a une
distribution qui reste stable aprés introduction de petits mutants (voir [21, 15, 17] pour une définition
plus détaillée). Voir aussi [11, 26| pour d’autres travaux en rapport avec la stabilité et la convergence
vers 'ESD pour des modéles intégro-différentiels structurés par des traits phénotypiques.

3 Illustrations numériques

Illustrations pour le modéle sans structure spatiale (1) :

Ici nous présentons quelques exemples de résolution de (1), pour le cas # € R?, qui ont été présentés
dans [20]. Nous montrons d’abord le fait que la répartition isotrope et anisotrope de la population
autours d’une masse de Dirac nous ménent & des dynamiques différentes du trait dominant. Cette
anisotropie est mesurée par u. Nous choisissons deux états initiaux. Dans le premier cas —D?u est
loin d’étre une matrice d’identité et dans le second cas il est isotrope :

ng(1, x2) = Crass exp(—(z1 — .7)2/5 —12(zg — .7)2/5), (28)

n5 (21, 29) = Crass exp(—2.4(zo — .7)2 /e — 2.4(z9 — .7)%/e). (29)
Nous choisissons un taux de croissance R avec le gradient le long du diagonal :
R(z,y, 1) =2 — I — 0.6(2 + ). (30)

Ici, alors que I’état initial est concentré sur le diagonal et V R se pointe vers l'origine le long du diagonal,
le point de concentration avec la donnée initiale anisotrope (28) se sépare du diagonale ( Figure 1 (a)).
En revanche, en partant de la donnée initiale isotrope (29), le trait dominant se déplace le long du
diagonal grace a la symétrie comme on pouvait s’y attendre (cf. Figure 1 (b)).

Avec notre second exemple, nous essayons de montrer que, sauf dans les cas avec des données
symétriques, une seule masse de Dirac peut persister par les équations de Lotka-Volterra (1). Cela est
en effet en cohérence avec le principe d’exclusion compétitive en dynamique adaptative [18, 27| qui
indique qu’en présence d’'un seul facteur limitant (une seule ressource pour notre modéle) un seul trait
dominant peut de maniére générique persister.

Nous considérons une donnée initiale avec deux points de concentrations :
ng(z,y) = Cmass |€Xp - <(a: —.25v2)2 +y ) + exp - ((y —25V2)% +z ) , (31

et nous choisissons un taux de croissance donné par

R(x,y,I) =3 — 1.5] — 5.6(y* + R.x?). (32)



SEPIDEH MIRRAHIMI
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Figure 1: Dynamiques de la densité n avec donnée initiale asymetrique (28) (gauche) et donnée initiale
symétrique (29) (droite). Ici I'axe horizontale correspond & x; et l’axe vertical correspond a z2. La
couleur représente la densité n a des instants ¢t = 0, 40, 80 avec dt comme 'unité de temps. Ces calculs
illustrent I'effet de la matrice (—D?u)~! sur la dynamique du point de concentration conformément &
I’équation canonique (16).

Dans le cas particulier R, = 1, tous les isolignes de R sont des cercles et les deux points de concentra-
tions qui sont donc placés sur un isoligne de R, se déplacent symétriquement vers l'origine ( Figure 2
(b)). En revanche, si on choisit R, = 1.1 i.e. des isolignes de R sont des ellipses, 'un des deux points
de concentration disparait (Figure 2 (a)). Une possibilité d’explication de ce phénomeéne est que (16)
doit étre vérifié pour les deux points, tandis que la contrainte (14) donnée par I(t) est le méme pour
les deux points. L’un des points de concentration doit donc disparaitre.

Les résolutions numériques dans les deux exemples présentées ci-dessus ont été effectués sous Matlab
avec € = 0.005 et Cppass tel que la masse initiale est égale 0.3.

INlustrations pour le modéle avec structure spatiale (3) :

Dans cette partie, nous présentons la résolution numérique du modéle (3), avec deux zones d’habitat,
en utilisant les paramétres ci-dessous

RYz,[)=3—(x+ 1) -1, R*x,])=3—(z—-1)2-1, o'(z)=v?*)=1,

v =12=25 £=.001, L=2. (33)
Ces résolutions numériques sont issues de [23]. Les résultats théoriques obtenues dans les théorémes
2.4 et 2.5 suggérent que les solutions stationnaires de (3) se concentrent en une ou deux masses de
Dirac qui sont symétriques par rapport & l'origine (voir [23] pour plus de détails).

Comme nous observons dans Figure 3, n! et n2, avec (nl,n?) solution du probléme dépendant du
temps 3 avec des paramétres donnés par (33), se concentrent en temps long sur une seule masse de
Dirac a lorigine, qui correspond & un trait moyennement bien pour chacune des zones d’habitat, en
absence de migration. Dans cette simulation, initialement n} est concentré au point x = —0.3 et n?
est concentré au point x = 0.3.

Dépendant des paramétres du modéle, on peut observer également la stabilité en temps long des
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s 0 s s D 05

Figure 2: Cette figure illustre le fait que, sauf dans le cas des données symétriques, I’équation de
Lotka-Volterra (1) méne & une seule masse de Dirac. Nous représentons la dynamique de la densité
n avec un taux de croissance R qui est asymétrique & gauche et symétrique a droite, a des instants
t =5, 90, 180 avec dt comme 'unité de temps.

Figure 3: Dynamiques du probléme (3) avec des paramétres données par (33). Dans les deux figures,
I’axe horizontal correspond au temps t et 'axe vertical correspond & z. Les niveaux de gris représentent
la valeurs de nl(gauche) et n?(droite). Initialement n} est concentré au point x = —0.3 et n? est
concentré au point x = 0.3. Grace a la migration les deux traits apparaissent rapidement dans les deux
zones, mais en temps long un seul trait dominant persiste.

situations dimorphes. Par exemple, si ’on modifie les valeurs de v! et 2 dans (33) comme ci-dessous

Rz, ) =3—(z+1)2 -1, RYz,])=3-(x—1)2—1, ¥(z)=9*2x)=1

vl=12=1, e=.001, L=2 (34)

alors n} and n?, avec (n},n?) solution du probléme dépendant du temps 3, se concentrent en temps

long sur deux points distincts, I'un plus favorable a la zone 1 et autre plus favorable a la zone 2 (voir
Figure 4). En absence de migration, les traits optimaux, respectivement dans les zones 1 et 2 sont
x = —1et x = 1. En présence de migration, les deux traits initiaux apparaissent immédiatement dans
les deux zones et évoluent vers deux points, I'un prés de x = —0.86 et 'autres prés de x = 0.86.
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Figure 4: Dynamiques du probléme (3) avec des paramétres données par (33). Dans les deux figures,
I’axe horizontal correspond au temps t et 'axe vertical correspond & x. Les niveaux de gris représentent
la valeurs de nl(gauche) et n?(droite). Initialement n} est concentré au point x = —0.3 et n? est
concentré au point x = 0.3. En absence de migration, les traits optimaux, respectivement dans les
zones 1 et 2 sont x+ = —1 et x = 1. En présence de migration, les deux traits initiaux apparaissent
immédiatement dans les deux zones et évoluent vers deux points, I'un prés de x = —0.86 et 'autres
prés de z = 0.86.
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