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UN RÉSUMÉ DE LA THÉORIE VARIATIONNELLE

DE LA RUPTURE

GILLES A. FRANCFORT

Ces notes reprennent une grande partie du contenu d’un exposé du même titre donné à l’IHES dans le

cadre du Séminaire Laurent Schwartz le 15 novembre 2011.

1. Les origines du modèle

La Figure 1 ci-dessous est une photographie d’une expérience de refroidissement
diffusif abondamment commentée par e.g. H.-A. Bahr, H.-J. Weiss, H.G. Maschke,
& F. Meissner [4]. Une plaque de verre non fissurée de 6mm d’épaisseur est chauffée
à 185◦C puis posée sur un bain de glace.
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Fig. 7. Crack regime for plate with initial cracks: crack ends are marked at the end of the experiment, 

involved temperature profile and T,, = 263°C we obtain b = 0.010 cm. For the first set of tests 
with no initial cracks, a spacing of 1.0 cm is observed. This indicates that only a small portion of 
the energy available to generate new crack surfaces was thus used. The surplus energy 
available could explain why a few cracks extend dynamically far into the no-tension zone. 

The theoretical crack lengths for the plate tested at room temperature (shown in Fig. 6), will 
next be calculated. The dimensionless quantities are: A = 6/b, a = h/b, N = KJ(~(2n)$T,,~b), 
where S = thermal depth, b = crack spacing, h = crack length and /.? = LEE. The initial dimen- 
sionless stress intensity factor for b = 2.5 cm and r,, = 100°C is N = 0.021. From the graphs 
found in [71, (see Appendix A), the critical N = 0.021 corresponds to A = 1.4 and a = 1.2. Since 
the initial crack length h = 0.8 cm yields a = 0.3 which falls below the critical a = 1.2, all the 
cracks should be active and grow to a length of h = 3.0 cm before stopping. Then alternate 
cracks remain stationary while others grow with a spacing of 5.0 cm. The critical N then is 
0.021/-\/2 = 0.015, due to the doubling of the crack spacing. This new value of N relates to 
A = 1.6 and a = 1.4. Thus the second level of cracks should be at a length h = (1.4)(5.0 cm) = 
7.0 cm. Proceeding likewise the length of the third level would be 17.6 cm. The actual lengths of 
the three levels of cracks average to 1.8 cm, 5.8 cm and 7.1 cm, compared to the theoretical 
3.0 cm, 7.0cm and 17.6 cm. The length of the third level is much lower than the theoretical 
value because these cracks lack enough thermal driving force to extend to a length where they 
would interact. The other two values do not correlate exactly for many reasons. The material 
properties used are only estimates for glass and could differ from the particular values for these 
plates. The theoretical calculations are based on an assumed error function temperature 
distribution which probably does not agree exactly with the actual profile, particularly for the 
first crack level. Had the initial imperfections in crack spacing been accounted for, the 
theoretical crack lengths would decrease and be closer to the actual values. Considering the 
assumptions in the theory and other properties, the quantitative correlation was not too bad. 
Qualitatively the results looked very good. 

When these calculations are applied to the heated plates the comparison is similar. For 
example the cracks pictured in Fig. 5 are examined. The initial dimensionless stress mtensity 
factor for b = 1.3 cm and T,= 200°C is N = 0.016, which corresponds to A = 1.5 and a = 1.3. 
The actual value of a = 1.4 lies above this critical value so the first level of cracks would not 
become active. The predicted length of the first level is h = (1.3)(1.3 cm) = 1.7 cm at which 
alternate cracks stop. The next set of cracks should have grown until N = 0.016/V/2 = 0.011 or 
a = 1.6 or h = (1.6)(2.5 cm) = 4.0 cm. Similarly the third level should have stopped at a lengfh of 
9.7 cm, while the fourth level at 25.1 cm. The observed levels averaged to 1.8 cm, 3.3 cm, 6.4 cm 
and 13.7 cm, compared to the predicted 1.7 cm, 4.0 cm, 9.7 cm and 25.1 cm. The fourth layer as 
before did not reach its final length of interaction so these values should not be compared. The 
theory predicts every other crack should be active, which compares well with the observed 

Figure 1. Le parking

Le front de température se diffusant, les contraintes en mode-I à la pointe de
fissure diminuent jusqu’à arrêt de certaines fissures. C’est le phénomène du “park-
ing”. A ma connaissance, il n’y a à ce jour ni d’explication théorique pour, ni de
simulation numérique de ce phénomène, sauf à importer dans la théorie générale des
ingrédients spécifiques à l’expérience considérée. Nous reviendrons sur cet exemple
à la fin de ce texte.

1.1. La Fissuration fragile à la Griffith (1920) en dimension 2. Considérons
un domaine Ω (ouvert borné de R2) qui peut se fissurer seulement le long d’un trajet

préalablement connu Γ̂. Ce domaine est soumis à des sollicitations qui varient avec
le temps t. Celles-ci peuvent être des forces surfaciques ou volumiques dont le
travail sera schématiquement dénoté par F(t, ·), aussi bien que des déplacements
g(t) sur la partie ∂ΩDir de la frontière. On suppose le domaine non fissuré fait d’un
matériau élastique de loi de Hooke A.
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Figure 2. Le domaine fissuré

Pour une fissure (connexe) de longueur l, on définit

E(t;u; l) =

∫

Ω\Γ(l)

1

2
Aε(u) · ε(u)dx−F(t, u),

où ε(u) := 1/2(∇u+∇u)T est le tenseur linéarisé des déformations.
L’évolution est supposée quasistatique. En d’autres termes, l’énergie cinétique

est négligée et le domaine est donc en équilibre élastique à chaque instant t.1

L’énergie E(t;u; l) doit alors être minimisée parmi tous les champs de déplacement
u cinématiquement admissibles avec les données à t, le résultat de cette minimisa-
tion étant un champ u(t, l). On calcule alors l’énergie potentielle à t, soit

P(t, l) := E(t, u(t, l), l) = min
u k.a.

E

qu’on suppose “régulière” en l.
Le postulat de Griffith [18] se réduit alors essentiellement à deux ingrédients.

D’un côté, un principe de stabilité qui caractérise l’état actuel de la fissure comme
celui pour tout écart duquel l’énergie potentielle gagnée serait moindre que l’énergie
de surface perdue. De l’autre, une énergie de surface Gcl proportionnelle à la
longueur de fissuration, traduction macroscopique de l’énergie nécessaire à briser
les liaisons dans un réseau cristallin. En introduisant le taux de restitution d’énergie

G(t, l) := −∂P/∂l(t, l),
on obtient alors qu’à chaque instant la fissure effective Γ(t) ⊂ Γ, de longueur l(t)
satisfait aux conditions suivantes:

(1)





G(t, l(t)) ≤ Gc
dl

dt
(t) ≥ 0

(G(t, l(t))−Gc)
dl

dt
(t) = 0.

La dernière condition qui dit que la fissure ne peut grandir que si la stabilité est
marginale vient bien après Griffith et est vraisemblablement une contribution due
à J. Rice.

1Les modèles de rupture dynamiques n’ont pas encore, à ce jour, acquis une maturité mécanique

qui rendrait possible une analyse mathématique du modèle
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Malgré ses succès et sa prévalence en mécanique, cette formulation est entachée
de problèmes. D’abord, les équations (1) ne sont pas suffisantes pour déterminer
un chemin de fissuration. Comment alors expliquer le branchement, c’est à dire le
changement soudain de direction de propagation d’une fissure? Puis, on pourrait
montrer, ce qui ne sera pas fait ici, que cette formulation interdit génériquement
l’initiation dans un domaine dépourvu de (pré)fisssure. Enfin, si le taux de restitu-
tion d’énergie devient critique dans une région de concavité du paysage énergétique
de P, alors augmenter la longueur de fissure ne rendra pas G sous-critique et on
aura besoin d’un saut brutal de longueur finie de la fissure pour atteindre une région
de convexité de ce paysage et ainsi regagner la sous-criticalité.

Ces obstacles bien connus ont motivé Jean-Jacques Marigo et moi-même à pro-
poser en 1998 de procéder à un réexamen de Griffith dans un esprit variationnel
[17].

1.2. Reformulation de Griffith. On considère l’énergie totale définie comme
suit:

E(t;u; l) :=

∫

Ω\Γ(l)

1

2
A ε(u) · ε(u)dx+Gcl −F(t, u).

Alors on peut facilement montrer que, à condition de supposer la régularité de
tous les champs-solutions, Griffith – qui produit le couple l(t), u(t) = u(t, l(t)) – est
équivalent à

1. Un principe de stationnarité unilatérale qui est en gros une condition néces-
saire du premier ordre pour la minimalité locale (métastabilité) de E au
point (u(t), l(t)) parmi les champs cinématiquement admissibles et les fis-
sures de longueur ≥ l(t). Ceci rend compte de l’équilibre élastique et de la
condition de stabilité G(t) ≤ Gc;

2. l(t)↗ with t, ce qui rend compte de l’irréversibilité de la fissuration;
3. Une balance d’énergie,

d

dt
E(t;u(t), l(t)) =

∫

∂Ω

σ(t)n · ∂g
∂t

(t)dHN−1 − ∂F
∂t

(t, u(t)),

où σ(t) := Aε(u(t)) est la contrainte et qui rend compte de la condition
G(t) = Gc si dl/dt(t) 6= 0.

Ce modèle est déjà de nature variationnelle, mais il est impossible à analyser
mathématiquement, principalement à cause de la condition de stationnarité pour
laquelle les outils sont inexistants en l’absence de convexité. On est donc dans un
premier temps amené à renforcer la première condition en remplaçant la station-
narité unilatérale par la minimalité globale. Ce faisant, nous obtenons un modèle
qui est du type de ceux proposés dans un cadre plus général par A. Mielke depuis
le début des années 2000 (voir e.g. [19]).

Comme l’on cherche un minimum global à E , on n’a plus à se limiter à un chemin
de fissuration prédéfini et l’on peut élargir les fissures test autant que bon nous
semble. Si l’on se permet n’importe quelle fissure test, on obtient la formulation
suivante qui vaut en toute dimension N .

Définissons, pour tout Γ ⊂ Ω et tout u,

E(t, u,Γ) :=

∫

Ω\Γ

1

2
Aε(u) · ε(u)dx+GcHN−1(Γ)−F(t, u).

Alors,

Exp. no XXII— Un résumé de la théorie variationnelle de la rupture
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1. (u(t),Γ(t)) minimise E pami tous les Γ ⊃ Γ(t) et tous les champs u =
g(t) sur ∂ΩDir \Γ (en effet la fissure peut aller jusqu’au bord du domaine);

2. Γ(t)↗ with t;

3.
d

dt
E(t;u(t), l(t)) =

∫

Ω

σ(t) · ∇∂g
∂t

(t)dx− ∂F
∂t

(t, u(t)), où σ(t) := Aε(u(t)).

Notons que, dans la troisième condition, on a remplacé une intégrale de surface par
une intégrale de volume en supposant que g(t) est en fait défini sur tout RN .

2. Un résultat d’existence pour une énergie interne de la forme
W (∇u); le cas de l’élasticité finie

Dans cette section nous décrivons rapidement le résultat canonique d’existence
pour l’évolution le long d’un chemin de minimiseurs globaux.

2.1. Discrétisation temporelle. Dans une première étape, on procède à une
discrétisation temporelle du problème. On pose In = {0 = tn0 , ...., T = tnk(n)}, tni+1−
tni = δn ↘ 0 avec n. A chaque instant tni , on va chercher uni ,Γ

n
i qui minimise

∫

Ω\Γ
W (∇u)dx+Gc HN−1(Γ)−F(tni , u)

avec {
Γni−1 ⊂ Γ ⊂ Ω

u = g(tni ) sur ∂ΩDir\ Γ.

En supposant ce problème résolu, on définit l’interpolation suivante:

un(t) := uni , Γn(t) := Γni sur [tni , t
n
i+1),

et on se devra de passer à la limite n ↗ ∞, espérant alors retrouver le modèle en
temps continu.

Prenons le cas simplifié où le seul chargement est du à des déplacements sur une
partie du bord. Un phénomène bien documenté dans la littérature doit alors être
évité, celui de la passoire de Neumann. Plaçons-nous par exemple sur le rectangle
Ω := (−1, 1)× (0, 1) et considérons

−4un = 0 sur Ω \ Γn, un = 0 si x = −1, un = 1 si x = 1,

avec Γn := {0} × [(0, 1) \ ∪p=1,...,n (p/n− exp (−n), p/n+ exp (−n))] représentant
la fissure. les conditions sur les bords restants de Ω \ Γn sont les conditions de
Neumann homogènes naturelles. Quand n↗∞, HN−1(Γn)↗ 1. Pourtant,

un⇀//v :=

{
0 si x ≤ 0
1 si x ≥ 0.

En effet, ceci est un problème capacitaire et la limite de un est en fait u solution,
pour un µ > 0, de

−4u = 0,
∂u

∂x
= µ[u] sur Γ := {0} × (0, 1),

avec u = 0 si x = −1, u = 1 si x = 1 et des conditions de Neumann homogènes sur
les deux bords restants. Cette solution a une énergie de Dirichlet α > 0.

Pour éviter ce type de pathologie, Dal Maso & Toader [15] ont supposé Γn
connexe et ont obtenu en dimension 2 et dans le cas W (F ) = 1/2|F |2 un résultat
d’existence qui se base sur des travaux de Chambolle & Doveri [11] et de Bucur

Gilles A. Francfort
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& Varchon [7] concernant la continuité des problèmes de Neumann par rapport au
domaine.

En fait, le phénomène de la passoire ne peut arriver. Toujours dans notre cas
d’école, considérons, pour 2ε < α, nε assez grand et tel que, pour n ≥ nε,∫

Ω

|∇un|2dx ≥
∫

Ω

|∇u|2dx− ε =: α− ε, H1(Γn) ≥ 1− ε.

Alors le couple test (un,Γn) a une énergie
∫

Ω

|∇un|2dx+ +H1(Γn) ≥ 1 + α− 2ε

Mais, pour ces n, le couple test (v,Γ) a pour énergie 1. Il est donc énergiquement
préférable à (un,Γn). En d’autres termes, les trous sont remplis au niveau n!
L’hypothèse de connexité de la fissure doit donc être inutile.

Ceci conduit à proposer une formulation faible à la De Giorgi du problème dis-
cret. On propose, pour une énergie W qui est p-coercitive (p > 1), de résoudre le
problème suivant:

(2) min

{∫

Ω

W (∇u)dx+GcHN−1b(∂Ω\∂ΩDir)c(S(u) \ ∪j<iS(unj ))−F(tni , u);

u ∈ GSBVp(RN ;RN ), u ≡ gni hors Ω
}
,

où

GSBVp(RN ;RN ) := {u : RN → RN : φ(u) ∈ SBVloc(RN ),

∀φ ∈ C1(RN ) avec supp(∇φ) compact ; ∇u ∈ Lp(RN ;RN
2

)}.
A condition de faire les bonnes hypothèses sur F [13], l’existence d’une solution

est garantie par un théorème de compacité et de s.c.i. faible du à Ambrosio (voir
e.g. [1]).

Définissons alors {
un(t) := uni

Γn(t) := ∪j≤iS(unj )
sur [tni , t

n
i+1).

Si g est régulier en t, alors on exhibe aisément une constante C > 0 telle que

(3)





‖un(t)‖L1 ≤ C
‖∇un(t)‖Lp ≤ C
HN−1(∪s≤tS(un(s))) ≤ C,

et donc une sous-suite {unt(t)}nt
est telle que

unt(t)
GSBVp
⇀ u(t).

Il reste à examiner ce que satisfait u(t).

2.2. Passage à la limite. Supposons, par souci de simplicité, que F ≡ 0 (mais
qu’on a encore les estimations (3)). Notons que unt(t) est en particulier un minimum
pour son propre saut, i.e.,

(4)

∫

Ω

W (∇unt(t))dx−F(≤
∫

Ω

W (∇v)dx+GcHN−1(S(v) \ S(unt(t)),

avec v fonction test admissible à t. Est-ce encore vrai pour u(t)?

Exp. no XXII— Un résumé de la théorie variationnelle de la rupture
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Le membre de gauche de (4) est s.c.i. grace au résultat de s.c.i. faible d’Ambrosio.
Il reste à passer à la limite (inf ou sup) dans le deuxième terme du membre de droite
de (4). Or on ne peut génériquement avoir

lim infHN−1(S(v) \ S(unt(t)) ≤ HN−1(S(v) \ S(u(t)).

La raison est illustrée par la Figure 3 ci-dessous. Il faut alors modifier le champ

Figure 3. Sauts tests

test v en un champ vnt
de façon à transférer la partie du saut de v contenue dans

celui de u(t) en un saut contenu dans celui de unt(t). Mais alors, on doit également
avoir




∇vnt

Lp fort−→ ∇v
HN−1(S(v) \ S(u(t)) ≥ lim sup(ou lim inf)HN−1(S(vnt) \ S(unt(t))

pour pouvoir passer à la limite dans (4). C’est là l’objet du théorème de transfert
de saut de Francfort & Larsen [16].

A partir de ce résult, on établit facilement la minimalité globale de u(t).
Il faut alors définit la fissure limite, i.e., la limite de Γn(t). Pour celà, la notion de

σp-convergence de Dal Maso, Francfort & Toader est utilisée. On dit que Γn
σp

⇀ Γ
si, et seulement si





HN−1(Γn) ≤ C

uj
SBVp
⇀ u et S(uj) ⊂ Γnj (nj

j

↗∞)⇒ S(u) ⊂ Γ

∃un, u tels que un
SBVp
⇀ u, S(un) ⊂ Γn et S(u) = Γ.

Un théorème de compacité de Γn satisfaisant une borne uniforme est démontré dans
[13] et, avec le théorème d’Helly, il permet de conclure à l’existence d’une sous-suite

{Γnk(t)}nk
et de Γ(t) croissant avec t tels que Γnk(t)

σp

⇀ Γ(t),∀t.
Il reste encore à établir la balance d’énergie, ce dont nous ne parlerons pas ici.

En conclusion, on obtient l’existence d’une évolution faible [13].

Theorem 2.1. On suppose

1. W : RN2 → R̄, C1 sur son domaine, avec croissance p (ou sans, voir Dal
Maso & Lazzaroni [14]), p-coercitive, (p-quasi)convexe;

2. Ω Lipschitz borné;
3. g(t) ∈ AC((0, T );W 1,p(RN ;RN ));
4. Des hypothèses sur F(t, ·) non détaillées ici.

Alors ∃Γ(t)↗,∃u(t) ∈ GSBVp(RN ;RN )) tels que

Gilles A. Francfort
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1. u(t) minimise∫

Ω

W (∇v)dx+GcHN−1(S(v) \ Γ(t))−F(t, v),

avec u(t) ≡ g(t) sur RN \ Ω;

2. S(u(t)) ⊂ Γ(t) et Γ(t) =
⋃

ens. dense de temps {s ≤ t} S(u(s));

3. E(t) :=
∫

Ω
W (∇u(t))dx+GcHN−1(Γ(t))−F(t, u(t)) satisfait

dE/dt(t) =

∫

Ω

DW (∇u(t)) · ∇∂g
∂t

(t) dx− ∂F
∂t

(t, u(t)).

Notons que ce type d’évolution est très différent d’un flot gradiant car on n’a
pas de regularité u en temps.

Notons aussi qu’il n’y a pas de résultat similaire en élasticité linéarisée dans un
cadre SBD car on n’a pas à ce jour de théorème de la de co-aire. Un résultat
similaire à celui de Dal Maso & Toader [15] dans le cas 2d et pour des fissures
connexes a été établi par Chambolle [9].

3. D’autres modèles

Très tôt, il a été reconnu que le type d’énergie de surface proposée par Griffith
ne rendait pas compte de la présence de forces de cohésion qui s’opposent à la
formation d’une fissure et sont la traduction des forces attractives présentes dans le
réseau cristallin sous-jacent. C’est la raison de l’introduction d’énergies cohésives
à la Barenblatt [5] du type de la Figure 4 ci-dessous.

Figure 4. Energies de surface cohésives, fonctions de l’amplitude du saut

Dans notre approche variationnelle, il s’agit alors simplement de prendre, dans
un cas isotrope pour lequel l’énergie de surface ne peut dépendre que du saut normal
et du module du saut tangent,

E(t, u,Γ) :=

∫

Ω\Γ

1

2
Aε(u) · ε(u)dx+

∫

Γ

κ (ψ(t, [u · ν]), |[u]− [u · ν]ν|)dl

−F(t, u).

Ici, par exemple, ψ(t, v) := max(v, sups<t[u(s) · ν]) est la mémoire de l’irréver-
sibilité qui correspond à ne payer d’énergie de surface supplémentaire que lorsque

Exp. no XXII— Un résumé de la théorie variationnelle de la rupture
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la fissure voit un déplacement normal de ses lèvres qui excède celui des temps
précédents. Notez que l’on pourrait envisager d’autres critères d’irréversibilité pour
ces modèles.

Dans le cas cohésif, le critère de minimalité globale ne conduit pas à l’existence
d’un minimum. En 1d par exemple, si la contrainte doit dépasser σc (voir Figure
4), alors il est préférable de limiter cette contraine à σc en créant des petits sauts.
En effet, si la déformation imposée sur un domaine de longueur 1 est f , alors, en
l’absence de saut, on paie 1/2Ef2 – E, le module d’Young, étant ce qui reste de
l’élasticité en dimension 1–, alors que si l’on a une déformation de af , 0 < a < 1,
puis n sauts d’amplitude af/n, on paie 1/2E(af)2 + nκ((1− a)f/n) qui tend vers

F

W

Σc

F

W
!

Σc

Figure 5. Energie d’origine W (F ) vs. énergie relaxée Ŵ (F )

1/2E(af)2 + σc(1− a)f quand n↗∞. La solution avec saut est donc meilleure si
Ef ≥ 2σc/(1 + a) → σc quand a → 1. Ceci est une phénomène de relaxation qui
correspond à une énergie interne devenant linéaire pour des pentes supérieures à σc
(voir Figure 5).

Mais alors, d’un point de vue mécanique, on a introduit un modèle de rupture
ductile (avec plasticité)! Mathématiquement, le problème relaxé admet un min-
imum dans BV et non plus dans (G)SBV . Il pourrait donc y avoir des parties
Cantoriennes qui ne ressemblent pas à des fissures, quoique le cas 1d exhibe des
minima qui sont bien dans SBV (voir Braides, Dal Maso & Garroni [8]). En tout
état de cause, on n’a pas à ce jour de résultat d’évolution dans ce cadre relaxé.

4. Le Branchement

La question du branchement a été soulevé au début de ces notes. Classiquement
le branchement bi-dimensionnel dans un cadre Griffith classique en élasticité linéaire
isotrope se modèle comme suit (voir Figure 6).

Figure 6. Le branchement
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On suppose que la préfissure est droite (de longueur l) jusqu’au point de branche-
ment puis de nouveau droite sur un segment de longueur l′ faisant un angle α avec
la préfissure. Alors la singularité en pointe de fissure peut s’écrire (en cooordonnées
polaires centrées au fond de fissure)

u =
√
r
∑

i=1,2

{Ki(t, l + l′, α)ϕi}+ û

où û est plus régulier (disons W 2,2
loc ), où les ϕi sont des fonctions universelles de α

et où les “facteurs d’intensité de contraintes” Ki dépendent de toutes les données
du problème. Notons de plus que K2 = 0 si σν ‖ ν, ν étant la normale à la fissure
à l’avant de la pointe de fissure.

D’après Griffith, et en admettant l’évolution régulière en t, le taux de restitution
d’énergie G(t, l, α) à la pointe de la préfissure dans la direction α de la nouvelle
fissure vérifie G(t, l, α) = Gc au temps t pour lequel la fissure branche (l(t) = l).
Le problème est de déterminer l’angle de branchement α. Deux écoles s’affrontent:
celle qui veut maximiser G(t, l, α′) parmi tous les α′ versus celle qui préconise que

K∗2 (t, l, α) := lim
δt↘0

K2(t, l(t+ δt))

doit être 0 pour l’angle de branchement α. D’après un résultat d’Amestoy &
Leblond [3] ces deux critères diffèrent.

Dans l’approche que nous proposons, il n’y a pas lieu d’importer de critère
complémentaire. On se contente donc d’écrire dans ce cas particulier la balance
d’énergie et la (méta-)stabilité, soit

1. Au temps t de branchement G(t, l, α) = Gc;
2. Au temps t, la fissure est un minimum local parmi toutes les fissures

ajoutées.

Ceci implique immédiatement que G(t, l, α′) ≤ Gc,∀α′ et semble donc valider le
principe de maximisation de G. Cependant, il est facile de montrer que, si α = 0
correspond au maximum de G (donc si la fissure se propage dans la direction de la
préfissure), alors K2(t, l, 0) = 0.

Donc, si maintenant α 6= 0 , alors toute extension régulière après branchement
implique que K2(t + δt, l(t + δt), α) = 0, donc, par continuité, que K∗2 (t, l, α) = 0,
d’où aussi le critère K∗2 = 0. Mais ces deux critères sont contradictoires d’après [3].

En fait, on peut montrer (voir [12]), dans le même esprit, qu’il ne peut y avoir
de branchement continu en t sur une branche Γ telle que

lim
r↘0

H1(Γ ∩B(0, r))

2r
= 1/2.

En conclusion, méta-stabilité plus connectivité prohibent un mécanisme de bran-
chement comme celui de la Figure 6 et donc le débat entre mécaniciens est “sans
objet”! Il resterait à comprendre quel est le mécanisme de branchement: peut-il y
avoir un saut de longueur, ou bien s’agirait-il d’un branchement en forme de fourche,
l’une des branches étant alors arrêté par une condition de non-interpénétration (une
notion que nous n’avons pas évoquée dans ces notes).

5. Numérique

Pour calculer une évolution dans le cas le plus simple, celui d’une énergie de
type Griffith, une méthode qui a porté ses fruits est celle d’une régularisation de
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l’évolution discrétisée à la Ambrosio & Tortorelli [2]. On considère la fonctionnelle
suivante définie sur H1(Ω;RN × R)

(5) (u, v)→
∫

Ω

{(
v2 + ηε)

)
W (∇u) +Gc

(
ε|Dv|2 +

(1− v)2

4ε

)}
dx

avec 0 < ηε << ε. Quand ε↘ 0, cette fonctionnelle Γ(L2)-converge vers
∫

Ω

W (∇u)dx+GcHN−1(S(u)).

Une telle fonctionnelle est à la base de l’implémentation numérique des problèmes
de rupture. En l’absence d’un terme de forces, à chaque temps discret, on minimise
(5) sous la contrainte d’irréversibilité v ≥ vi−1 à t = ti et avec les conditions aux
limites appropriées. Cette approximation est aussi valable dans le cas de l’élasticité
linéarisée (cadre SBD(Ω)) en dépit de l’absence de preuve de l’existence d’une
évolution en temps continu dans ce cas [10].

Figure 7. Le parking numérique

Au delà de ces généralités, une véritable implémentation numérique est très
délicate et a fait l’objet de nombreux travaux de Bourdin (voir e.g. [6, Chapter 8]).
En particulier, la fonctionnelle (5) est convexe séparément en u et en v mais n’est
pas convexe en (u, v), ce qui rend la recherche de minima assez difficile.

En conclusion, nous revenons sur le refroidissement diffusif évoqué au début de
ces notes. La Figure 7 ci-dessus montre les résultats obtenus par Bourdin en util-
isant l’approximation d’Ambrosio & Tortorelli combinée à l’irréversibilité, ce avec
les mêmes données mécaniques et de température, mais sur un domaine plus large.
La similarité est assez frappante et on peut vérifier que les amplitudes d’espacement
des fissures ainsi que les tailles de fissure sont comparables à celles de la Figure 1.

De nombreuses autres illustrations numériques semblent justifier l’approche pro-
posée et produisent des simulations qualitativement proches des évolutions ob-
servées, même si l’on ne sait pas précisément comment forcer le schéma numérique
à rester sur des chemins minimisants. Il est probable que l’évolution numérique
suit en fait des chemins méta-stables plus réalistes que ceux exhibés par l’analyse
mathématique.
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