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Résumé

Cet exposé présente quelques aspects de la théorie des systémes dyna-
miques topologiques ou différentiables munis de I’ensemble de leurs me-
sures invariantes - ce qu’on pourrait qualifier de fagon un peu provocatrice
de théorie ergodique sans mesure distinguée. Nous expliquons comment les
entropies topologiques et de Kolmogorov-Sinai structurent I’ensemble des
mesures invariantes et distinguent des mesures maximisant ’entropie. En
fait, pour les difféeomorphismes de surfaces, le nombre et le type de ces
mesures suffisent & décrire une large part de la dynamique.

Dans un travail récent avec Sylvain Crovisier et Omri Sarig (2022),
nous avons démontré une conjecture de Newhouse (1990) et analysé ces
mesures dans le cas des difféomorphismes lisses et bi-dimensionnels. Ces
résultats ont pour corollaire une classification des difféomorphismes C*° de
surfaces compactes et d’entropie non nulle. En conclusion, nous indiquons
quelques perspectives et travaux en cours.
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1 Introduction

Cet exposé se décompose en deux parties. La premiére est une intro-
duction rapide et partiale & la théorie des systémes dynamiques topolo-
giques dépourvus de mesure invariante distinguée (dans ce texte « me-
sure » désigne toujours une mesure de probabilité borélienne). La seconde
partie présente quelques avancées récentes dans le domaine de la dyna-
mique différentiable des surfaces et en particulier la solution [9] apportée
avec Sylvain Crovisier et Omri Sarig au probléme suivant, posé par Shel-
don Newhouse [25] au congres international des mathématiciens de Kyoto
(1990) :

Montrer que, sur les surfaces, les difféomorphismes de classe
C*° admettent un nombre fini de mesures de probabilité ergo-
diques maximisant ’entropie.

En guise de conclusion, nous évoquerons quelques conséquences et prolon-
gement de ces travaux.

2 Un peu de dynamique

Un systéme dynamique est un espace d’une certaine catégorie sur
lequel on considére l'itération d’un automorphisme. Dans ce texte, on
s’intéressera surtout aux dynamiques topologiques définies par la don-
née (X, f) d’'un homéomorphisme f : X — X et d’un espace métrique
compact X, ainsi qu'aux dynamiques probabilistes définies par la donnée
(X, B, p, f) d’un espace de probabilité standard (X, B, u) et d’une applica-
tion f : X — X définie p-presque partout, mesurable et inversible. Dans
ces deux cas, on cherche a comprendre les propriétés asymptotiques des
orbites : (f™(x))n>0 pour z € X.

Exemples de dynamiques topologiques. On considérera des dyna-
miques différentiables données par un difféomorphisme d’une variété com-
pacte, comme Pautomorphisme T4 de T? := R2/22 défini par = — (f i)m

On considérera aussi des dynamiques symboliques, i.e., données par
le décalage a gauche o : (Zn)necz — (Tnt1)nez sur une partie fermée
invariante ¥ d’un espace de suites X4 := {1, ... ,d}Z. Un exemple classique
est fourni par l’ensemble des suites sur {0,1} ne présentant pas deux
symboles 1 consécutifs : ¥y := {z € X2 : Vn € Z xnzny1 = 0}.

Plus généralement, pour toute matrice d x d, ’ensemble de suites X 4 :=
{(zn)nez € X4 : Vn € Z A(xn,Tny1) = 1 muni de la restriction o4 du
décalage est appelé décalage de type fini. La matrice A est associé au
graphe orienté a — b <= A(a,b) = 1. Le décalage X4 est I’ensemble
des chemins bi-infinis sur ce graphe.

Notions d’irréductibilité et d’apériodicité. On dit que (X, f) est :

— topologiquement transitif s’il existe une orbite positive dense : X =
{fx :n > 0} pour un certain z € X ;

— topologiquement mélangeant si pour toute paire d’ouverts non-vides
U,V C X alors, pour tout n assez grand, U N (V) # @.

La transitivité topologique est une condition d’irréductibilité : elle im-

plique qu’on ne peut pas écrire X comme une union Y UZ avec Y, Z C X
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compacts et invariants (f~'(Y) =Y, f~'(Z) = Z). Le mélange topolo-
gique est une condition d’apériodicité et implique la transitivité topolo-
gique.

Comportements asymptotiques

On peut décrire la répartition de ’orbite issue d’un point x € X par
sa mesure empirique :

n—1
Mo 1= nl;n;o - Z sk, lorsque cette limite existe,
k=0

ou §, est la masse de Dirac en y. Dans ce texte, une mesure sera toujours,
une mesure de probabilité borélienne, c’est-a-dire définie sur la tribu bo-
rélienne B engendrée par les ouverts de X.

Autrement dit, . est la limite faible* des mesures définies par les n
premiers itérés de x. Il est facile de vérifier que toute mesure empirique
appartient & ’ensemble P(f) des mesures invariantes par f : po f ' = p.
Muni de la topologie faible, I’ensemble des mesures sur X est un espace
compact métrisable. Le théoréme de Krylov-Bogolioubov s’ensuit : P(f)
est compact et non-vide.

Un tout petit peu de théorie ergodique

Soit (X, B, u1, f) une dynamique probabiliste, c’est-a-dire un automor-
phisme f d’un espace de probabilité défini sur un espace de Borel standard.

Notions d’irréductibilité et d’apériodicité. La condition d’irréduc-
tibilité naturelle est 1’ergodicité :

VBeB B=f""(B) = uB)=0oul.

On a cette fois un théoréme de décomposition : toute mesure p € P(f)
s’écrit d’une fagon essentiellement unique comme p = [ v dP(v) ot P est
une mesure de probabilité sur Perg(f), 'ensemble des points extrémaux
de P(f).

Une condition d’apériodicité est le mélange fort :
VABEB lim u(AN["(B) = u(A)u(B).

Il est facile de voir que le mélange fort implique I’ergodicité.

Exemples de dynamiques probabilistes. Un exemple classique est
celui des schémas de Bernoulli. Si P est une probabilité quelconque sur
{1,...,d}, on prend le décalage complet o4 sur ¥q muni de la probabi-
lité borélienne produit P®%. On obtient ainsi une famille, indexée par P,
de dynamiques probabilistes ergodiques (X4, B, Pz 0q). C'est la version
dynamique des processus de Bernoulli (suite i.i.d. de variables aléatoires
de loi P).

1. Il y a convergence faible (ou * faible selon la terminologie des analystes) si les intégrales
de toutes les fonctions continues convergent.
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Si d > 2, on obtient ainsi une famille non-dénombrable de mesures
invariantes et ergodiques pour la méme dynamique topologique (X4, 04).
Cela suggere la richesse de la partition de I’équation (1) ci-dessus.

L’automorphisme T : &+ (% } )z préserve la mesure d’aire m sur T2

La donnée (m,T) définit donc une dynamique probabiliste. En utilisant
les séries de Fourier on montre facilement que (m,T') est méme ergodique.
Les orbites périodiques (correspondant aux points rationnels) fournissent
d’autres exemples de dynamiques probabilites induites par 7.

Théoréme ergodique ponctuel. Le théoréme de Birkhoff est un des
résultats fondateurs de la théorie ergodique 2.

Théoréme 1 (Birkhoff). Soit (X, B, u, f) une dynamique probabiliste et
ergodique. Si v € L*(u), alors p-p.t. + € X et dans L*(p) :

n—1
o1 k .
nh_)ngo o kg_o o(f x) existe et vaut pu().

Application a la dynamique topologique

Revenons au cas d’une dynamique topologique (X, f). On note
Perg(f) C P(f) I'ensemble des mesures invariantes et ergodiques. Notons
que, dans le cadre topologique, cet ensemble Perg(f) est essentiellement
arbitraire (voir [12] pour une formulation précise). On verra qu’il est
non-dénombrable pour les difféomorphismes qui nous intéressent.

Dans le cadre topologique, chaque p € Perg(f) définit une dynamique
probabiliste (X, B, u, f) ergodique. On en déduit :

Corollaire 2. Si on définit le bassin ergodique de p comme :
B(p) :={x € X : ue existe et vaut p}

alors ce borélien est de p-mesure égale o 1 si et seulement si p est ergo-
dique.

En particulier, toute mesure ergodique p € Perg(f) est la mesure em-
pirique d’un point au moins (la réciproque est fausse).

Pour chaque p € Perg(f), le couple (u, f) définit une dynamique pro-
babiliste portée par l’ensemble borélien invariant B(u). On a ainsi une
partition borélienne et invariante, souvent non-dénombrable :

xX:= || Bmwuxo (1)

1EPerg (f)
ott Xo est un borélien de mesure nulle pour toute mesure p € P(f).

Remarque 3. Ce dernier ensemble X contient les points sans mesure
empirique ou dont la mesure empirique n’est pas ergodique. L’ensemble
Xo, négligeable pour les mesures invariantes, peut étre gros selon d’autres
points de vue. On peut vérifier que dans le cas du décalage complet avec
d > 2 symboles, X est gros aussi bien du point de vue topologique (il

2. Les théorémes ergodiques ont été ainsi nommés parce qu’on espérait qu’ils justifient
I’hypothése ergodique de la mécanique statistique.
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contient un Gs dense) que du point de vue de sa dimension de Hausdorff
Ind, égale a celle de l'espace tout entier si on le munit de la distance

d(z,y) = exp (—{|n| : n # yn})

3 Entropies topologiques et probabilistes

L’entropie en dynamique admet de multiples déclinaisons. Présentons
I’entropie topologique et ’entropie de Kolmogorov-Sinai dans le cadre
(anhistorique) d’une dynamique topologique (X, f). On en verra ultérieu-
rement une troisiéme ’entropie de queue.

Entropie topologique

Adler, Konheim, McAndrew [1] (1968) ont introduit I’entropie topolo-
gique hiop(f, X) (ou hiop(f) ou hiop(X)). Dans Papproche de Bowen et
Dinaburg, on introduit les boules dynamiques :

Bi(z,e,n) :={y € X :YO< k<n d(ffy, f¥) <e}

i.e., 'ensemble des points définissant le « méme » segment d’orbite de
longueur n a la précision € > 0. Cela définit un nombre de recouvrement :

re(e,n,Y) :=min{|C|: Y C U By (z,e,n)}
zeC

On peut alors calculer 'entropie topologique par une double limite :

1
htop(f) := lim htop(f, €) et htop(f,€) := limsup — logrs (g, n, X).
=0 n—oo T
La théorie de lentropie d’extension symbolique [3] permet de comprendre
la présence systématique d’une telle sorte de double limite.
On déduit facilement de cette définition la majoration :

heop(f) < dimp(M) - log™ Lip(f)

ou dimp est la dimension de boite et Lip(f) la meilleure constante de
Lipschitz. On retrouve ainsi le théoréme de Kushnirenko : I'entropie to-
pologique de tout difféomorphisme d’une variéré compacte est finie.

On peut calculer I'entropie dans les exemples mentionnés précédem-
ment : hiop(Ra) =0,

34+5 1++5

hiop(Ta) = log 5 hiop(Xa) = logd, hiop(Ey1) = log B

Entropie probabiliste

Etant donnée une dynamique probabiliste (X, B, u, f), Kolmogorov et
Sinai (1958) [22, 30] ont défini son entropie h(f, x) en s’appuyant sur la
théorie de l’information de la fagon suivante.
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Si @ est une partition mesurable finie de X, son entropie moyenne
par rapport & p est H,(Q) = — 3 4. #(A)log u(A). L'entropie dyna-
mique par rapport & @ est 'entropie au sens de Shannon du processus
(Q(f"x))nez, cest-a-dire :

ot Q" :=QV fHQ) V-V fT"T(Q). L’entropie de Kolmogorov-Sinai

h(f, ) = sup h(f, 1, Q)

Q partition mesurable finie

Un théoréme de Sinal garantit que h(f,u) = h(f,un, Q) si la partition
mesurable finie Q) est génératrice, i.e., s’il existe X1 C X de mesure totale
vérifiant : pour tous z,y € X1, si Q(f"z) = Q(f"y) pour tout n € Z,
alors x = y.

Remarque 4. L’entropie dynamique ne dépend pas du choix d’une
échelle ou d’une observable.

On peut calculer I'entropie dans les exemples mentionnés précédem-
ment :

34+5

h(Ta,m) =log 3

d
h(o, P®Z) =— Z P, log P;.
i=1

Comme toute quantité fondamentale, elle peut se caractériser et se
comprendre selon une grande variété de points de vue :
- comptage d’aprés le théoréme de Shannon-McMillan-Breiman ;
- capacité a simuler des schémas de Bernoulli selon un théoréme de
Sinai ;
- nombre de symboles nécessaires & un codage fidéle selon le théoréme
de Jewett-Krieger [19].
Nous serons particuliérement intéressés par le résultat suivant, selon
lequel 'entropie fournit un critére pour plonger une dynamique probabi-
liste ergodique dans un difféomorphisme de surface.

Théoréme 5 (Katok). Soit f un difféomorphisme de classe C* dune
surface compacte® M.

Toute dynamique probabiliste (v, g) ergodique, sans atomes et d’entro-
pie strictement plus petite que celle d’une mesure u € P(f) fortement
mélangeante, peut se plonger dans (X, f) : il existe U € Perg(f) telle que
(v,9) et (D, f) sont conjugués au sens probabiliste.

Cet énoncé se déduit d’un théoréme de dynamique différentiable de
Katok [21] en utilisant le théoréme de Jewett-Krieger.

Lien entre entropie topologique et probabiliste

Lorsque (X, f) est une dynamique topologique, Katok a établi des for-
mules paralléles aux formules décrites plus haut dans le cadre topologique.

3. Dans ce texte, les variétés compactes sont sous-entendues sans bord, sauf mention
contraire.

XIII-6



Exp. n® XIII— Entropie et classification en dynamique

Pour tout p € Perg(f),

. . 1 .
h(f,p) = ;I_I}(l) heop(f,€) et h(f,p,€) = hrrzn—?olip n log ”(Yl§1>fl/2 ri(e,n,Y).
Dans le cas général, on peut utiliser la décomposition ergodique : p =
fll%rg(f) vdP(v) et poser :

h(f. ) = / h(f,v) dP(v). (2)

erg (f)

Avec ces définitions, l'inégalité sup,cp(s) h(f, 1) < heop(f) est évidente.
On peut réciproquement approximer l’entropie topologique par I’entropie
de mesures invariantes et obtenir :

Théoréme 6 (Principe variationnel). Pour toute dynamique topologique
(X, 1),

hiop(f) = sup h(f,u)="* sup h(f,p).
neP(f) 1EPerg (f)

Mesures maximisant ’entropie

Le principe variationnel précédent encourage & introduire 1’ensemble
des mesures ergodiques p € Perg(f) maximisant 'entropie :

MME(f) := {p € Perg(f) : h(f, 1) = htop(f)}-

D’aprés un théoréme de Newhouse, la régularité C°° implique Dexis-
tence d’une telle mesure maximisant ’entropie, tandis que la régularité
C" avec r fini n’est pas suffisante [24, 6].

La question de leur multiplicité ou de leur structure est encore plus
délicat. Sa résolution requiert en régle générale une compréhension fine de
la dynamique. Le cas des décalages de type fini est bien compris depuis
les années 1960 :

Théoréme 7 (Parry). Un décalage de type fini ¥ n’admet qu’un nombre
fini de mesures ergodiques mazximisant l’entropie.

De plus, si ¥ est topologiquement transitif, il admet une unique me-
sure mazimisant Uentropie. Si 3 est topologiquement mélangeant, 'unique
mesure maximisant ’entropie est fortement mélangeante.

Le cas des difféomorphismes uniformément hyperboliques (comme T'4)
peut se ramener au théoréme précédent : ils ont un nombre fini de mesures
maximisant ’entropie et une exactement qui est un Bernoulli s’ils sont
topologiquement mélangeants comme T'a.

Preuve du théoréme de Parry. Indiquons la preuve dans le cas particulier
fondamental suivant :

Lemme 8. Dans le cas du décalage complet sur d symboles, l'unique me-
sure mazximisant l’entropie est le schéma de Bernoulli PO®Z défini par la
mesure uniforme Py sur {1,...,d}.

4. Cette derniére égalité est une conséquence immeédiate de 1’équation (2).
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Démonstration. Remarquons que la partition Qo := {{z € Xq: 2o =i} :
i = 1,...,d} est génératrice pour toute mesure. On note que, pour tout
n>1,

W) = B 1 Qo) € - H,(@3) < Hu(Q) < logd.

Toutes ces inégalités sont des égalités pour pu = P(‘]X’Z. Réciproquement,
si o € P(0) maximise I’entropie alors les trois inégalités doivent étre des
égalités. Légalite H,(QF) = n- H,(Qo) implique que Qo et o~ (Qf) sont
indépendantes pour tout n > 1 et donc p est Bernoulli. La deuxiéme
égalité implique p(A) = 1/d pour chaque A € Qo, i.e., u = P0®Z. O

Le cas général du théoréme de Parry repose en particulier sur un théo-
réme de combinatoire, dit de décomposition spectrale, qui permet de se
ramener au cas topologiquement mélangeant. (I

4 Classifications dynamiques

Peut-on espérer classifier par des invariants raisonnables de larges
classes de systémes dynamiques ? Rappelons qu’un isomorphisme (on dit
plutoét une conjugaison) entre systémes dynamiques d’une certaine caté-
gorie est la donnée d’un isomorphisme entre espaces ¢ : X — Y vérifiant
fow =1og, i.e., préservant les orbites. L’isomorphisme peut appartenir a
la méme catégorie que les dynamiques, mais le plus souvent on se contente
d’un isomorphisme appartenant & une catégorie plus « pauvre ». Voyons
cela.

Conjugaison topologique

La conjugaison topologique, ou isomorphisme entre dynamiques to-
pologiques, se définit par la donnée d’un homéomorphisme ¢ : X — Y
vérifiant ¢ o f = g o 1. Il est facile de vérifier que ’entropie topologique
est bien un invariant de conjugaison topologique.

Les homéomorphismes du cercle [11] ont tous entropie nulle et donc
Pentropie n’intervient pas dans leur classification. Poincaré (1885) a étudié
les homéomorphismes du cercle préservant l'orientation et topologique-
ment transitifs grace a un invariant naturel appelé nombre de rotation .
Meéme lorsque les difféomorphismes ont une régularité élevée, les conjugai-
sons ne sont pas nécessairement aussi réguliéres ou méme lisses : il peut
y avoir une perte de régularité .

5. La décomposition du graphe d’adjacence en composantes fortement connexes permet de
se ramener au cas topologiquement transitif. Enfin le mélange topologique est équivalent a la
primitivité de la matrice d’adjacence.

6. Denjoy (1932) a montré que I’hypothése de transitivité topologique était satisfaite dés
que le nombre de rotation est irrationnel et le difféomorphisme C2.

7. Les travaux de Yoccoz ont établi la borne optimale sur cette perte de régularité en
fonction des propriétés arithmétiques du nombre de rotation.
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La classification topologique des endomorphismes de Uintervalle [0, 1]
[11] est également bien comprise au travers d’invariants de repliement
(kneading invariants) définis par les orbites des points critiques. Si on
se place parmi les applications C'* de Iintervalle topologiquement transi-
tives avec un unique point critique, ’entropie topologique détermine cet
invariant et classifie donc ces systémes topologiques a conjugaison pres.

Remarque 9. Il existe des décalages de type fini topologiquement mélan-
geants et de méme entropie topologique (et méme ayant le méme nombre
de points périodiques de chaque période) qui ne sont pas topologiquement
conjugués |23, chap. 7]. Encore aujourd’hui, malgré de nombreux travaux
([18] et les références de cet article), on ne sait pas si la conjugaison topolo-
gique de deux décalages de type fini X4 et X p est un probléme décidable,
bien que ce probléme ait été formulé depuis les années 1970 en termes
purement matriciels [33].

Remarque 10. Foreman et Gorodetski [14] ont annoncé le résultat d’im-
possibilité suivant. La conjugaison topologique parmi les difféomorphismes
C®° d’une surface S donnée n’est pas une relation borélienne®. En parti-
culier, il n’existe pas d’invariant complet borélien, autrement dit de fonc-
tion borélienne I : Diff>*(S) — R (ou & valeurs dans un espace borélien
standard comme ]RN) telle que f, g sont topologiquement conjugués si et
seulement si I(f) = I(g).

Conjugaison probabiliste et théoréme d’Ornstein

La conjugaison de deux systémes probabilistes
(X,B,,U/,f) et (KC7V79)

signifie I’existence d’une application 1 : X — Y définie presque partout,
mesurable et d’inverse mesurable avec ¥ o f = g o 1. Cette notion a été
introduite par von Neumann.

Dés le début de la théorie, les dynamiques & spectre purement ponc-
tuel (des dynamiques quasi-périodiques, généralisant les rotations sur les
groupes compacts) ont été classifiés par le spectre de leur action sur les
fonctions de carré intégrable (von Neumann 1932). Le cas des dynamiques
chaotiques est, lui, longtemps resté complétement ouvert, y compris pour
la classe des schémas de Bernoulli, fondamentale du point de vue proba-
biliste.

Savoir si oui ou non les schémas de Bernoulli définis par les probabilités
(1/2,1/2) et (1/3,1/3,1/3) étaient conjugués comme dynamiques proba-
bilistes est resté un probléme ouvert pendant plus de vingt ans. C’est pour
le résoudre que Kolmogorov et Sinai introduisirent la notion d’entropie ex-
posée ci-dessus. Leur définition entraine immédiatement qu’il s’agit d’un
invariant de conjugaison probabiliste. Ainsi les deux schémas de Bernoulli
précédents, étant d’entropies log 2 et log 3, ne peuvent étre conjugués.

Ornstein a montré que I'entropie était un invariant complet dans cette
classe :

8. Plus précisément et pour toute variété M de dimension > 2, le graphe {(f,g) €
Diff** (M) x Diff > (M) : f, g topologiquement conjugués} n’est pas un ensemble borélien.
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Théoréme 11 (Ornstein (1971)). Deuz schémas de Bernoulli sont conju-
gués de fagon probabiliste si et seulement s’ils ont méme entropie.

Au-dela de ce résultat spectaculaire, la théorie développée par Ornstein
a permis de montrer 'abondance des dynamiques probabilistes conjugués
a4 un schéma de Bernoulli parmi les mesures naturelles de beaucoup de
systémes « chaotiques ». Ces résultats ont également ouvert la voie a des
classifications par ’entropie au-dela du cadre probabiliste, comme ceux
dont nous allons parler.

Classifications boréliennes

La conjugaison borélienne est un intermédiaire naturel entre les conju-
gaisons probabilistes et topologiques. Elle est définie par la donnée d’une
bijection borélienne ¥ : X — Y telle que ¥ o f = g o . C’est une notion
strictement plus faible que la conjugaison topologique. Elle ouvre la voie
a une classification plus facile et plus simple des cas difficiles.

Elle implique une certaine correspondance entre les mesures invariantes
et ergodiques :

Lemme 12. Si (X, f) et (Y,g) admettent une conjugaison borélienne
P : X =Y, alors on note les invariants :

1. Yy : Porg(f) — Perg(g) est une bijection avec Vi € Perg(f) les dyna-
miques probabilistes (u, f) et (. (u),g) sont conjuguées ;

2. hiop(f) = htop(9)-
3. . : MME(f) — MME(g) est une bijection avec conjugaison de (m, f)
et (P« (m), g) pour tout m € MME(f).

Remarque 13. L’entropie topologique (que nous avons définie en utili-
sant une distance) est en fait invariante par conjugaison borélienne entre
dynamiques topologiques.

Remarque 14. Une conjugaison borélienne ¢ : M — M entre deux
dynamiques topologiques définies par des difféomorphismes f,g: M — M
préservant une forme volume vol sur une variété compacte M n’induit pas
nécessairement une conjugaison entre les dynamiques probabilistes (vol, f)
et (vol, g) : on n’a pas nécessairement 1, vol = vol.

Remarque 15. La réciproque du lemme est fausse en général : la conju-
gaison 2 & 2 des mesures invariantes n’implique pas une conjugaison bo-
rélienne [31, 32, 13].

Démonstration. Le point 1 est évident. En particulier, vu l'invariance de
Pentropie h(f, u) = h(g, 1+« (1)). Le point 2 découle du principe variation-
nel. Le point 3 est une conséquence des précédents. O

Une différence essentielle entre conjugaisons topologiques et boré-
liennes, c’est que pour ces derniéres, on peut séparer 1’étude des points
périodiques :

Lemme 16. Deuz dynamiques (X, f) et (Y,g) sont Borel-conjuguées si
et seulement si :
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i) il existe une conjugaison borélienne entre leurs restrictions apério-
diques :
(Xaper = {x € X : O(CIJ) mﬁm}, f) et (Yaper,g);

11) les ensembles de points périodiques de chaque période n > 1 ont méme
cardinal :

k(f,n) = Card{z € X : f"(x) = 2} = k(g,n).

Hochman [17] a montré le

Théoréme 17 (Hochman). Deuz décalages de type fini topologiquement
mélangeants ont leurs parties apériodiques Borel-conjuguées si et seule-
ment s’ils ont méme entropie topologique.

Ce théoréme contient (et sa preuve utilise) le résultat d’Ornstein ainsi
qu’une version borélienne du théoréeme de Jewett-Krieger. Il implique
que deux décalages de type fini topologiquement mélangeants sont Borel-
conjugués si et seulement s’ils ont méme entropie topologique et mémes
nombres de points périodiques de chaque période, en opposition avec le
cas de la conjugaison topologique (cf. remarque 9).

Hochman souligne le :

Probléme 1 (Hochman). Deux décalages de type fini topologiquement
mélangeants d’égale entropie ont-ils nécessairement des parties apério-
diques topologiquement conjuguées ?

Il est naturel de poser le :

Probléme 2. Classifier les difféomorphismes de surfaces compactes a
conjugaison borélienne prés.

Toutefois les résultats négatifs de Foreman et Gorodetski cités plus
haut suggérent que ce probléme est trop difficile :

Conjecture. La relation de conjugaison borélienne parmi les difféomor-
phismes C'*° d’une surface donnée quelconque n’admet pas un graphe bo-
rélien (a fortiori d’invariant numérique complet dépendant de fagon Borel
dans la topologie C*°).

MME comme invariants principaux

Pour certains difféomorphismes, on peut réduire le probléme de la
classification borélienne & celui de la classification des mesures maximisant
Pentropie et du comptage des orbites périodiques (on peut oublier toutes
les mesures de "complexité intermédiaire" ainsi que la dynamique non-
probabiliste — remarque 15).

Pour formuler un tel jeu de conditions, on introduit une entropie res-
treinte aux mesures mélangeantes et hyperboliques :

hmel (f) :=sup{h(f, p) : p€P(f) fortement mélangeante et hyperbolique}

La condition d’hyperbolicité sera définie plus bas, mais notons qu’elle peut
étre omise en dimension 2 sans affecter le théoréme suivant.
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Théoréme 18. Fizons M, N deux variétés compactes et deuz diffécomor-
phismes f € Diff>(M), g € Diff>(M). Supposons que le principe varia-
tionnel admette le renforcement suivant :

hiop(f) = hmei(f) > 0 et hiop(g) = hmei(9) > 0.

Alors les parties apériodiques de f et de g sont Borel-conjugués si et seule-
ment st
(A0) hiop(f) = htop(9) ;
(A1) il existe une bijection ¥ : MME(f) — MME(g) telle que, pour
tout p € MME(f), (i, f) et (¥(u),g) sont conjugués au sens probabi-
liste.

Notons que la condition (AO) est nécessaire si f et g n’ont pas de
mesures maximisant I’entropie : la condition (A1) est alors vide.

D’aprés le lemme 16, la conjugaison borélienne de f et g est équivalente
a (A0), (Al) et (A2) définie comme D'égalité des cardinaux des points
périodiques de chaque période.

Remarque 19. Sans hypothése de mélange on doit faire intervenir les
« périodes » des mesures et notamment considérer ’entropie et les mesures
maximisant 'entropie a période fizée.

Démonstration. La preuve de ce théoréme [7] utilise le théoréme du fer a
cheval de Katok (voir le théoréme 5) et les théorémes de générateurs de
Krieger et Hochman (en particulier [16, 17]). O

On peut lire ce théoréme comme un résultat de rigidité de 1’ensemble
des mesures ergodiques et invariantes des difféomorphismes considérés (a
lopposé de la situation générale des homéomorphismes) : les mesures
d’entropie maximale suffisent & déterminer toutes les autres mesures in-
variantes apériodiques. Le probléme de la classification de tels difféomor-
phismes se réduit donc & I’étude de leurs MMEs. Il nous faut donc résoudre
le probléme de Newhouse.

5 Solution du probléme de Newhouse

Enoncé du résultat principal

Dans le travail [9], nous avons résolu avec Sylvain Crovisier et Omri
Sarig le probléme de Newhouse. Notre résultat principal est le suivant :
Théoréme 20 (Buzzi-Crovisier-Sarig). Soit f € Diff> (M) avec M une
surface compacte. Supposons hiop(f) > 0. Alors :
1. Iy a un nombre fini de mesures p € Perg(f) mazimisant Uentropie ;

2. Si f est topologiquement transitive, il existe une unique mesure maxi-
misant Uentropie u et la dynamique probabiliste (f, ) est conjuguée
au produit d’un schéma de Bernoulli et d’une permutation circulaire ;

3. Si [ est topologiquement mélangeante, alors lunique p € MME(f)
est fortement mélangeante et donc (u, f) est conjugué en mesure G un
schéma de Bernoulli.
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Cet énoncé est « optimal » au sens ot on ne peut en enlever aucune des
hypothéses. Si 'entropie topologique est nulle, la finitude peut tomber en
défaut (considérer l'identité) ; en dimension > 3 (considérer des produits
f x Idp1) ou encore dans n’importe quelle classe de différentiabilité finie
(pour garder la finitude il suffit de renforcer la condition sur ’entropie en
hop(f) > % limp—s oo % log Lip(f™).

Le cas des diffecomorphismes axiome A [29] montre que l'unicité (resp.
le mélange) peut tomber en défaut en 'absence de transitivité topologique
(resp. mélange topologique), y compris dans le cas d’une surface connexe.

La lectrice attentive aura remarqué que les conclusions de ce théoréme
sont les mémes que celles du théoréme 7 sur les décalages de type fini.
Ce n’est pas un hasard : nous adaptons au cadre des difféomorphismes
de surfaces d’entropie non nulle les concepts de la théorie classique des
dynamiques uniformément hyperboliques rappelés plus bas. Cette théorie
fournit une dynamique symbolique ou codage pour ces dynamiques uni-
formes, i.e., les représentent (dans un sens a préciser) par des décalages
de type fini.

Pour I’heure, remarquons que notre réponse au probléme de Newhouse
combinée au théoréme 18, donne un résultat de classification borélienne
particuliérement simple :

Corollaire 21. Soient f,g € Dift** (M) deuz difféomorphismes de classe
C* d’une surface M compacte. Supposons f et g topologiquement mélan-
geantes et d’entropies topologiques non nulle.

Les parties apériodiques de f et de g sont Borel-conjuguées si et seule-
ment st hiop(f) = htop(g)-

Corollaire 22. Dans le cadre précédent, les transformations f et g sont
Borel-conjuguées si et seulement si hiop(f) = htop(g) et les cardinauz de
leurs points périodiques coincident : Yn > 1 k(f,n) = k(g,n).

6 Preuve

Dans le reste de cet exposé, nous essaierons de donner une idée des
grandes lignes de notre preuve. Nous utilisons les outils suivants :

— la théorie de Yomdin et Newhouse majorant l'entropie a petite échelle
en grande différentiabilité et établissant notamment la semicontinuité
supérieure de ’entropie de Kolmogorov-Sinai ;

— la dynamique hyperbolique des compacts invariants (Anosov-Smale-
Bowen) et des mesures sans exposants nuls (Oseledets-Pesin) ;

— la dynamique symbolique, i.e., le "codage" de la dynamique d’un dif-
féomorphisme par un décalage de type fini généralisé;

— une relation homocline généralisée aux mesures hyperboliques ;

— un lemme de Sard adapté aux dimensions transverses des feuilletages
dynamiques associés aux compacts invariants hyperboliques.

Jusqu’a nouvel ordre, f est un diffécomorphisme de classe C*° sur une
variété compacte M.
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Expansivité et théoréme d’existence de Newhouse

Newhouse pose son probléme dans la foulée du résultat d’existence
suivant qu’il déduit des travaux de Yomdin [34] sur la complexité locale
des itérés d’un difféomorphisme.

Théoréme 23 (Newhouse 1989). Soit f un difféomorphisme de classe
C* d’une variété compacte.

La fonction entropie h : P(f) — R est semicontinue supérieurement
par rapport a la topologie faible. Elle admet donc au moins une mesure
mazimisant l’entropie : MME(f) # @.

La preuve de la semicontinuité repose sur une condition suffisante due
a Misiurewicz : une propriété d’expansivité (i.e., de séparation des or-
bites). Elle est définie par ’annulation de I'entropie de queue (ou entropie
topologique conditionnelle) :

W (f) = lim b (f,€) on

R*(f,e) == gi_r}(l) h?—)solip % log 1;[168.))((7’f(67n, B.(z,n))
L’expression entre crochets compte le nombre maximal de (d,n)-boules
nécessaires pour recouvrir une (g,n)-boule. L’entropie de queue quanti-
fie le défaut de convergence uniforme de I’entropie de Kolmogorov-Sinai
quand € — 0.

La théorie de Yomdin [34] permet de montrer que h*(f) = 0 pour
toute application C*° d’une variété compacte [5] (voir [26] pour la preuve
originelle de la semicontinuité).

Notons que l'inégalité h*(f) < htop(f) donne un premier argument
pour la finitude de MME(f). En effet cette inégalité oblige les mesures
maximisant ’entropie « a occuper ’espace ». En effet si K C M vérifie
sup,,~o diam(f"(K)) < € avec h*(f,e) < htop(f), alors u(K) = 0 pour
toute u € MME(f).

Hyperbolicité uniforme et de Pesin

Classiquement, un point périodique = f™(z), n > 1, est hyperbolique
si son multiplicateur Df™ : T, M — T, M n’admet pas de valeur propre de
module 1. Cette notion s’étend a des compacts invariants et des mesures
invariantes de la fagon suivante.

Exposants de Lyapunov et multiplicités. Un exposant de Lyapunov
en un point x € M est, si elle existe, la limite :

1
AMz,v) := lim —log||Df".v| avec v € T, M \ 0.
n—oo N
Etant donnée une mesure ergodique pu € Perg(f), le théoréme ergodique

multiplicatif d’Oseledets [15] affirme qu'’il existe X; C X avec pu(X1) =1
tel que A\(x, v) est bien défini pour tout (z,v) € X1 X (T M\0). L’ensemble

o(p) :={A(z,v):z € X1 et veT,M\O0}
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est le spectre de Lyapunov de la mesure pu. Plus précisément, on peut
trouver une base (vi,...,v%) de T, M telle que chaque double limite
limp, 400 = log || D f".v|| existe. La multiplicité d’un exposant A € o(p)
est Ventier m, (\) := #{i : AM(z,v}) = A}

Dans le cas particulier ot z = f™(z), les exposants de Laypunov sont
les A := n""log|A| ot A parcourt les valeurs propres de Df"™ : T M —
T>M et la multiplicité de A coincide avec la somme des multiplicités des
valeurs propres de Df™ : ToM — T, M de module e™.

Entropie, exposants et dimensions. L’entropie, ’hyperbolicité et la
géométrie fractale d’une mesure sont liées par le spectaculaire résultat
suivant :

Théoréme 24 (Ledrappier-Young). Soit f € Diff*(M) avec M une va-
Tiété compacte.

L’entropie de Kolmogorov de toute mesure p € Perg(f) s’exprime en
fonction des exposants et de dimensions fractales 0 < v(A) < my(N) -

M= 3 W max(A0) = 3 4,(A) max(~A,0).

A€o (p) A€o (p)

Retenons-en les deux conséquences suivantes : 1) une mesure d’en-
tropie non nulle est associée a des dimensions fractales non nulles; 2) la
majoration suivante de ’entropie par les exposants :

Théoréme 25 (Ruelle). Soit f € Diff'(M). Pour tout i € Perg(f),

WA < Y mu(d) max(3,0).

A€o (u)

Théorie de Pesin. Une mesure p € Perg(f) est dite hyperbolique au sens
de Pesin si 0 ¢ o(u), i.e., tout exposant est soit strictement positif, soit
strictement négatif. Il est souvent délicat de vérifier cette propriété. Sur
les surfaces, 'entropie implique 'hyperbolicité selon la remarque suivante
de Katok, facile mais fondamentale :

Corollaire 26 (Katok). Soient f € Diff>(M) avec M une surface com-
pacte et 1 € Perg(f).

Si Uentropie h(f, 1) est non nulle, alors la mesure p est hyperbolique
au sens de Pesin.

Remarque 27. La réciproque de ce corollaire n’a pas lieu : 'hyperboli-
cité n’implique pas la stricte positivité de ’entropie, comme le montre le
cas d’un point fixe hyperbolique. Le théoréme 5 fournit des exemples non
périodiques, mais montre également que l’existence d’une mesure hyper-
bolique non atomique implique I'existence d’une autre mesure d’entropie
non nulle.

En dimension supérieure, ’entropie non nulle n’interdit plus I’annula-
tion de certains exposants, comme on peut le vérifier facilement en consi-
dérant les produits f x R ou R est une rotation et f € Diff* (M) avec
htop(f) > 0 et en utilisant que h(f X R, ) = h(f, m«p) si 7 est la projection
sur le premier facteur f.
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Remarque 28. L’hyperbolicité au sens de Pesin, méme pour toutes les
mesures 1 € MME(f), y compris avec minoration des valeurs absolues des
exposants, n’est pas suffisante pour forcer la finitude de MME(f) comme
le montrent certains exemples de difféomorphismes de surfaces de classe
C" avec 1 << r < oo0.

Hyperbolicité uniforme. On appelle uniforme la situation ou la non-
nullité des exposants apparait au bout d’un temps uniforme sur un certain
compact invariant A : il existe kK > 0 et N > 1 tels que pour pout tout
point € A et pour tout [n| > N, |1 log | Df™.vi||| > k (ot (v}, ..., v) est
la base de T, M introduite lors de la discussion du théoréme d’Oseledets).
Si A est un ensemble suffisamment gros pour la dynamique (A = M ou
bien encore ’ensemble limite), ’hyperbolicité uniforme sur A définit une
catégorie de dynamique bien comprise, a la fois riche et rigide [27, 29].

En particulier, les dynamiques uniformément hyperboliques admettent
une bonne dynamique symbolique, c’est-a-dire unr représentation « suffi-
samment fidéle » par des décalages de type fini. Les travaux des classiques
(notamment Anosov, Smale et Bowen, voir [29]) aboutissent au résultat
suivant (qui inclut une application du théoréme 7 de Parry) :

Théoréme 29. Soit f un difféomorphisme C' d’une variété compacte.
S’il est uniformément hyperbolique (vérifie l’axiome A), son ensemble
non-errant admet la décomposition spectrale :

N p(i)
Qf) = U K; avec L; := U L;;
i=1 j=1

ot les Kij sont des compacts deus-a-deux disjoints avec f(Lij) = Li(j41)
(par convention Lipiy+1) = Li1).

De plus, f: K; — K; est topologiquement mélangeant et P : Lij —
L;j; est topologiquement mélangeante.

Enfin, chaque f|K; admet exactement une mesure mazimisant [’en-
tropie, conjuguée du point de vue probabiliste au produit d’un schéma de
Bernoulli et de la permutation circulaire d’ordre p(i).

C’est cette structure que le probléme de Newhouse appelle & généraliser
dans un cadre non-uniforme fournit par la stricte positivité de I’entropie
topologique et la dimension 2.

Dynamique symbolique de Sarig

Les tentatives de construction d’une dynamique symbolique dans un
cadre non-uniformément hyperbolique remontent au moins a Katok [21].
Son théoréme du fer a cheval suggére une construction de ce type, mais
avec une correspondance qui ne préservait pas les mesures maximisant
I’entropie ou méme les valeurs mémes de ’entropie.

C’est Sarig qui a réussi a généraliser utilement du point de vue de
I’entropie la dynamique symbolique au cadre non-uniforme. Il parvient
a représenter la dynamique par un décalage de Markov, c’est-a-dire un
décalage de type fini généralisé (il est défini par un graphie dénombrable
et non pas fini comme dans le cas classique). Plus précisément, pour tout
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x > 0, Sarig obtient une représentation qui préserve l’entropie et les me-
sures maximales. Plus précisément, toute mesure y-hyperbolique au sens
de Pesin, c’est-a-dire sans exposants dans le segment [—x, x], admet un
nombre fini de relévements sur le décalage, chacun etant conjugué en me-
sure (& une fibre finie prés) avec la mesure sur la surface.

C’est suffisant pour faire correspondre les mesures maximisant l’en-
tropie du décalage et du difféomorphisme. En effet, en supposant que
htop(f) > 0 et en prenant x := hiop(f)/2 > 0, 'inégalité de Ruelle (théo-
réme 25) montre que toute mesure ergodique d’entropie > hop(f)/2 est
bien yx-hyperbolique. Sarig en déduit :

Théoréme 30 (Sarig 2013). Soit f un difféomorphisme de classe C?
d’une surface compacte. Supposons heop(f) > 0.

L’ensemble MME(f) est au plus dénombrable.

Toute mesure p € MME(f) est conjuguée au sens probabiliste avec le
produit d’un schéma de Bernoulli et d’une permutation cyclique®.

Un résultat de Gurevi¢ généralise le théoréme de Parry et permet
de réduire le calcul du nombre de mesures maximisant ’entropie d’un
décalage de Markov & un probléme combinatoire : il y en a au plus une
par composante fortement connexe ' du graphe définissant le décalage.
Le caractére dénombrable de MME(f) dans le théoréme de Sarig en est
une conséquence immédiate.

Remarque 31. La construction de Sarig a été généralisée en toute di-
mension par Benovadia [2] : étant donné un difféomorphisme d’une variété
compacte et un paramétre x > 0, il existe un décalage de Markov représen-
tant fidélement (dans le méme sens que Sarig) toute mesure invariante et
ergodique x-hyperbolique au sens de Pesin. Soulignons que ceci n’empéche
pas lexistence de mesures maximisant ’entropie sans étre hyperboliques.

Et la finitude ?

Pour résoudre le probléme de Newhouse il suffit de montrer que la
régularité C°° implique qu’il n’y a qu’'un nombre fini de telles compo-
santes (ou du moins des composantes d’entropie maximale ou grande).
Les techniques de Sarig, basées sur la théorie de Pesin, sont assez indi-
rectes et abstraites. Par ailleurs elles ne font intervenir que la régularité
C? et Iexploitation d’une régularité supérieure semble difficile.

Un nouvel acteur : la relation homocline

Au lieu de contrdler directement les composantes dans le décalage
construit par Sarig, on introduit une notion de piéce irréductible sur la
surface, ou plus précisément parmi les mesures ergodiques et hyperbo-
liques du difféeomorphisme. On montrera ensuite que chacune de ces piéces
admet une représentation par une composante irréductible du graphe de
Sarig.

9. Le produit d’un schéma de Bernoulli et d’une permutation cyclique. est fortement mé-
langeant si et seulement si la permutation cyclique est triviale.
10. Une composante fortement connexe est un sous-graphe maximal dont tous les sommets
peuvent étre joints dans les deux sens.
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Pour définir nos piéces, rappelons la notion de relation homocline in-
troduite par Newhouse. Considérons une orbite périodique hyperbolique
O. On sait que :

W (0O):={xe M : 1i_>m d(f"xz,0) =0} et
W O):={zeM: nh_}rrgo d(f "z, 0) =0}

sont des immersions de sous-variétés lisses. On dit que deux orbites pé-
riodiques hyperboliques O1, Oz sont homocliniquement liées si W*(O1)
et W*(O2) d’une part, et W*(Oz) et W?(O1) ont des points d’intersec-
tion transverses. Il s’agit d’une relation d’équivalence sur 1’ensemble des
orbites périodiques hyperboliques.

La théorie de Pesin permet d’étendre cette relation d’équivalence &
lensemble Puyp(f) des mesures ergodiques et hyperboliques 1 On note

he(p) C Pryp(f),

la classe d’équivalence de pu € Puyp(f), qu'on appelle classe homocline
mesurée. On définit son support par

HC(p) := U supp(v) C M.
vehe()

Un théoréme de Katok (une version du théoréme 5) implique que toute
mesure hyperbolique p est homocliniquement liée & une orbite périodique
hyperbolique O. On vérifie que HC(u) coincide avec I’adhérence de ’en-
semble des points d’intersection transverse :

HC(p) := W (O) h W=(0).
On peut préciser cette structure. Si g € O, alors il existe p > 1 tel que :

p—1

HC(u) := [J f* (W (q) h W*(q)). 3)

k=0

Ici W*(q), W?*(q) sont les variétés stables et instables du point ¢, par
exemple W*(q) := {z € M : lim, 00 d(f*Px,q) = 0}. En particulier, ce
sont des courbes (et non des unions de courbes). La figure 1 illustre cette
topologie.

Comme on ’a vu, en dimension 2, toute mesure ergodique d’entropie
non nulle est hyperbolique et donc appartient & une classe homocline
mesurée.

Unicité locale via un codage irréductible

Nous montrons que toute classe homocline mesurée he(u) peut étre
représentée par une composante irréductible au sein de la dynamique sym-
bolique construite par Sarig. Rappelons qu’on fixe un paramétre xy > 0

11. F. Rodriguez-Hertz, M.-A. Rodriguez-Hertz, Tahzibi et Urés [28] ont introduit généra-
lisation équivalente & la notre.
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FIGURE 1 — La structure topologique d’une classe homocline.

assez petit. Alors toute mesure y-hyperbolique appartenant a la classe est
représentée dans cette composante. D’aprés I'inégalité de Ruelle, ceci s’ap-
plique a toute mesure ergodique d’entropie > x. En appliquant le résultat
de Gurevi¢ cité plus haut, on obtient le :

Théoréme 32 (Unicité locale). Pour toute mesure ergodique et hyperbo-
lique u, sa classe homocline mesurée contient au plus une mesure maxi-
misant « localement » ’entropie, i.e.,

m € he(p) avec hp (f) = sup{h.(f) : v € he(u)}.

De plus le support de la mesure m coincide avec celui de la classe HC(u).

Finitude globale

On procéde par contradiction en supposant qu’il existe pi,p2, -+ €
MME(f), deux-a-deux distinctes.

Par compacité de P(f), on peut supposer que cette suite converge
faiblement vers une certaine mesure o, € P(f). L’entropie étant semi-
continue supérieurement (f est supposé de classe C*), la mesure poo
maximise aussi l’entropie. Pour simplifier cet exposé, on suppose égale-
ment que oo est ergodique. D’aprés 'unicité locale, les mesures 1, g2, . . .
et oo appartiennent & des classes homoclines mesurées distinctes.

Chacune des mesures pn,, 1 < n < 0o, est donc portée par le support
d’une classe homocline HC(O,,) avec O1,0s,...,Ou des orbites pério-
diques hyperboliques homocliniquement indépendantes.

On se sert de la topologie bidimensionnelle et de la structure du sup-
port des classes homoclines décrite par 1’équation (3). Cela permet de
déduire de la convergence faible p, — poo le fait suivant, pour n > 1 :
si les variétés stables et instables de O,, ne traversent pas celles de O,
alors essentiel de la masse de p, est piégé dans des « trous » '? défi-
nis par HC(Os) de diamétres arbitrairement petits (voir Figure 2). Mais

12. Tl s’agit de disques topologiques bornés par des segments de f*(W*S(0,)) et de
FE(W*(O,)) pour un certain k > 0.
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FIGURE 2 — Une classe homocline enfermée par une autre.

I’entropie de u,, devrait alors étre essentiellement bornée par I’entropie de
queue h*(f, ) dés que le diametre de ces "trous" est inférieur a e. Comme
h*(f) = 0 pour f de classe C*°, on peut supposer h*(f,e) < htop(f) et
ceci contredit pu, € MME(f).

Cette premiére contradiction montre que les variétés stables et in-
stables de O,, et O doivent se traverser. L’indépendance homocline de
In et oo implique que toutes ces intersections sont non-transverses. Mon-
trons que c’est encore impossible.

Pour trouver des intersections transverses, on utilise le fait que les
variétés stables et instables considérées appartiennent a des feuilletages
dynamiques : les feuilletages stables et instables définis par des compacts
uniformément hyperboliques construits & partir des mesures fir, et poo €n
utilisant une variante du théoréme de Katok.

Or les dimensions transverses de ces feuilletages sont non nulles & cause
de la non-nullité de I’entropie des mesures fi,, fioo (comparer avec le théo-
réme 24). Une version du théoréme de Sard adaptée a la régularité de ces
feuilletages dynamiques force I’existence d’intersections transverses, ce qui
conclut notre preuve par I’absurde. La finitude est démontrée.

Théoréme de décomposition spectrale

Nos arguments permettent de généraliser la décomposition spectrale
établie par Smale dans le cas des difféomorphismes uniformément hyper-
boliques. Nous obtenons :

Théoréme 33 (Buzzi-Crovisier-Sarig). Pour tout difféomorphisme f de

classe C° d’une surface compacte, il existe une collection (O;)icr au

plus dénombrable d’orbites périodiques hyperboliques vérifiant les proprié-

tés sutvantes :

— toute mesure pu € Phyp(f) est homocliniquement liée & exactement une
orbite O;. En particulier n(HC(0;)) =1;

— siiF#j, hiop(f|HC(O:) NHC(O;)) =0

— chaque f|HC(O;) est topologiquement transitif ;

— pi := pged({|O] : O homocliniquement liée O;}) est caractérisé
par lexistence d’un compact L; tel que HC(O;) = L; U f(L;) U
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< U PN avee fP1 i Ly — Ly topologiquement mélangeant et
heop (fILi N f¥(Li)) = 0 pour tout 0 < k < p; ;
— pour tout i € I, il existe une unique mesure m; € P(HC(O;)) mazimi-
sant l’entropie. De plus, cette mesure
— est de support HC(O;) ;
— définit une dynamique probabiliste conjuguée au produit d’un Ber-
noulli et d’une permutation circulaire de période p; ;
— pour tout € > 0, le nombre de i € I avec hiop(f|HC(O;)) > € est fini;
— si f est topologiquement transitif, alors il existe au plus un indice
i0 € I, avec HC(Oy,) infini;
— st f est topologiqguement mélangeant, alors la période p;, est égale a 1.

La solution du théoréme de Newhouse (théoréme 20) s’en déduit faci-
lement.

Remarque 34. Ceci est une version faible de la décomposition spectrale
de Smale pour les difféomorphismes uniformément hyperboliques. En effet,
notre version ne controle que les mesures d’entropie non nulle et peut
comporter une infinité de piéces.

7 Conclusion et perspectives

La solution au probléme de Newhouse a mobilisé une large partie de
la théorie ergodique des systémes différentiables, de la théorie de Pesin a
celle de Yomdin en passant par la dynamique symbolique et la géométrie
fractale des mesures et compacts hyperboliques. Au-dela de la réponse
positive a la question posée en 1990, nous avons justifié I'intuition selon
laquelle les difféomorphismes de surface en régularité C'>° partagent les
propriétés qualitatives des systémes uniformément hyperboliques vis-a-vis
des mesures d’entropie non nulle.

Cela souléve deux types de questions :

— ces difféeomorphismes satisfont-ils également les propriétés quantita-
tives des systémes uniformément hyperboliques (mélange exponen-
tiel, théoréme central limite, etc.) ? En effet, de telles propriétés sont
connues pour nombre de dynamiques « non-uniformément hyperbo-
liques », notamment sous la forme d’un « trou spectral » ;

— ce phénomeéne s’étend-il en dimension supérieure pour des classes im-
portantes (par exemple des ouverts loin de I’hyperbolicité uniforme et
sous des conditions naturelles) ?

Un travail en cours, en collaboration avec Sylvain Crovisier et Omri Sarig,
apporte une réponse affirmative a la premiére question en s’appuyant sur
une propriété de stabilité des exposants de Lyapunov pour les mesures
d’entropie proche de ’entropie topologique. Ce méme travail fournit une
version multidimensionnelle de cette propriété de stabilité des exposants,
mais c’est 1a une autre histoire.
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