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Estimées d’ε-entropie
pour les lois de conservation scalaires

Olivier Glass ∗

(en collaboration avec F. Ancona & T.K. Nguyen)

15 novembre 2011

1 Introduction.
Dans cet exposé, on s’intéresse aux lois de conservation scalaires en dimension 1 d’espace, et aux

propriétés de compacité associées au semi-groupe qu’elles engendrent. Commençons par une présentation
succinte des équations. Le lecteur souhaitant plus de détails pourra se référer par exemple à l’ouvrage de
C. Dafermos [3].
Lois de conservation scalaires. On considère une loi de conservation scalaire en dimension 1 d’espace,
c’est-à-dire une équation aux dérivées partielles de la forme :

ut + f(u)x = 0 pour (t, x) ∈ R+ × R,
u|t=0 = u0 sur R,

où l’inconnue u est une application de R+ × R à valeurs réelles, et la fonction f , dite de flux, est une
application numérique de la variable réelle, qu’on supposera de classe C2 dans tout l’exposé (quoique la
régularité Lipschitz soit suffisante dans la théorie de Cauchy).

On se placera dans le cas où le flux f est uniformément strictement convexe :

f ′′ ≥ a > 0. (1)

On supposera aussi f ′(0) = 0, quitte à se placer dans un repère en translation à vitesse constante par
rapport au repère initial.
Systèmes de lois de conservations. Une motivation importante pour l’étude de ce type d’équation
est la perspective de l’étude des systèmes hyperboliques de lois de conservation :

ut + f(u)x = 0 pour (t, x) ∈ R+ × R,
u : R+ × R→ Rd et f : Ω ⊂ Rd → Rd,

avec en tout point u ∈ Ω :

df(u) a d valeurs propres réelles distinctes.

Cette classe d’équations est très importante du point de vue des applications physiques. Elle intervient
par exemple en dynamique des gaz (équations d’Euler), pour les équations d’écoulement dans les canaux
en eau peu profonde (équations de Saint-Venant), en chromatographie, pour les modèles de trafic routier,
etc. L’équivalent de la condition de convexité sur f est la condition de vraie non linéarité de Lax sur les
champs caractéristiques :

∀u ∈ Ω, ri · ∇λi 6= 0,

avec (λi, ri) = (λi(u), ri(u)) les couples de valeurs/vecteurs propres de df(u).
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Singularités, conditions d’entropie. Il est très classique (et simple à voir à l’aide de caractéristiques)
qu’en général les solutions de cette équation deviennent singulières (et pour être plus précis, discontinues)
en temps fini, quelle que soit la régularité de la donnée initiale. Il s’agit du mécanisme de création des
ondes de choc, tel que décrit dans la Figure 1.

Figure 1 – Création d’une onde de choc

On est alors amené à considérer des solutions au sens des distributions, mais il est classique qu’à ce
niveau de régularité, l’unicité est perdue. Par exemple, si l’on considère la donnée initiale donnée sur R
par la fonction caractéristique de R+, les deux fonctions suivantes sont solutions faibles de l’équation de
Burgers f(u) = u2/2 :

u(t, x) =

{
0 pour x < t/2,
1 pour x ≥ t/2, et u(t, x) =





0 pour x < 0,
x/t pour 0 ≤ x < t,
1 pour x ≥ t.

On introduit alors des conditions d’entropie, qui sont des conditions additionnelles à ajouter à une solution
au sens des distributions, afin de récupérer la « bonne solution », c’est-à-dire celle qui est physiquement
acceptable.

Il y a plusieurs notions de conditions d’entropie. Citons-en trois.
1. La condition de viscosité évanescente : on demande que les solutions puissent être obtenues par vis-

cosité évanescente, c’est-à-dire comme limites lorsqu’ε tend vers 0+ des solutions uε de l’équation :

uεt + f(uε)x − εuεxx = 0.

Cette condition indique en quelque sorte que la viscosité n’est plus présente dans l’équation, mais
intervient encore dans le choix des discontinuités admissibles.

2. On introduit les couples d’entropie (η, q) comme les couples de fonctions satisfaisant :

q′ = η′ f ′.

On demande alors que pour tout (η, q) avec η convexe, u satisfasse :

η(u)t + q(u)x ≤ 0 au sens des mesures.

La justification de cette condition vient de ce qu’il est possible de montrer qu’une solution de
viscosité évanescente la satisfait nécessairement.

3. Conditions portant sur les vitesses de propagation des discontinuités. On considère ici une condition
au niveau d’une discontinuité. Une discontinuité séparant deux états ul et ur (à gauche et à droite
respectivement) est solution de l’équation au sens des distributions, si et seulement si sa vitesse de
propagation s satisfait la relation de Rankine-Hugoniot :

s =
f(ur)− f(ul)

ur − ul
.

Pour sélectionner les discontinuités admissibles (que l’on appelle ondes de choc), on introduit les
inégalités de Lax qui exigent que :

f ′(ur) ≤ s ≤ f ′(ul),
ce qui signifie que le choc est compressif, c’est-à-dire que les caractéristiques de part et d’autre du
choc rentrent dans celui-ci. En utilisant la convexité de f , cela donne

ul ≥ ur.
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Les trois conditions d’entropie citées ci-dessus sont équivalentes dans le cas considéré ici. On appellera
solutions d’entropie les solutions faibles de l’équation satisfaisant de surcroît ces critères d’entropie. La
notion satisfait la condition naturelle que les solutions régulières sont en particulier solutions d’entropie.

Différents auteurs, en particulier E. Hopf [10], P.D. Lax [13] et O. Oleinik [18], ont montré l’existence
globale d’une unique solution entropique pour une donnée initiale dans L1 ∩ L∞ (ou même L1), avec

‖u(t)‖L1 ≤ ‖u(0)‖L1 , ‖u(t)‖L∞ ≤ ‖u(0)‖L∞ et TV (u(t)) ≤ TV (u(0)).

On associe alors à l’équation le semi-groupe non linéaire S(t) qui à u0 associe u(t). Ce semi-groupe
jouit de la propriété classique de contraction L1 :

‖S(t)u0 − S(t)ũ0‖L1 ≤ ‖u0 − ũ0‖L1 .

Effet régularisant. De plus, P.D. Lax a montré un effet régularisant à ce semi-groupe S(t). Plus
précisément, pour un borné B ⊂ L1(R) et R > 0, on a :

{
(S(t)u0)|(−R,R), u0 ∈ B

}
est relativement compact dans L1(−R,R).

La question suivante a été soulevée en 2002 par P.D. Lax [15] : est-il possible de donner une estimée
quantitative de cet effet régularisant ?

En 2005, C. De Lellis et F. Golse [4] ont donné une réponse à cette question en utilisant le concept
d’ε-entropie (aussi appelée entropie de Kolmogorov).

Entropie de Kolmogorov. Commençons par introduire la notion.

Définition 1. Soit (X, d) un espace métrique, et soit K une partie précompacte de X.
On appelle un ε-recouvrement de K, un recouvrement de K par des parties de diamètre inférieur

ou égal à 2ε. Soit Nε(K) le nombre minimal de parties dans un ε-recouvrement de K. L’ε-entropie de
K est définie comme

Hε(K |X)
.
= log2Nε(K).

Bien entendu, c’est le comportement l’entropie de Kolmogorov lorsqu’ε tend vers 0+ qui contient
l’information de compacité sur la partie K.

Exemple. On vérifie que Hε([0, L]n |Rn) ∼ −n log2(ε) lorsqu’ε → 0+ (quel que soit L et quelle que soit
la norme...)

Venons-en aux estimées d’ε-entropie que l’on peut établir sur l’image par le semi-groupe S(t) de
certains bornés de L1(R).

Borne supérieure d’ε-entropie. Le résultat de C. De Lellis et F. Golse prouve des bornes supérieures
sur cette ε-entropie. Autrement dit, ce résultat montre à quel point l’effet régularisant est fort, puisqu’il
majore le nombre nécessaire de parties dans un ε-recouvrement.

Théorème 1 (De Lellis-Golse, 2005). Pour L > 0, m > 0 et M > 0, on définit

CL,m,M :=
{
u0 ∈ L∞(R) / Suppu0 ⊂ [−L,L], ‖u0‖L1 ≤ m, ‖u0‖L∞ ≤M

}
. (2)

Alors pour T > 0 et ε > 0 assez petit, l’ε-entropie de S(T )CL,m,M dans L1(R) satisfait

Hε

(
S(T )CL,m,M |L1(R)

)
≤ 4

ε

(
4L(T )2

aT
+ 4L(T )

√
2m

aT

)
,

avec
L(T )

.
= L+ 2 cM

√
2mT/a où cM

.
= max

[−M,M ]
f ′′.

Exp. no XX— Estimées d’ε-entropie pour les lois de conservation scalaires

XX–3



Rappelons que la constante a > 0 a été introduite dans (1). Dans l’expression ci-dessus, L(T ) est une
estimée de la taille du support au temps T .

Remarque 1. Il n’est pas restrictif ici de considérer des ensembles de type CL,m,M plutôt que des boules
de L1 comme ensemble de données initiales. Cela est dû d’une part au fait que des données initiales L1

sont immédiatement régularisées pour t > 0 en données L∞ (voir la Proposition 1 plus bas), et, pour ce
qui concerne le support, à la vitesse finie de propagation des lois de conservations.

Venons-en maintenant au résultat principal de cet exposé.
Borne inférieure d’ε-entropie. Nous obtenons une borne inférieure sur l’ε-entropie considérée ci-
dessus. Autrement dit, nous montrons une limitation à l’effet régularisant, en minorant le nombre de
parties dans un ε-recouvrement de S(T )CL,m,M .

Théorème 2 (Ancona-G.-Nguyen). Pour L > 0, m > 0 et M > 0, on définit comme précédemment
CL,m,M par (2). Alors pour T > 0 et ε > 0 assez petit, l’ε-entropie de S(T )CL,m,M dans L1(R) satisfait

Hε

(
S(T )CL,m,M |L1(R)

)
≥ 1

ε

L2

48 ln(2) |f ′′(0)|T .

Remarque 2. On a ainsi que

Hε(S(T )CL,m,M |L1(R)) ≈ 1

ε
,

c’est-à-dire que nous connaissons exactement l’ordre de grandeur de l’ε-entropie. La constante multipli-
cative optimale n’est en revanche pas claire.

Remarque 3. Une motivation pour la question de P.D. Lax est l’analyse numérique de ces équations
[14]. De fait, le résultat précédent donne une idée de la complexité d’un schéma numérique, quel qu’il
soit, pour obtenir une précision de l’ordre d’ε. Un schéma précis à ε près en norme L1 doit ainsi utiliser
au moins O( 1

ε ) opérations. . .

Dans le prolongement du résultat précédent, nous avons également obtenu des résultats dans le cadre
un peu plus général des lois de conservation avec terme source (balance laws en anglais) que nous
décrivons ci-dessous.
Lois de conservation avec terme source. On considère maintenant une loi de conservation scalaire
avec terme source, c’est-à-dire une équation aux dérivées partielles de la forme suivante :

ut + f(u)x = g(t, x, u), (3)

où la fonction de flux f satisfait les mêmes hypothèses que précédemment et g est un terme source,
typiquement de classe C1 et croissant au plus linéairement à l’infini. Sous des hypothèses raisonnables,
S. N. Kruzkov [11] a montré l’existence d’une unique solution entropique globale à cette classe d’équation
pour une donnée initiale u0 ∈ L∞(R) (le résultat de Kruzkov est en fait beaucoup plus général).

Lorsqu’on étudie ce type d’équation, on peut avoir en vue, dans le cas où l’on pourrait étendre le
résultat au cas des systèmes, à l’écoulement de gaz en présence d’une force extérieure, l’écoulement dans
des canaux non plats, etc.

Hypothèses. Nous ferons les hypothèses suivantes sur le terme source g :

∀ (t, x) ∈ R+ × R, g(t, x, 0) = 0,

∃ C > 0 t.q. ∀ (t, x, u) ∈ R+ × R× R, |gx(t, x, u)| ≤ C|u|,
∃ ω ∈ L1

loc(R+) t.q. p.p. tout t ∈ R+, ∀ (x, u) ∈ R2, |gu(t, x, u)| ≤ ω(t).

La première condition est ici pour assurer que pour une donnée initiale à support compact, la solution
correspondante est à support compact pour tout temps. On peut la remplacer dans la suite par : g est
indépendant de x et

g(·, 0) ∈ L1
loc(R+),

et obtenir un résultat du même ordre.

Olivier Glass
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Dans la suite, on notera E(t) l’opérateur d’évolution associé à (3), qui à u0 associe u(t). Ce opérateur
jouit d’une propriété de stabilité L1 par rapport à la donnée initiale :

‖E(t)u0 − E(t)ũ0‖L1 ≤ C(t)‖u0 − ũ0‖L1 .

Borne inférieure d’ε-entropie pour les lois de conservation avec terme source. Nous étendons
le Théorème 2 de la manière suivante.

Théorème 3. Sous les hypothèses précédentes, pour T > 0 et ε > 0 assez petit, on a :

Hε

(
E(T )(CL,m,M ) |L1(R)

)
≥ 1

ε

L2 exp
(
−‖ω‖L1)

48 ln(2) |f ′′(0)|T .

On obtient donc un résultat qui généralise le précédent.

Borne supérieure d’ε-entropie pour les lois de conservation avec terme source. Nous obtenons
également un résultat similaire au théorème de C. De Lellis et F. Golse dans le cas des lois de conservation
avec terme source.

Théorème 4. Sous les hypothèses précédentes, pour tout T > 0 et ε > 0 assez petit, on a :

Hε

(
E(T )(CL,m,M ) |L1(R)

)
≤ 1

ε

8L2
T

(
1 + 2(1 + aT 2K) exp

(
‖ω‖L1

))

aT
,

où
K

.
= max

{
|gx(s, x, u)| ; (s, x) ∈ ∆, u ∈ [−MT ,MT ]

}
,

avec
MT

.
= exp

(
‖ω‖L1

)
M, LT

.
= L+ ‖f ′′‖L∞(−MT ,MT )MT T,

et

∆
.
=
{

(s, x) | s ∈ [0, T ], −LT − (T − s) ‖f ′‖
L∞(−MT ,MT )

≤ x ≤ LT + (T − s) ‖f ′‖
L∞(−MT ,MT )

}
.

Dans le résultat précédent, MT est une estimée L∞ pour une solution associée à u0 ∈ CL,m,M , LT
est une estimée de la taille de son support et ∆ est une estimation de son domaine de dépendance.

Remarque 4. On a donc aussi que Hε

(
E(T )(CL,m,M )

)
≈ 1

ε dans le cas des lois de conservation avec
terme source.

2 Idées de preuve. Borne supérieure d’ε-entropie.
Commençons par décrire brièvement la preuve de C. De Lellis et F. Golse dans le cas conservatif.

Deux ingrédients sont particulièrement importants dans la preuve :

• D’une part, on a l’estimée de L1 vers L∞ suivante :

Proposition 1 (Lax). Si f ′′ ≥ a > 0, on a pour u0 ∈ L1(R) et t > 0 :

‖S(t)u0‖L∞ ≤
√

2‖u0‖L1

a t
.

• D’autre part, un autre ingrédient est l’inégalité d’Oleinik :

Théorème 5 (Oleinik). Si f ′′ ≥ a > 0, alors pour tout u0 ∈ L∞(R), on a en posant u(t, ·) .
= S(t)u0 :

∀t > 0, ∀x < y,
u(t, y)− u(t, x)

y − x ≤ 1

a t
.

(En particulier u est localement BV pour t > 0.)

Exp. no XX— Estimées d’ε-entropie pour les lois de conservation scalaires

XX–5



Nous verrons que le premier ingrédient peut en fait s’obtenir comme une conséquence du second.
Une façon classique de prouver ces deux résultats est d’utiliser la formule de Lax-Oleinik donnant une
écriture des solutions entropiques des lois de conservation scalaires convexes (voir par exemple [3]).

On déduit de ce qui précède et de la vitesse finie de propagation que

S(T )CL,m,M ⊂
{
uT ∈ L1(R)

/
‖uT ‖L1 ≤ m, ‖uT ‖L∞ ≤

√
2m

aT
, Supp(uT ) ⊂ [−L(T ), L(T )], (uT )x ≤

1

aT

}
.

avec L(T )
.
= L+ 2cM

√
2mT/a. En particulier, en posant

q : x 7→ (x+ L(T ))/aT +
√

2mT/a et V .
= 2
√

2mT/a+
2L

aT
,

on a que :
q − S(T )CL,m,M ⊂ JL(T ),V

.
=
{
w : [−L(T ), L(T )]→ [0, V ], w croissant

}
.

Après translation en x, on est donc ramené à s’intéresser à l’ε-entropie de :

IL,V
.
=
{
w : [0, L]→ [0, V ], w croissant

}
.

pour L := 2L(T ). Le résultat est alors une conséquence du lemme suivant.

Lemme 1 (De Lellis-Golse). Pour 0 ≤ ε < LV
6 , on a :

Hε

(
IL,V |L1(0, L)

)
≤ 4

⌊
LV

ε

⌋
,

où bxc désigne la partie entière de x.

Idée de preuve du Lemme 1. On introduit N ∈ N \ {0}, ∆x
.
= L/N et ∆y

.
= V /N , et on subdivise

[0, L] (respectivement [0, V ]) en N intervalles de longueur ∆x (resp. ∆y). On s’intéresse aux fonctions
en escalier χ qui sont croissantes et adaptées à cette grille, c’est-à-dire constantes sur chaque intervalle
[k∆x, (k + 1)∆x) et à valeurs dans {0, . . . , N}∆y.

∆y

χ+

χ−

∆x

Figure 2 – Fonctions croissantes adaptées à la grille

On introduit les parties U de IL,V composées des fonctions croissantes comprises entre deux fonctions
constantes par morceaux χ− et χ+, croissantes, adaptées à la grille et telles que pour chaque k :

χ−(k∆x) ≤ χ+(k∆x) ≤ χ−((k + 1)∆x) + ∆y.

Olivier Glass
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On peut inclure toute fonction croissante de [0, L] dans [0, V ] dans un tel ensemble. On a représenté sur
la Figure 2 une fonction croissante et les fonctions χ+ et χ− correspondantes.

On voit alors que pour un tel couple (χ−, χ+), on a ‖χ+ − χ−‖L1 ≤ (2N − 1) ∆x∆y en comptant
le nombre de « cases » entre les graphes des deux fonctions. On peut donc choisir N pour que ces
ensembles U soient de diamètre inférieur ou égal à 2ε. Pour un tel N , enfin, on compte alors ces parties
(qui correspondent essentiellement à des chemins entiers croissants), et on arrive alors au résultat.

Borne supérieure d’ε-entropie pour les lois de conservation avec terme source. Expliquons à
présent comme ce type d’estimées peut être obtenu dans le cas de lois de conservation avec terme source.

En suivant la preuve de C. De Lellis et F. Golse, nous voyons qu’il est possible d’étendre les considé-
rations précédentes au cas des lois de conservation avec terme source, à condition de savoir généraliser :

– les estimées L∞ et donc les estimées de support,

– l’inégalité d’Oleinik,

– l’estimée de L1 vers L∞.

Le premier point (au moins) est très classique : on a

‖S(t)u0‖∞ ≤ ‖u0‖∞ exp(‖ω‖L1(0,t))
.
= Mt, (4)

et la taille du support augmente à une vitesse inférieure à ‖f ′‖L∞(−Mt,Mt).

Pour l’inégalité d’Oleinik, on montre le résultat suivant.

Proposition 2. Pour u0 ∈ L1(R) ∩ L∞(R), la solution correspondante de la loi de conservation avec
terme source satisfait pour tout t > 0 :

∀x < y,
u(t, y)− u(t, x)

y − x ≤ (1 + c t2k) exp
(
‖ω‖L1

)

at
, (5)

où

k
.
= max

{
|gx(s, z, u)| ; (s, z, u) t. q. u ∈ [−Mt,Mt],

x− (t− s) ‖f ′‖
L∞(−Mt,Mt)

≤ z ≤ y + (t− s) ‖f ′‖L∞(−Mt,Mt)

}
.

avec
Mt

.
= ‖u0‖L∞ exp

(
‖ω‖L1

)
,

Là encore, Mt est une estimée L∞ de u(t, ·) et k une estimation de |gx| sur le domaine de dépendance
rétrograde de [x, y] dans l’intervalle de temps [0, t]. Cette proposition affine des résultats de R. Robyr
[19] et de P. Goatin-L. Gosse [8].

Idée de preuve de la Proposition 2. La preuve utilise les caractéristiques généralisées au sens de A. F.
Filippov. L’utilisation de cet outil dans le cadre des lois de conservation a été développée par C. Dafermos
(voir en particulier [2, 3]).

Par un argument de densité, on peut supposer sans perte de généralité la donnée initiale u0 dans
BV (R). Dans ce cas, on obtient une solution u ∈ Lip(L1

loc)∩L∞(BV ), et on peut faire en sorte que u(s, ·)
ait en tout point des limites à gauche et à droite, quel que soit s ≥ 0. Les caractéristiques généralisées
se décrivent alors simplement comme des courbes ξ : [0, t]→ R telles que

ξ̇(s) ∈ Conv
{
f ′
(
u(s, ξ−(s))

)
, f ′
(
u(s, ξ+(s))

)}
p.p. tout s ∈ [0, t].

Pour x < y et t > 0, on introduit les caractéristiques généralisées rétrogrades (jusqu’au temps 0)
maximales et minimales issues de (t, x) et (t, y) : ξx et ξy, comme dans la Figure 3.

Comme démontré par C. Dafermos, leur caractère maximal et minimal font qu’elles ne restent pas
dans les chocs et sont des “vraies” caractéristiques satisfaisant :

ξ̇(s) = f ′(v(s)) et v̇(s) = g(s, ξ(s), v(s)) p.p. tout s,

avec v(s) = u(ξ+(s), s) = u(ξ−(s), s) pour s ∈ (0, t) et u(ξ+(t), t) ≤ v(t) ≤ u(ξ−(t), t).

Exp. no XX— Estimées d’ε-entropie pour les lois de conservation scalaires
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ξx(t)

0

t

x y

ξy(t)

Figure 3 – Caractéristiques généralisées

On utilise ensuite le fait que ces caractéristiques ne peuvent pas se croiser avant le temps initial (ce qui
provient des inégalités de Lax). L’inégalité qui en résulte donne (5) après quelques calculs.

Ajoutons qu’en utilisant les caractéristiques généralisées, on peut également obtenir l’estimée (4) et
l’estimée L1 suivante :

‖u(t, ·)‖L1 ≤ ‖u0‖1 exp(‖ω‖L1(0,t)). (6)

Décrivons à présent comment on peut obtenir une estimée de L1 vers L∞ dans le cas des lois de
conservation avec terme source. En fait, on peut ensuite déduire simplement cette estimée de L1 vers L∞
de l’estimée semi-Lipschitz d’Oleinik et du lemme suivant.

Lemme 2. Soit v ∈ BV(R), à support compact et telle que Dv ≤ B au sens des mesures pour un certain
B ∈ R+. Alors

‖v‖L∞ ≤
√

2B‖v‖L1 .

Preuve du Lemme 2. Cette preuve est élémentaire. On se ramène par convolution (par un noyau positif
lisse et à support compact) à v ∈ C∞c (R). On introduit alors x tel que ‖v‖∞ = |v(x)|. Puis on définit

y
.
= inf{y / v ≥ 0 sur [y, x]} ou y

.
= sup{y / v ≤ 0 sur [x, y]},

selon que v(x) > 0 ou v(x) < 0. Il suffit alors d’écrire

v(x)2 = 2

∫ x

y

vvx ≤ 2B‖v‖L1 .

On voit alors qu’une estimée de L1 vers L∞ suit de l’inégalité d’Oleinik et de l’estimée (6).

3 Idées de preuve. Borne inférieure d’ε-entropie.
Nous arrivons à la preuve du résultat principal. Commençons par le cas conservatif.

Pour établir une borne inférieure sur Hε

(
S(T )CL,m,M |L1(R)

)
, on coupe la preuve en deux parties :

– On cherche une classe de fonctions AT , d’une forme simple, et telle que

AT ⊂ S(T )CL,m,M .
Bien sûr, cette classe devra être la plus large possible et adaptée à la suite de la preuve.

– On introduit ensuite une famille finie I de fonctions de AT , de cardinal N assez grand, et telle que
pour chaque f ∈ I,

Card
{
f ∈ I / ‖f − f‖L1 ≤ 2ε

} .
= Nε(f),

soit assez petit. On conclut alors que le nombre minimal de parties dans un ε-recouvrement satisfait :

Nε
(
S(T )CL,m,M |L1(R)

)
≥ N

maxf Nε(f)
.
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Une méthode naturelle serait de faire en sorte qu’à chaque fois, on ait Nε(f) = 1, c’est-à-dire trouver une
famille de points suffisamment éloignés les uns des autres. Mais il n’est pas évident que ce soit le plus
simple. Dans cette partie, nous empruntons des arguments à un article de Bartlett-Kulkarni-Posner [1].

Partie 1. Description de certains états atteignables. On sait que les états du système au temps T ,
associés à une donnée initiale dans CL,m,M , satisfont naturellement une estimée L1, une estimée L∞,
l’inégalité d’Oleinik, et sont à support compact.

Une première idée est de montrer que, quitte à changer un peu les constantes, on peut atteindre les
états qui satisfont toutes ces conditions. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 3. Pour L,m,M, b > 0, on pose :

AL,m,M,b
.
=
{
uT ∈ BV(R) | Supp (uT ) ⊂ [−L,L], ‖uT ‖L1

≤ m, ‖uT ‖L∞ ≤M, DuT ≤ b
}
.

Alors pour h > 0 assez petit, on a :

ALT , 2Lh, h, (2T |f ′′(0)|)−1 ⊂ S(T )(CL,m,M ),

où
LT

.
= L− 2T |f ′′(0)|h.

Remarque 5. Dans l’énoncé précédent, h est petit, mais pas très petit. Si on remplace

ALT , 2Lh, h, (2T |f ′′(0)|)−1 ⊂ S(T )(CL,m,M ),

par
AL̃T , 2Lh, h, (T‖f ′′‖L∞(−M,M))−1 ⊂ S(T )(CL,m,M ),

avec L̃T
.
= LT

.
= L − hT‖f ′′‖L∞(−M,M), alors la seule contrainte sur h est h ≤ M et Lh ≤ m. Mais

l’écriture précédente donne une meilleure estimée à la fin de la preuve.

Idées de preuve de la Proposition 3. Pour prouver ce résultat, on s’intéresse dans un premier temps à des
données régulières. Autrement dit, on chercher à montrer que

ALT , 2Lh, h, (2T |f ′′(0)|)−1 ∩ C1(R) ⊂ S(T )(CL,m,M ).

Pour uT ∈ ALT , 2Lh, h, (2T |f ′′(0)|)−1 ∩ C1(R), on applique la théorie de l’existence locale en temps de
solutions de classe C1 à la donnée initiale uT (−x). Si on montre que la solution w correspondante existe
dans C1 sans explosion jusqu’au temps T et que w(T,−x) ∈ CL,m,M , alors par invariance des solutions
régulières par le changement de variables

(t, x)→ (T − t,−x),

on a établi que uT ∈ S(T )(CL,m,M ). Cette invariance n’est bien entendu pas vraie pour les solutions
d’entropie en général, les conditions d’entropie introduisant de l’irréversibilité dans la notion de solution.

Tout le problème est donc d’utiliser les hypothèses sur uT pour prouver que la solution w reste
régulière jusqu’à t = T (l’appartenance de uT à CL,m,M provenant alors des diverses estimées évoquées
ci-dessus). Il suffit en fait pour cela de montrer que

wx(t, ·) reste borné dans L∞(R) sur tout compact de [0, T ).

Or en notant v .
= wx, celui-ci satisfait l’équation (avant une potentielle explosion) :

vt(t, x) + f ′(w(t, x)) vx(t, x) = −f ′′(w(t, x)) v(t, x)2.

Le long des (vraies) caractéristiques x(t) associées à f ′(w(t, x)), la valeur z(t) .
= v(t, x(t)) satisfait

ż(t) = −f ′′(w(t, x(t))) z2(t).
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Il suffit alors d’établir une borne inférieure pour z. Or la condition d’Oleinik donne précisément des
estimées sur (z(0, ·))− = (wx(0, ·))−. Avec les estimées a priori sur w dans L∞, on vérifie que cela suffit
pour ne pas avoir explosion de v dans C1 avant le temps T , et on conclut donc que uT ∈ S(T )(CL,m,M ).

On déduit enfin par un argument de densité que

ALT , 2Lh, h, (2T |f ′′(0)|)−1 ⊂ S(T )(CL,m,M ),

grâce à la propriété de contraction L1 du semi-groupe S(t).

Partie 2. Description de la famille finie I. On fixe h comme dans la proposition précédente. On
introduit alors pour n ≥ 2, la famille de fonctions (Fι) indexée par ι ∈ {−1, 1}n, définies de la manière
suivante. Pour chaque ι ∈ {−1, 1}n, la fonction Fι : R→ [−h, h] est supportée dans [−L,L] et est definie
dans [−L,L] par la formule suivante : pour chaque k ∈ {0, . . . , n− 1}, on a

Fι(x) =





hn
2L

(
x+ L− k 2L

n

)
si ιk = 1,

hn
2L

(
x+ L− (k + 1) 2L

n

)
si ιk = −1,

pour x ∈
[
−L+ k

2L

n
, −L+ (k + 1)

2L

n

)
.

L’exemple donné dans la Figure 4 correspond à n = 10 et ι = (−1,−1, 1, 1, 1,−1, 1,−1,−1, 1).

2L
n

−h

h

−L 0 L

Figure 4 – Une fonction Fι

On voit facilement que les fonctions Fι appartiennent à AL,2Lh,h,b dès que :

nh

2L
≤ b.

Clairement, il y a 2n telles fonctions. Reste à estimer pour ι ∈ {−1, 1}n fixé, le nombre de fonctions Fι
telles que :

‖Fι −Fι‖L1 ≤ 2ε.

Or
‖Fι −Fι‖L1 =

2hL

n
Card

{
k ∈ {1, . . . , n} | ιk 6= ιk

}
.

On cherche donc à dénombrer les ι ∈ {−1, 1}n tels que

Card
{
k ∈ {1, . . . , n} | ιk 6= ιk

}
≤ nε

hL
. (7)

Remarquons que ce cardinal ne dépend pas de ι. Appelons-le C(ε). L’idée est la suivante : h et L sont
fixés, ε est destiné à être petit et n grand. Deux vecteurs ι et ι pris « au hasard » auront probablement
de l’ordre de n/2 composantes en commun et de l’ordre de n/2 composantes distinctes pour n grand. Or
ici, nous sommes ici dans un régime où nε

hL sera beaucoup plus petit que n/2. Des ι qui ne diffèrent de
ι que pour moins de nε

hL composantes consituent donc un événement rare, c’est-à-dire une toute petite
proportion des 2n indices ι possibles.

Pour être plus précis, le nombre de ι différant de ι pour exactement k indices est
(
n
k

)
. Il suit que

C(ε) =

b nε
hL c∑

k=0

(
n

k

)
.
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On peut interpréter de manière élémentaire le membre de droite en termes de marche aléatoire. En effet,
si X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires indépendantes de Bernoulli avec P(Xi = 0) = P(Xi = 1) = 1

2 ,
alors pour tout ` ≤ n on a :

P(X1 + · · ·+Xn ≤ `) =
1

2n

∑̀

k=0

(
n

k

)
.

On pose Sn = X1 + · · ·+Xn. On utilise l’inégalité de Hoeffding [9] : pour µ > 0,

P(Sn − E(Sn) ≤ −µ) ≤ exp

(
−2µ2

n

)
.

(Dans le cas simple considéré ici, une telle inégalité est due à Bernstein.) On suppose qu’ε > 0 est assez
petit pour que nε

hL <
n
2 , et on choisit

µ =
n

2
−
⌊ nε
hL

⌋
.

On obtient
1

2n
C(ε) ≤ exp

(
−2

(n2 − b nεhLc)2
n

)
≤ exp

(
−n

2

(
1− ε

hL

)2)
. (8)

Reste à optimiser le membre de droite de (8) sous les contraintes :

nh

2L
≤ b et

nε

hL
≤ n

2
.

Après calcul on obtient
C(ε)
2n
≤ exp

(
−1

ε

4bL2

27

)
,

et le résultat suit.

Remarque 6. On note que le majorant ci-dessus est indépendant de h.

Le cas des lois de conservation avec terme source. Pour obtenir le Théorème 3, il s’agit d’adapter
les arguments précédents. Le terme source est à prendre en compte dans :

– les estimées L∞ et donc les estimées de support,

– l’inégalité d’Oleinik,

– les estimées de temps de vie d’une solution régulière.

Les deux premiers points ont déjà été utilisés dans la dérivation d’une borne supérieure.
Pour le dernier point, on pose pour wT ∈ ALT ,m,M,b ∩ C1 :

g̃(t, x, u)
.
= −g(T − t,−x, u) et w0(x)

.
= uT (−x),

et on considère la solution classique correspondante, définie pour un certain intervalle de temps. Les
constantes b et LT intervenant dans l’ensemble ALT ,m,M,b proviennent des estimées L∞ et d’Oleinik
précédentes. Il s’agit alors comme précédemment de montrer que la solution existe jusqu’au temps T .

On pose alors v(t, x)
.
= wx(t, x), qui satisfait l’équation (tant que la solution classique existe) :

vt(t, x) + f ′(w(t, x)) vx(t, x) = g̃x(t, x, w(t, x)) + g̃u(t, x, w(t, x)) v(t, x)− f ′′(w(t, x)) v(t, x)2.

Puis, le long des caractéristiques x(t), en posant z(t) .
= w(t, x(t)), on obtient

ż(t) = g̃x(t, x(t), w(t, x(t))) + g̃u(t, x(t), w(t, x(t))) z(t)− f ′′(w(t, x(t))) z2(t).

Pour le premier terme de droite, on utilise que h est petit :

|g̃x(t, x, w(t, x))| ≤ Ch.
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Pour h petit, ‖w‖∞ est petit et donc f ′′(w) est proche de f ′′(0). On arrive alors à

ż(t) ≥ −Ch+ ω(t) z(t)− 3

2
f ′′(0) z2(t),

et on conclut comme précédemment. L’argument de densité utilisé pour montrer que ALT ,m,M,b est tout
entier constitué d’éléments atteignables utilise ici la propriété de stabilité dans L1 des lois de conservation
avec terme source.

Problèmes ouverts. Commençons par signaler que la même question dans le cas d’une loi de conserva-
tion multi-dimensionnelle (x ∈ Rd) ou lorsqu’on perd la convexité (sans bien sûr que le flux ne comporte
de dégénérescence linéaire) est ouverte.

Le principal problème ouvert concerne l’extension au cas des systèmes 2× 2 vraiment non linéaires,
comme l’équation d’Euler isentropique :

{
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + ργ) = 0, γ ≥ 1.

Dans un premier temps, on peut considérer les solutions BV à petite variation totale (Glimm [6]) ou
à petite oscillation (Glimm-Lax [7]). Le cas de solutions L∞ (Di Perna [5], Lions-Perthame-Souganidis-
Tadmor [16, 17]) est aussi important, mais probablement plus difficile !
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