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Analyse des problémes conformément invariants

Paul Laurain - Institut Mathématiques de Jussieu (Paris 7)

Résumé

Cet exposé constitue une revue d’une technique développée avec
T. Riviére pour prouver des identités d’énergie pour les limites de suites
de solutions de problémes conformément invariants. Le point de départ est
[34] ot Pon prouve de telles identités pour tous les problémes conformément
invariants en dimension 2. Contrairement aux résultats existants, la preuve
repose exclusivement sur l'invariance conforme. Elle a pu étre transposée a
beaucoup de problémes ouverts en dimension supérieure, d’ordre supérieur
ou encore & bord libre.

1 Introduction

L’invariance conforme est une propriété fondamentale dans bon nombre de
problémes physiques et géométriques. Au cours des derniéres décennies c’est éga-
lement devenue un théme a part en analyse non-linéaire. En effet les lagrangiens
elliptiques conformément invariants' partagent des propriétés communes : d'une
part leurs équations d’Euler-Lagrange sont critiques par rapport aux espaces
ou sont naturellement définies leurs solutions, d’autre part ces équations sont
invariantes par dilatation et par conséquent les solutions sont sujettes & des
phénoménes de concentration. Des questions aussi naturelles que la régularité
des solutions ou la compacité des suites de solutions ne peuvent pas étre résolues
par des méthodes standards d’EDP elliptiques mais nécessitent une analyse fine
des interactions entre les dérivées partielles d’ordre maximales et les termes
non-linéaires.

En effet, 'invariance conforme force ’équation & avoir une structure parti-
culiére. Tout particuliérement en dimension 2, par exemple considérons . une
surface, il a été prouvé, voir le théoréeme 3.1, que tout point critique d’une
fonctionnelle conformément invariante, v : ¥ — R", vérifie un sytéme de la
forme?

Au=Q-Vusur X, (1)

1Voir section 3 pour une définition précise.
2En cordonnées cela se lit

n
Vi=1,...,n —Am:ZQg-VujonE
j=1

oti - effectue le produit scalaire entre le champ de vecteurs Vu; et les différentes composante
de la matrice composée de vecteurs 2.
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o € so(n) ® TY et A est opérateur de Laplace-Beltrami positif
*1 8 (v/|n|h¥70;). La remarque fondamentale faite dans [41], est le fait

que Q est anti-symétrique, ce qui a permis de généraliser & tous les points
critiques de Lagrangien conformément invariant la théorie de compacité par
compensation initialement introduite par Wente dans le cadre des surfaces a
courbure moyenne constante (CMC) dans R?, voir section 2. Notamment Riviére
a pu démontrer la conjecture de Hildebrandt, c’est & dire la régularité de tous
les points critiques de Lagrangien conformément invariant.

Une fois la question de régularité résolue, vient naturellement celle du com-
portement des suites de solutions uy d’énergie bornée. En effet, Riviére montre
plus que la simple régularité, si on regarde attentivement la preuve, il s’agit en
fait d’un résultat e-régularité, concept introduit par Sacks et Uhlenbeck pour
les applications harmoniques [44], qui consiste & montrer que sous un certain
niveau d’énergie (ne dependant pas de 'application) alors toutes les normes sont
uniformément controlée par I’énergie, voir le lemme 4.2. Par conséquent on en
déduit que les suites de solutions convergent, pour la norme-C? pour tout p € N,
vers une solution limite en dehors d'un nombre fini de points {al,...,al } o
I’énergie pourrait se concentrer au dela de ¢,

Uk — Uoo dans C?

loc

(2~ {al,,...,d }) VpeN.

Reste alors & comprendre comment la convergence forte échoue-t-elle aux points

i, en d’autres termes combien d’énergie s’est dissipée en a’_. Une analyse fine
montre que ’énergie est perdue par concentration de solutions définies sur le
plan R? en entier, appelée bulles en référence au probléme des surfaces CMC.
Plus précisément il existe des points a}‘c — al, et une famille de rayons de
concentration associée )\}; convergeant vers 0 tel que

up(\pz + af,) — w'(z) dans CF (R* \ {un nombre fini de points}) Vp € N,

oll w* est une bulle. Il est clair que 'énergie perdue lors du phénoméne de
concentration est au moins égale & celle des bulles w*, d’ou

hmlnf/ |duy|3 dvoly, >/ |duse |3 dvoly, —|—Z/ |Vw!|? d. (2)

Une question cruciale est de comprendre quand est ce que (2) est une égalité
ou une inégalité stricte. Cette question est connue sous le nom de d’identité
d’énergie : est ce que la perte d’énergie est due simplement & la concentration de
bulles ou y a t il un phénoméne additionnel de dissipation entre les bulles et la
solution limite, c’est a dire dans les cous.

Aprés avoir introduit la problématique & travers une courte revue sur le
probléme de Plateau (section 2), nous allons définir ce que 'on entend par
probléme conformément invariant, compacité faible ou identités d’énergie et
rappeler les grandes lignes de la preuve de la conjecture de Hildebrandt (section 3).
Dans la section 4, nous nous intéresserons au probléme de compacité des suites
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de solutions, notamment en développant le concept d’identités d’énergie et
en proposant un théoréme englobant I’ensemble des problémes conformément
invariants en dimension 2. Enfin, dans une derniére partie, nous énumérons
un certain nombre d’applications de cette méthode a la résolution d’autres
problémes.

2 Exemple archétypal : Les bulles de savon

Le probléme de Plateau® consiste & chercher une surface d’aire minimale bordant
un contour donné. Ce qui se traduit en termes de calcul des variations comme
suit : étant donné une courbe fermée simple I' C R3, on cherche v : D — R3 qui
minimise

Au) = / |uz A uy| dedy
D

parmi 'ensemble des u tels que (D) =T.
Toutefois, ce probléme est trés mal posé, puisque A est invariante par difféo-
morphisme, i.e.
A(uo @) = Aw)

pour tout ¢ € Diff(D). En particulier une suite minimisante n’a aucune chance
de converger puisqu’on peut toujours la composer avec une suite non compacte
de difféomorphismes. Cette difficulté fut surmontée par Douglas et Rad6 en 1930.
Ils montrérent qu’on pouvait se contenter de minimiser I’énergie de Dirichlet

D(u) = %/D|Vu|2dxdy > A(u).

Qui elle est simplement invariante par le groupe des difféomorphismes conformes
du disque : z — eiQ%, ou 0 € R et a € D. Ce groupe étant de dimension finie,
il n’est pas trés dur rendre les suites minimisantes compactes. De plus on vérifie
aisément que tout minimum v : D — R3 de D est un minimum de A et dans ce
cas vérifie

Au=0

(uz, uy) =0, |ug|? = |uyl? .

u(0D) =T

Il est alors classique de démontrer que la régularité de u est égale a la
régularité de I'; si de plus I' n’est pas trop « tordu », alors on est assuré que u
est une immersion (voir un plongement), on pourra consulter [49] et [54] pour
plus de détails.

Un autre probléme classique de géométrie est celui de l'isopérimétrie, la
recherche d’une surface d’aire minimale délimitant un volume donné. Une version
« a bord »de ce probléme, plus connu sous le nom de probléme des bulles de

311 fut proposé par Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en 1760, mais porte le nom de Joseph
Plateau (1801-1883).
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savons, peut s’énoncer comme suit; étant donnée une courbe fermée simple
I' C R3, on cherche v : D — R3 qui minimise

1
D(u) = i/D\Vu\dedy,

parmi 'ensemble des u tel que w(9D) =T et

1
V(u) = 3 /D<u,uz A uy) dedy = 1.

En effet V(u) est l'intégrale du volume du céne infinitésimal de sommet 0 et
s’appuyant sur u(D) en u. Ce probléme jouit de la méme invariance que le
précédent, et les minima* (et plus généralement les points critiques) vérifient

Au = =2 ug N uy
<ur>uy> =0, |uz|2 = ‘uy|2 , (EA)
w(0D) =T

ou A est le multiplicateur de Lagrange. L’analyse des solutions de ce probléme
est beaucoup plus difficile que celle des applications harmoniques, car cette
équation est critique dans le sens suivant : si u € H'(D), Pespace naturel pour
minimiser D, alors u, Auy € L' et la théorie elliptique standard ne donne aucune
estimée. En effet il y a méme un contre exemple classique & la régularité des
solutions d’équations critiques :

u(z) = In(—In(|z|/2)) —In(—1n(1/2)) € H (D)

et vérifie
Au = |Vul?.

Mais le terme de droite de (E)) a une forme particuliére, il s’agit d’un jacobien
qui fait que cette équation va étre sujette a un phénoméne de compacité par
compensation. Ce phénomeéne fut initialement découvert par Wente [53].

Lemme 2.1 (Wente 69). Il existe une constante universelle C > 0 tel que si
a,b € WH2(D) et u € Wy (D) est une solution de I’équation suivante

Au = azby — ayby,

alors
[ulloo + [[Vullz < C[[Vall2]|VO]2.

Puis ce phénomeéne fut exploré par de nombreux auteurs comme Coifman,
Lions, Meyer et Semmes [11] ou Tartar [51], voir aussi [23] et [43] pour des exposés
de revus. Finalement le probléme des bulles de savons, sous des hypothéses
raisonnables, admets au moins deux solutions réguliéres, voir [6], [48]. Toutefois

4Lorsqu’il existe car si la courbe I' est trop grande, il se peut qu’aucun u ne vérifient
V(u) =1.
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beaucoup de choses restent encore a comprendre. Tout d’abord le comportement
des suites de solutions, car I’équation étant critique méme si on arrive a prouver
la régularité de solutions, on a aucune estimée a priori et les suites de solutions
n’ont aucune raison d’étre compacte. Toutefois la communauté pense que la
conjecture suivante est vraie :

Conjecture 2.1. Soit (uy,), une suite bornée de H'(D) solution de (E)), alors
(un)n est compacte.

Une des difficultés principales pour controler les suites de solutions est que,
contrairement aux équations scalaires, (E)) est un sytéme vectoriel et donc ne
vérifient aucun principe du maximum. Par exemple, on ne sait méme pas que les
symétries du bord se propagent & 'intérieur, et la conjecture suivante, proposé
par Brezis et Coron en 84 [6] est encore largement ouverte :

Conjecture 2.2. Si T est un cercle, alors il y a exactement deuzx solutions®
de (EA)

Le fait que le terme de droite de (E}) soit un jacobien, en particulier qu’il
puisse se réécrire sous forme divergence, n’est pas sans lien avec 'invariance
conforme du probléme. En effet comme le note notamment Hélein page 29 de
[22], une version du théoréme de Noether nous assure que l'invariance conforme
donne nécessairement une loi de conservation (en fait 3, autant que la dimension
du groupe). Donc le phénomeéne de compacité par compensation observé pour le
probléme des bulles de savon ne lui est pas propre, mais concerne ’ensemble des
problémes conformément invariants.

3 Problémes conformément invariants et la
conjecture d’Hildebrant

Comme on vient de le voir 'invariance conforme semble étre a 1’origine du
phénomeéne de compacité par compensation auquel est sujet ’équation des
surfaces & courbure moyenne constante. Nous allons définir plus précisément ce
que 'on entend par un probléme conformément invariant. Dans cette section on se
limite & la dimension 2 car, le groupe conforme étant plus gros, les équations sont
bien plus simples. Toutefois ce concept est bien siir valable en toute dimension.

Définition 3.1. Soit ¥ une surface de Riemann® et N C R™ une sous-varicté.
On dit qu’une fonctionnelle L est conformément invariante si

L(u):/zl(u,Vu) dvy,

ol :R™xRZ@R™ = R et uc WH2(X, N), et telle que

5La petite et la grande calotte sphérique bordant T
6 L’ensemble des problémes qui nous intéresse étant locaux, on pourra simplement penser &
D.
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i) pour tout ¢ € Conf(X) avec deg(¢p) =1, on ait L(uo ¢) = L(u),

ii) et il existe C > 0 tel que

@ <I(.,p) <C|p.
C — b —

Voici quelques exemples classiques :
a) E(u) = [y |Vul|* dvs.
Les points critiques sont les applications harmoniques, elles vérifient
Au = A(u)(Vu, Vu),
ou A est la seconde forme fondamentale de N.

b) ¥ =D, N = R? et soit H : R* — R, on pose
9 1
E(u) = [ [Vul*dz+ 7 [ Q(u).us Auydz,
D 3 D

ot Q: R3 — R? avec div(Q) = H.
Les points critiques sont les surfaces & courbure moyenne prescrite
égale & H (H-surfaces). Elles vérifient

Au = 2H (u)ug A uy,
lorsque u est conforme.
¢) Soit (N,w,J) une variété Kéhler et E(u) = [y u*(w).
Les points critiques sont les applications J-holomorphes, elles vérifient
ou ou
— = J(u)=—,
ox (u) dy

ou z = x + iy sont des coordonnées holomorphes.

Ces équations (et bien d’autres) partagent quelques caractéristiques, elles
sont notamment critiques dans le sens ou, comme pour I’équation des surfaces &
courbure moyenne constante, on a

Au ~ |Vul?.

Comme expliqué dans la section 2, la régularité des solutions est déja un pro-
bléme difficile en soit. Pour les applications harmoniques cela a été démontré par
Frédéric Hélein [23], pour les H-surfaces par Wente [53] dans le cas constant puis
Hildebrandt [10] dans le cas général, enfin par Sikorav [47] pour les applications
holomorphes. Hildebrandt a conjecturé que plus généralement tout point critique
d’une fonctionnelle invariante conforme devait étre régulier. En toute généralité,
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on savait qu’une fois la solution continue alors elle était nécessairement réguliére,
d’apres le résultat de Giusti-Miranda et Morrey voir Theorem 9.8 de [18]. Toute-
fois la continuité n’a été prouvée qu’en 2006 par Riviére. Nous détaillons ici un
peu ce travail car il contient certains ingrédients de la preuve de notre résultat
principal.

Tout d’abord, il fut noté par Gruter [21] que toutes les fonctionnelles inva-
riantes conforme possédaient une structure commune. Puis en s’appuyant sur ce
résultat Riviére montrera que tous les points critiques vérifiaient une équation
elliptique avec un potentiel antisymétrique.

Théoréme 3.1 (Gruter 84 -Riviere 07). Soit u € WH2(D, N) un point critique
d’une fonctionnelle conformément invariante, alors il existe 2 € L*>(A'D®so(m))

telle que
— Au=QVu (*)

Par exemple I’équation de courbure moyenne prescrite
Au = —2H (u)uy A uy
peut s’écrire sous la forme (*) avec

0 -V4tud viu?
Q=H@)[* 0 =Vl

* * 0

Il est trés important de noter ici que contrairement au cas ot H est constant,
le terme de droite ne peut étre mis sous forme divergence sans supposer que H
est trés régulier. En particulier la théorie de la compacité par compensation ne
s’applique pas directement a cette équation.

3.1 Reégularité des points critiques de fonctionnelles
conformément invariantes

En fait dans son travail Riviére montre non seulement la continuité des points
critiques des fonctionnelles invariantes conforme mais en fait de toutes les
solutions d’équations de la forme (*).

Théoréme 3.2 (Theorem 1.1 [41]). Soit u € WH2(D, N) qui vérifie (*), alors
pour tout p>2 on au € WHP(D, N).

Idées de la preuve :

Tout d’abord réécrire I’équation de sorte & faire apparaitre un terme jacobien
et pouvoir appliquer l'inégalité de Wente. Ici 'antisymétrie est cruciale. Il
s’agit de s’inspirer des travaux de Karen Uhlenbeck sur l'existence de jauges
de Coulomb [52], qui consistent dans notre cas a faire une décomposition de
Hodge non-linéaire de 2. On pourra aussi consulter [45] pour une approche plus
variationnelle du méme résultat.
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Théoréme 3.3 (Theorem 1.3 [41]). Il existe eg > O tel que si |2 < eo alors
il existe A € L NWY3(D,GL,,) et B € WH2(D, M,,) tel que

VA-AQ=V"'B
Dans ce cas, (*) devient

div(AVu) = V- BVu
curl(AVu) = V+AVu

Ensuite, & 'aide de 'inégalité de Wente on obtient des estimées d’énergie,
notamment sur la décroissance de | B(0.r) |Vu|? dz, plus connues sous le nom
d’estimées de Morrey, enfin en appliquant un résultat classique de théorie du
potentiel [1], on en déduit que u € WP(D, N) et I'injection de Sobolev achéve
la preuve.

Il est & noter que le fait que 'on ait une estimée L sur A est crucial, car
I'inégalité de Wente ne donne a priori que des estimée sur AVwu. Ici 'antisymétrie
joue également un role cruciale puisque so(n) est vu comme l'algébre de Lie de
SO(n) et c’est la compacité de ce dernier qui permet d’obtenir l'estimée L
sur A. D’ailleurs le résultat devient faux si I'on suppose pas que w est dans
I’algébre de Lie d’'un groupe compact, comme on peut le voir dans la section 6
de Zhu [57]. O

Comme expliqué dans I'introduction, d’une certaine maniére c’est 'invariance
conforme qui est & lorigine de la régularité, via l'existence de loi conservation
assurée par le théoréme de Noether. Mais cette invariance est aussi a ’origine
d’un phénomeéne encore plus trivial : ces équations sont également conformément
invariante dans le sens ou si u : D — N est une solution alors uy = u(X.)
est également solution. En particulier elles sont sujettes a des phénoménes de
concentration et donc de perte de compacité. Dans la section suivante nous allons
développer une notion de compacité faible.

3.2 Compacité faible : Identité d’énergie

Ici nous commengons par donner une heuristique du phénoméne de de perte
de compacité ou bubbling notamment mis en lumiére par Sacks et Uhlenbeck
dans [44] le travail fondateur sur les immersions minimales de sphéres en 79.
Soit u, : D — N une suite de solutions d’un probléme invariant conforme. On
pourra penser aux applications harmoniques pour fixer les idées. Supposons
que cette suite n’est pas compacte, alors ||Vuy,| . — +00, sinon par théorie
elliptique standard wu,, converge dans 01200' Toujours dans un but de clarté, a
translation prés, on suppose également que Vu, (0) = ||Vu,|/co. On définit alors
Un : B(0,1/\,) = N, par
Up = un(An . )7

ot Ay, = |lunllzt. Alors ||V, |l = 1 et donc @, converge vers w # 0 dans
CIQOC(Rz). De plus w vérifie la méme équation, dans notre cas c’est une application
harmoniques, mais cette fois-ci définie sur tout le plan, on appelle une telle
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solution une bulle”. Enfin si on suppose que la concentration n’a lieu que en 0,
alors u, — s dans CZ_ (D~ {0}), on sait méme grace un argument d’effacement
de singularité que si ||Vuy,||2 est borné alors u., € C%(D).

Pour résumer, on controle trés bien le comportement de u, loin de 0 mais
aussi a ’échelle \,,. Une question naturelle est alors de comprendre ce qui se
passe dans la région intermédiaire, le cou®, en particulier que se passe-t-il au
niveau de ’énergie, est ce que toute I’énergie perdue par passage a la limite
de u, & us a été absorbée par la bulle ou en a-t-on perdue dans le cou, c’est a
dire a-t-on

lim i ., R —0 ?
R—I>I-Eoon—l>r}goo”vu lL2(B(0,1/R)~B(0,RA,)) = O

Dans ce cas on parle d’identité d’énergie car

Hm |[[Vun[| = [V [l2 + [[Ve]2.
n—-+oo

Bien siir ce qui précéde est une simple heuristique nous avons considéré le cas
simple d’une bulle, alors qu’on aurait trés bien pu en avoir plusieurs, méme en 0,
et nous avons également négligé les phénomeéne de bord. Ces derniers ne nous
intéresserons pas dans cette revue car la plus part des phénoménes étudiés sont
purement locaux. Mais il s’agit d’une question trés intéressante voir [9]. Voici
une définition rigoureuse.

Définition 3.2 (Identité d’énergie). On dit qu’une suite de solutions u™ €
W12(D, N) vérifie une identité d’énergie s’il existe

. u>® € WH3(D, N)

eal,...,ay €D

« AT, AR ERT

o« Wi,...,wy bulles

tel que

U™ — u™® dans W2 (D~ {a$, ..., a}),

uy =u"(al + A\'z) = w; dans VVI})’(?(RQ\SZ-)
et
k _gn
V|u"—u™— i | ——= — 0.
w3 (50|,

Revenons un instant a nos exemples. En fait pour chacun, on posséde déja
une démonstration d’un tel phénoméne.

Pour les application harmonique la premiére preuve est du a Parker [38] et la
meilleure hypothése connue avant notre travail est N de classe C3, outil essentiel

"La terminologie, vient du fait que pour pour ’équation des surface & courbure moyenne
constante, il s’agit tout bonnement de sphéres rondes.
8 car c’est cette région qui recolle la bulle & la solution limite.
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est 'utilisation de la différentielle de Hopf. Pour le probléme des H-surfaces,
il y a une premiére preuve due a Brezis et Coron [5], voir aussi les travaux de
Struwe [50], lorsque H est constant. Dans le cas général, le meilleur résultat
connu était celui de Caldiroli et Musina [8] avec H € C! et décroissante a linfini,
ici la preuve repose principalement sur l'inégalité de Wente. Enfin pour les
courbes J-holomorphes, la premiére identité d’énergie est due & Gromov [20] et
la meilleure hypothése connue était N est C2, la preuve s’appuie essentiellement
sur I'inégalité isopérimétrique. Il est a noter que dans ce dernier cas il ne s’agit
pas seulement, d’un résultat local, on peut considérer des courbes J-holomorphes
définies sur des surfaces dont la classe conforme n’est a priori pas controlée.
Par contre dans le cas des applications harmoniques, il y a des contres exemples
a l'identité d’énergie lorsque la classe conforme dégénére, voir les travaux de Zhu
[56], ou d’ailleurs la perte d’énergie est quantifiée par un résidu.

Notre but initial, avec T. Riviére, fut de donner une preuve de ces différents
résultat ne reposant que sur I'invariance conforme. Outre le fait de jeter une
nouvelle lumiére sur les problémes conformément invariants, une meilleur compré-
hension du mécanisme de compacité par compensation pourrait nous permettre
d’atteindre des hypothéses plus naturelles pour les exemples suscités. En effet il
n’y aucune raison de se restreindre aux courbures moyennes décroisant a 'infini
par exemple. De plus une telle preuve pourrait potentiellement se généraliser
aux dimensions supérieures par exemple, ce qui est sans espoir pour des outils
tels que la différentielle de Hopf qui est un outil d’analyse complexe propre a la
dimension 2.

Dans la section suivante nous proposons une identité d’énergie pour les
solutions du systéme de type (*).

4 Identité d’énergie pour un systéme linéaire el-
liptique avec un potentiel antisymétrique

Tout d’abord, il est & noter que les identités d’énergie sont habituellement
caractéristiques des phénoménes non-linéaires, or ici on s’intéresse a un systéme
linéaire, ce qui donne une certaine originalité au résultat. Ensuite, il est clair
qu’on ne peut transposé directement les techniques issue de la régularité pour la
raison suivante. Pour démontrer la régularité, on suppose toujours que l'on est
sous un certain niveau d’énergie afin d’assurer I’existence de lois de conservations.
Or lorsque 'on a un phénoméne de concentration, nous sommes assuré d’étre
au dessus de ce niveau d’énergie® Afin de démontrer notre résultat, il va falloir
procéder & une analyse fine dans les cous, pour cela nous allons notamment
utiliser un raffinement des espaces LP, les espaces de Lorentz. Dont voici une
définition, on trouvera un exposé plus détaillé chapitre 3 de [23] mais aussi
section 1.4 de [19].

Définition 4.1. Soit D un domaine de R¥, p € (1,+00) et q € [1,+00]. L’espace

9 du moins celui de ’e-régularité.
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de Lorentz LP9(D) est l’ensemble des fonctions mesurables f : D — R telles que

“+o0 adt 1/q
| flp,q = (/ (tl/pf*(t)> ) < 400 §iq < 00
0

t

ou
[ Flpoe = sup (£/77(1)) s g = +00

ot f* est le réarrangement symétrique of f.

Remarque 4.1. La chose importante a retenir pour cet exposé est que l’on a
L?!' c L? C L** qui partage évidemment la méme invariance par changement

d’échelle, que |—i| € L>>® et que L*>! et L*> sont duaux.

On posséde notamment une inégalité de Wente « améliorée ».

Lemme 4.1. Soit a,b € W2(D) et ¢ € Wy (D) une solution de
Ap = azby — ayby,

alors

V2,1 < C[[Vall2]| VD2

En fait cette inégalité contient la précédente, car contrairement a W12,
W21 ginjecte dans L>. Enfin cette inégalité est une conséquence du travail
de Coifman, Lions, Meyer et Semmes qui ont montré que a;b, — a,b, € H!,
Pespace de Hardy. Le lecteur trouvera tous les détails chapitre 3 de [23].

Une des principales difficultés de notre travail a été de généraliser ce genre
d’inégalités a des anneaux dont la classe conforme dégénére. Ce qui n’est pas
toujours vrai comme nous allons voir, ce qui explique le résultat partiel, mais
optimal, suivant.

Théoréme 4.1 (Theorem 2 & Section 3.3 de [34]). Les dérivées angulaires
d’une suite de solutions d’un systéme linéaire avec un potentiel antisymétrique
vérifient une identité d’énergie.

De plus il existe des suite dont la partie radiale du gradient ne vérifie pas
d’identité d’énergie, dans ce cas la perte d’énergie est mesurée par un résidu.

L’existence d’un résidu non nul provient du fait que les lois de conservations
ne peuvent pas étre globale, c’est & dire au niveau du cou on ne peut les étendre
a l'intérieur du disque sinon le résidu serait trivial.

Idées de la preuve :
Soit u™ € W12(D, N) et Q,, € L2(A'D ® so(m)) tels que

IVu"[l2 + Q]2 < C

et
—-Au" = Q,.Vu"
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Etape 1 : e-Régularité

Comme conséquence du Théoréme 3.3, on obtient un résultat d’e-régularité,
c’est & dire que sous un certain niveau d’énergie on contréle uniformément
I’application.

Lemme 4.2. I] existe ¢g > 0 et Cp, > 0 tel que |||z < g0 et u € WH2(D, N)
vérifie
—Au=Q.Vu

alors

[VullLe(B(0,1/2)) < CpllVull2.

Une des premiére conséquence de ce résultat est le phénoméne de Saut
d’énergie, les bulles sont contraintes d’avoir une énergie minimale.

Remarque 4.2. Siw est une bulle, i.e. vérifie
—Aw = Q.Vw on R?

avec
122 < eo

alors w est triviale.

Etape 2 : Extraction des bulles (phénoméne d’arbre de bulles)

Comme I’énergie ne peut se concentrer qu’au dela de €y et que I’énergie globale
est finie, il y a nécessairement un nombre fini de points de concentrations. Au
niveau de ces points on choisit un premier rayon de concentration r™ — 0 de
sorte & ne pas avoir trop d’énergie dans le cou (en fait exactement €¢/2), on
ramene le disque D(.,r"™) sur le disque D(0, 1), et on itére. Le processus s’arréte
étant donné qu’a chaque étape on enléve un niveau quantifié d’énergie. Au final,
Il existe

. u® € WH2(D, N) solution de —Au = Q.Vu avec Q,, — Q

e af,...,ay €D
« AT, AR ERT
. W1,...,wg bulles
tels que
u™ — u™ in W2 (D {a$, ..., al)),

ut = un(azI + )\:LZ) — w; in VVI};E(R2 AN Si)7

i
et

€0

plim  lim 120l 22 (Bap R~ Blaz 22 /R) < 5
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Etape 3 : Estimée faible, i.e. estimée L*>

Le but de cette étape est de montrer qu’il n’y a pas d’énergie « faible », c’est &
dire

lim ngrfoo V|| L2.00 (B(0,r)~B(0,A7 /r)) = 0.

Ici, nous allons tricher un peu en se plagant dans le cadre un peu moins
général des points critiques de fonctionnelles invariantes conformes. En effet dans

ce cas () est lui méme contrdlé par Vu et dans ce cas on peut faire un boot-strap
sur ’e-régularité pour obtenir l’estimé suivante

Lemme 4.3. Il existe g9 > 0 et C > 0 tel que |||z < g¢ et u € WH2(D, N)
vérifie
—Au =Q.Vu

alors
[Vl Lo (B0,1/2)) < ClIVulla.

En particulier dans les cous on a

[Vu| < <

|Vu|? dz.
|2| B(0,2|z])~B(0,12)

Dans le cas général on contourne cette difficulté a 'aide de la théorie de
I'interpolation. D’apreés la remarque 4.1, il suffit démontrer que

lim lim sup / |Vu|? dz = 0.
B(0,2|p|)~B(0

r—0n—+oo Anr<p<l/T 7%)

Ce qu’on observe assez facilement, sinon on pourrait trouver par éclatement
et effacement de singularité en 0 une solution non triviale d’énergie inférieur
a €9/2, ce qui contredirait la remarque 4.2.

Etape 4 : Estimée forte, i.e. estimée L'

Pour obtenir ’absence d’énergie dans les cous, compte tenu de ’estimée précé-
dente et de la dualité des espaces de Lorentz, il suffit de montrer que

||VU,»,L||L2,1 = O(l)

Pour cela on souhaite utiliser le lemme de Wente généralisé. En effet il se
généralise aux anneaus, indépendamment de leur classe conforme.

Lemme 4.4 (Section 2 of [34]). Soit 0 < e < 1/4, a,b € WH3(D \ B(0,¢)) et
¢ € Wyl (D) une solution de

A = azby — ayby,

alors
V@l 221 (B(0,1/2)~B(0,2¢)) < C(|[Vall2][Vb|l2 + [[Vl[2),
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Toutefois, pour appliquer un tel lemme il faut une condition de Dirichlet.
Dans ce but on soustrait le prolongement harmonique de ¢, puis on ’estime
séparément. Ce qui ne pose pas de probléme outre mesure dans le cas du disque,
devient trés problématique dans le cas de Panneau car la fonction r — log(r) est
harmonique et dans W2 ! En fait la norme L?! du logarithme ne peut étre
estimé par la norme L?, indépendamment de la classe conforme, puisque :

IV 1og |21 (B(0,1/2)~ B(0,2¢))
: ! ~ 4/log(1/¢).
[V 1og || 2 (B(0,1)~B(0,e)) 1/¢)

Cependant en considérant la décomposition de Fourier d’une fonction harmonique,
a lexception du terme logarithmique tous les autres sont des puissances et dans
ce cas une estimée de la norme L?! par la norme L? devient possible, ce qui
permet notamment d’estimer les dérivées angulaires :

Lemme 4.5 (Inégalité de Wente sur des anneaux qui dégénérent). Soit 0 < e <
1/4, a,b € WH2(D \ B(0,¢)) et ¢ € WHH(D) une solution de

A = azby — ayby,

alors
¢

0 < C(IVall2[[Voll2 + IV]12),

L21(B(0,1/2)~ B(0,2¢))

avec C indépendante de €.

Au final on obtient ’estimée suivante

ou™

L2,1

Ce qui nous donne ’estimée souhaité et permet de conclure pour la premiére
partie du théoréme. La seconde partie s’obtient justement en recollant deux
solutions a l'aide d’un logarithme dans un cou tout en préservant ’anti-symétrie
de w, voir section 3.3 de [34]. O

Ce résultat purement analytique a trouvé bon nombre d’applications a des
probléme plus géométrique permettant notamment une quantification totale
de I’énergie. L’objet de la section suivante est de présenter un certain nombre
d’entre elles.

5 Applications
5.1 Retour au probléme conformément invariant en
dimension 2

Comme on I’a vu section 3, si u est un point critique d’une fonctionnelle invariant
conforme alors u vérifie
—Au = QVu
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avec w antisymétrique. Mais l'invariance conforme force également le terme de
droite & étre orthogonal & Vu, voir Theorem 1.2 [43] dans le sens suivant :

Q.Vu est orthogonal & u, et u,

2

Par conséquence, u vérifie une identité de Pohozaev, [40].
0 0
- =1 dz

2
2 dy = il
/E,BT or| ¢ /aB, 0

Pour obtenir une telle identité il suffit de multiplier Au par zu, + yu, et
d’intégrer convenablement par partie. En particulier le controle de 1’énergie
angulaire obtenu dans le théoréme 4.1 se transmet immédiatement a toute
I’énergie.

Théoréme 5.1 (Theorem 3 [34]). En dimension 2, toute suite de points critiques
d’une fonctionnelle conformément invariante vérifie une identité d’énergie.

Outre la grande généralité de ce résultat, il permet d’améliorer, voir d’op-
timiser, un certain nombre de résultats existants. En effet la preuve requiert
uniquement Q € L2, ce qui est I’hypothése minimale pour donner un sens aux
équations. On a notamment pu donner des versions optimales des résultats
existants pour nos exemples :

a) Les applications harmoniques :
b) Q= A(Vu, .), on a besoin seulement de A € C?, i.e N € C?

¢) Les surfaces a courbure moyenne prescrite :  ~ H(u)Vu, n a besoin seule-
ment de H € C°.

d) Les courbes J-holomorphe : On a besoin seulement de J € C°, i.e N € C*,
(et sans contrdler la class conforme!)

Au dela de ces améliorations, la preuve ne reposant que sur l'invariance
conforme elle se généralise aisément & des problémes d’ordres supérieurs et de
plus grande dimension comme nous allons le voir dans les sections suivantes.

5.2 Applications biharmoniques dimension 4

En dimension 4, le pendant des applications harmoniques en dimension 2 sont les
applications biharmoniques, dimension critique. Il existes toutes fois (au moins)
deux notions d’applications biharmoniques. Supposons que la variété d’arrivée
N soit plongée isométriquement dans R™. On peut alors soit considérer I’énergie

1
E(u) = f/ |Au|? d,
4 Jp,
dont I’équation d’Euler Lagrange est

A?u = A(B(u)(Vu, Vu)) + 2V - (Au, VP(u)) — (A(P(u)), Au),
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ol P et B sont respectivement la projection orthogonale sur T, N et la seconde
forme fondamentale de N. Dans ce cas on parle d’application biharmonique
extrinséque. Soit on considére 1’énergie
1
10 =7 [ @0 P,
4 B,

dont I’équation d’FEuler Lagrange est
A?u = A(B(u)(Vu, Vu)) + 2V - (Au, VP(u)) — (A(P(u)), Au)
+ P(u) (B(u)(Vu, Vu)V,B(u)(Vu, Vu))
+ 2B(u)(Vu, Vu)B(u)(Vu, VP(u)),
ou P et B sont respectivement la projection orthogonale sur T,,N et la seconde

forme fondamentale de N. Nous avons obtenue le résultat de quantification
suivant

Théoréme 5.2 (Theorem 0.1 [33]). Les suites d’applications biharmoniques
(intrinséques ou extrinséques) vérifient une identité d’énergie.

Ce résultat était déja partiellement connu pour les applications intrinséques,
[26]. La méthode s’adaptant bien aux perturbations, on peut en déduire les
conséquences suivante sur le comportement asymptotique du flot biharmonique.
Par exemple, une solution faible du flot biharmonique extrinséque est donnée
par u € W22(]0, +oo[x By, N) vérifiant

— + A%u = A(B(u)(Vu, Vu)) + 2V - (Au, VP(u))

— ((A(P(u)), Au) on [0, +00[x By (3)
u=wug on {0} X By

ot ug € W22(By, N). En particulier toute solution vérifie

[ ),

Corollaire 5.1 (Corollary 0.1 [33]). Soit N une sous-variété C3de R*, ug €
W2Y(By,N) et u € W22([0,+00[x By, N) une solution global de (3). Alors
il existes une suite de réel t, — 400, une application biharmonique us €
W2 By, N),l €N, w',...,w! des applications biharmonique de R* dans N et

al ... al une famille de points de By convergeant, tels que

U(ty, ) — too on WP (By ~{al,...,d\ }) for allp > 1

loc

oul?
22 dwdt +/ |Aul? dz < / |Aug|? dz for all T > 0.
at B B

et

1
V2 (u(tn, 2) = Uoo — Zw%)
i=1

Lioe(B1)

!
+ V(u(tn,.)uoonﬁL> — 0,
i=1

Lige(B1)
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ot Wi = wi(al, + A1 ).

Une autre question naturelle est de savoir si autour des points critiques de
petites énergies la fonctionnelle est convexe (voir [12] et [30] pour le cas des
applications harmoniques).

Théoréme 5.3 (Theorem 1 [30]). Il existe €9 > 0, dépendant seulement de N,
tel que si u,v € W22(By,N) sont telles que u = v et d,u = O,v sur OBy,
E(u) < gg et u est faiblement biharmoniques (extrinséque), alors

1/ |A(v — u)|? dxg/ |Av|? dx—/ |Au|? d.
2 B, B, By

L’idée de la preuve est de remplacer les estimés de Hardy de Lamm Lin [29],
par 'epsilon régularité notion plus robuste. Ce résultat était déja partiellement
démontré par Changyou Wang 25| dans le cas des applications biharmoniques
extrinséques. Toutefois dans notre travail [30] nous avons bonnes espoir d’étendre
le résultat au applications biharmonique intrinséque et par la suite de pouvoir la
notion de width obtenu par Colding et Minicozzi via les surfaces minimales dans
[13] aux variétés de dimension 4.

5.3 Les surfaces de Willmore

Les surfaces de Willmore sont les points critiques de la fonctionnelle suivante
W((I)) = A |H¢|2 dvd,(g)

ol ¢ : ¥ — R?® est une immersion et H, est la courbure moyenne. Cette
fonctionnelle intervient de maniére assez naturelle en physique, voir la mass de
Hawking, ou méme en biologie, voir I’énergie de Helfrich [24]. D’un point de
vue purement mathématique elle a été introduite par Blaschke [4] qui souhaitait
généraliser la notion de surfaces minimales dans un cadre invariant conforme.
On peut aussi la considérer comme une bonne maniére de mesurer la courbure
globale d’une surface. Et donc il semble tout naturel d’en chercher les minima
comme les meilleurs représentants dans R d’une surface topologique fixé. Une
trés bonne introduction au sujet est fournit par Willmore lui-méme dans [55],
sinon on pourra aussi consulter Particle de Neves et Marques [37] ol il est montré
que le minimum pour les surface de genre 1 dans R? est atteint par le Tore
de Clifford'°. En genre plus grand et en dimension plus grande I’ensemble le
probléme reste largement ouvert.
L’équation d’Euler-Lagrange associée & cette fonctionnelle

A H +2H(H? - K)) =0,

ou K est la courbure de Gauss. En un certain sens cette équation est mal posée
puisque d’une part le laplacien dépend de la métrique qui elle méme dépend de

10Plus exactement par une projection stéréographique du tore de Clifford.
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l'immersion, mais surtout le terme cubique en H n’est méme pas dans L' et on
ne peut entrevoir aucune estimée a priori.

Toutefois la caractéristique principale de cette fonctionnelle est d’étre in-
variante par transformation conforme. En particulier le théoréme de Noether,
voir[28], nous assure de existence de lois de conservation associées a chaque
transformation!!, voir [2]. Contrairement aux fonctionnelles conformément inva-
riantes, ici il s’agit d’une invariance au but, et pas a la source, ce qui donne des
lois de conservation globales et non-plus locales.

En particulier L’invariance par translation nous assure que ® : D — R3, une
immersion conforme, est Willmore si et seulement si (7 est la normale)

div(2VH — 3HVi#i + H A Vi) = 0.

Puis en utilisant les rotations et les dilations on trouve deux nouvelles lois de
conservation qui donnent deux quantité R et S vérifiant un systéme elliptique
dont le membre de droite est composé de jacobien !

AS = -VA.VLR
AR = ViA.VLR + VLS. Vi
A® = L(VLS.VE + VIRA V).

R et S sont alors sujets & un des phénoméne de compensation que ’on peut
remonter jusqu’a ¢ via I’équation

Ap = VRV ¢+ VSVLe.

En s’appuyant notamment sur le lemme fondamental de [34] mais aussi une
étude trés fine du facteur conforme Bernard et Riviére ont démontré que quitte
a controler la classe conforme d’une suite d’immersion d’énergie de Willmore
borné, alors celle-ci vérifie une identité d’énergie

Théoréme 5.4 (Theorem 1.2 [3]). Soit @, : (X, ¢,) — R™ une suite d’immersion
conforme d’énergie borné et de classe conforme ¢, bornée alors W(®,,)vérifie
une identité d’énergie.

Naturellement se pose la question de savoir si on peut se passer de 'hypothése
sur la classe conforme ? En effet dans ce cas ’analyse ne peut plus se ramener
a un probléme local puisque se forme des collars, de longs et fins cylindres
conformément équivalent & des anneaux qui dégénérent. Ces collars étant bordés
par des surfaces topologiquement non triviales, voir figure 1, lors de I'intégration
des lois de conservations des résidus apparaissent et donc compliquent I'analyse
du probléme. Méme dans le cas relativement simple des applications harmoniques,
ces résidus ne sont a priori pas controlables et peuvent occasionner des pertes
d’énergie arbitraires [56].

I Ces lois de conservations ont été initialement découverte par Riviére [42] par un calcul
direct.
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N <

FIGURE 1 : Surface de genre 2 dont la classe conforme dégénére, avec formation
d’un collar.

Avant méme de commencer une telle analyse pour les suites de Willmore,
il faut déja comprendre plus généralement comment se comportent les suites
d’immersions d’énergie de Willmore bornée mais dont la classe conforme dégénere.
Tout particuliére le comportement du facteur conforme : A, tel que |V, | = e*»,
qui vérifie

Ap, Ap = 62)‘"[(“ + 1.

Ici on se place en genre supérieur ou égale a 2, h,, désigne 'unique métrique
de courbure constante égale & -1 dans la classe conforme ¢,, . Le probléme du
genre 1 se traite de maniére analogue.

D’ou 'on déduit que

VA, =VG, * F,

avec F, borné dans L' et G}, la fonction de Green du laplacien Ay, . Donc par
interpolation, le meilleur controle que I'on puisse espérer sur A, est limité par le
controle de G.,.

En fait G,, dégénére quand la classe conforme dégénére. En effet heuristique-

ment
Glz,y) = Z M,
i>0 Ai

ol les ¢; et les \; sont respectivement les fonctions propres et valeurs propres
du laplacien. Or lorsque notre suite de surface dégénére comme sur la figure
1, la limite n’est pas connexe (ici deux tores) et donc A; — 0, G explose. Le
comportement asymptotique de G lorsque la classe conforme dégénére a été
trés étudié, compte tenu notamment de son lien avec l’arithmétique, voir [7].
Par contre a notre connaissance, rien ne précis n’était connu sur VG. Bien str
aucune estimé au deld de L? ne peut étre espérée contenu de la singularité
en 1/r. Toutefois en collaboration avec T. Riviére nous avons démontré une
borne L2-faible, ce qui est contenu de la remarque précédente ce qu’on peut
espérer de mieux.

Théoréme 5.5 (Theorem 0.1 [35]). Soit (X, ¢,) une suite de surface de Riemann,
alors, dans un « bon atlas », |VGy| 2. est uniformément borné indépendam-
ment de la classe conforme.
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Une fois la classe conforme contrélée, On peut commencer ’analyse dans les
collars. Il est trés important de noter, que contrairement aux cous, les collars
ne sont pas bordé par des disques et donc l'intégration des lois de conservations
nécessite des résidus. Comme 1’équation de Willmore est d’ordre 4 ou encore un
systéme couplé d’ordre 2, il était assez naturel de s’attendre & ce que la perte
d’énergie dans les collars soit mesurées par deux résidus, contrairement au cas des
application harmoniques ot il y en a un seul. En fait comme le décrit le théoréme
suivant un seul résidu suffit. Il est fort probable que la condition soit également
nécessaire, mais pour 'instant nous ne disposons d’aucune construction explicite
de surfaces de Willmore d’énergie borné et dont la classe conforme dégénére.

Théoréme 5.6 (Theorem 0.1 [36]). Soit @, : (X, ¢,) = R™ une suite de surface
de Willmore d’énergie borné et telle pour toute suite de courbes v,

1 . .
lim ﬁ / (v,2VH,, —3H,Vii, + H, A Vlﬁn> do=0
nTn n

ot v est une normale & v, dans X. Alors W(®,,) vérifie une identité d’énergie.

5.4 Applications Harmoniques & bord libres et applica-
tions 1/2-harmoniques

Un autre domaine trés actif de ’analyse ot ces techniques s’appliques est celui
des EDPs elliptiques non-locale. Nous présentons ici le cas des applications
1/2-harmoniques, voir [46] pour des opérateurs plus généraux. Le cas des appli-
cations 1/2-harmoniques est particuliérement intéressant puisqu’ils sont reliés
aux surfaces minimales a bord libre et au probléme de métrique optimale pour
la premiére valeur propre de L’opérateur Dirichlet-To-Neumann, sujet également
en plein essors voir [17] and [39].

Soit X une surface a bord et N une sous-variété & bord de R™. Les points
critiques de I’énergie de Dirichlet sur I’ensemble des applications s’accrochant au
bord, i.e.

{fue W2 N L®(Z,N) | u(d%) C ON}

sont appelés applications harmoniques & bord libre, c’est a dire qu’elle sont
harmoniques a l'intérieur de X et vérifient au bord de X

oyu 1L T,0N,

ou v est la normale sortante & X en 9X.
Dans le cas ot ¥ = I, on parle aussi d’application 1/2-harmoniques de S*
dans ON, i.e.
A'Y?y 1 T,0N,

ot Al/2y = [€]a.

Un point de vue intrinséque a été développé pour I’étude des applications
1/2-harmonique par Da Lio et Riviére [16], il retrouve comme dans le cas
local, la régularité, 'epsilon-régularité et méme la quantification dans le cas des
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application & valeurs dans la sphére [14]. En collaboration avec Romain Petrides
nous avons généralisé ce dernier résultat aux harmoniques a bord libre. Notre
argument consiste & étendre 'application au dela du bord libre quitte & perdre
le fait d’étre harmonique mais en préservant la structure antisymétrique du type
de (*).

Théoréme 5.7 (Theorem 1 [31]). Soit (X,g) une surface de Riemann et w,y, :
(2, 9) — B"™! une suite bornée d’applications harmoniques a bord libre. Alors,
Il existe une application harmonique & bord libre uss : M — B"T1 et

« wh .. Wb une famille 1/2-harmoniques de R — S™,

«al,... al, une famille de points convergeant sur 0%,

o Ao AL une famille de nombres positifs, tels que,

Upy — Uoo 1 C(M N {al,, ... d}),
et
/ R.y.0R,, — 0,
o

avec

Le cas d’une variété quelconque pour les 1/2-harmoniques a été aussi traité
en collaboration avec Da Lio, et Riviére .

Théoréme 5.8 (Theorem 1.2 [15]). Soit u, € HY?(R, N) une suite d’applica-
tions 1/2-harmoniques telles que |[ug||g1,2 < C. Alors,

1. 1l existe uqo € Hl/Q(R, N) une application 1/2-harmonique et un ensemble
de points {a1,...,ae}, tels qu’a extraction pres

Uy —> Uso N Wl/z’p(R\{al,...,ae})a p=>2

loc

2. Il existe w', € Hl/Q(R) des applications 1/2-harmoniques, telles que, &
extraction pres,

— 0.
L120C (R)

‘(—A)l/4 (un — Uso — Z@;)

Ce résultat a été démontré indépendamment par Jost, Liu et Zhu [27] qui
ont généralisé la technique de prolongement employée avec Romain Petrides &
des variétés non nécessairement symétrique.

L’intérét de notre preuve outre le caractére complétement intrinséque, est
une version 1 dimensionnel et non locale de I'identité de Pohozaev. Ici ce sont
les parties paire et impaire de la fonction qui jouent le role de partie radiale et
angulaire.
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Théoréme 5.9 (Theorem 1.3 [15]). Soit u € C1(R,R™) tel que

d
d—u (=A)Y2u=0 pp. surR
x
vérifiant
d
/ |u — ug|dx < +00, / —u(m) dx < 4o0.
R R dx

Alors

(AER MU"‘(CE)C&E>2 _ (/xER mu_(x)d$>27

ot uT et uT sont respectivement la partie symétrique et antisymétrique de u.
Théoréme 5.10 (Theorem 1.4 [15]). Soit u € W12(S1, R™) vérifiant

du

7R (=M)Y2u=0 p.p. surS!

Alors

2 2

2w
= / u(0) siné df
0
Enfin dans un travail en cours de rédaction, nous venons de démontrer avec
Romain Petrides la convexité de la fonctionnelle d’énergie autour des applications
harmoniques a bords libres de petites énergies.

2m
/ u(0) cos do
0

Théoréme 5.11 (Theorem 1 [32]). Soit N une sous-variété compacte de R™ et
M wune sous-variété de N. Alors, il existe g > 0 tel que si u,v € WH2(D,, N)
avec u = v sur ODTNOD, pour presque tout x € ODTND, v(z) € M et u(x) € M,
E(u) < ¢ et u est faiblement harmonique rencontrant M orthogonalement, alors

on a 1
7/ |Vu—Vu|2§/ |W|2—/ [Vul® . (4)
2 D, Dy Dy
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