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PROBLÈME SPECTRAL INVERSE ET
ÉQUATION DE SZEGÖ CUBIQUE

par

Patrick Gérard & Sandrine Grellier

1. Introduction

Dans un exposé précédent [1], nous avons justifié l’introduction de l’équation de Szegö cubique
comme cas modèle d’équation de type Schrödinger sans dispersion. Ce cas modèle s’est révélé être
intéressant sous divers aspects [2]. Dans cet exposé, nous nous attacherons à montrer comment la
complète intégrabilité de l’équation de Szegö cubique permet de résoudre un problème spectral inverse
pour les opérateurs de Hankel. Nous renvoyons pour plus de détails à l’article [3]. Des résultats plus
récents feront l’objet d’un article en cours de rédaction [4].

1.1. Opérateurs de Hankel. — Rappelons la définition d’un opérateur de Hankel. Soit c =
(cn)n≥0 une suite de nombres complexes, on définit formellement l’opérateur de Hankel Γc de sym-
bole c par

∀x = (xn)n≥0 ∈ `2(Z+) , Γc(x)n =
∞∑

p=0

cn+pxp .

Autrement dit, l’opérateur de Hankel est l’opérateur dont la "matrice infinie" est constante sur les
anti-diagonales, la j-ème anti-diagonale comportant le (j − 1)-ème coefficient cj−1 du symbole.

Il est bien connu que la régularité de Γc se lit sur la régularité de son symbole c ou bien sur la série
formelle u = uc associée à c en posant u(z) :=

∑
n≥0 cnz

n.
Rappelons les résultats suivants bien connus.

1. Γc est de rang fini si et seulement si u est une fraction rationnelle (Kronecker 1881, [6]).

2. Γc est un opérateur borné sur `2(Z+) si et seulement si il existe f ∈ L∞(T); cn = f̂(n), n ≥ 0
(Nehari 1957 [9]), ou bien de manière équivalente si et seulement si u ∈ BMO(T).

3. Γc est un opérateur compact si et seulement si il existe f ∈ C(T); cn = f̂(n), n ≥ 0 (Hartman
1958 [5]) ou bien de manière équivalente si et seulement si u ∈ VMO(T).

4. Γc est un opérateur de Hilbert–Schmidt si et seulement si u appartient à l’espace de Sobolev
H1/2(T) (i.e.

∑
n(n+ 1)|cn|2 <∞).

5. Γc appartient à la classe de Schatten Sp, 0 < p <∞ si et seulement si u appartient à la classe
de Besov B1/p

p,p (T) (Peller [10], Semmes [12]).
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Les opérateurs de Hankel apparaissent naturellement en théorie du contrôle. En effet, si H est un
espace de Hilbert réel, A est un opérateur linéaire borné sur H et b et c deux vecteurs fixés dans H,
on considère le système dynamique

zk+1 = Azk + ukb, yk = (c, zk), k ∈ Z
où zk ∈ H, uk ∈ R, yk ∈ R.

Le vecteur (uk) est appelé signal d’entrée. Il est supposé à support dans {k ∈ Z, k < 0}. De plus,
on suppose zk → 0 pour k → −∞. Le signal de sortie pour n ≥ 0 est alors donné par

yn =
∞∑

p=0

cn+pxp = (Γc(x))n, où x = (xp := u−p−1)p et cn := (c, Anb) ∈ R.

L’opérateur Γc admet donc une valeur propre λ s’il existe un signal d’entrée u non nul engendrant
un signal de sortie y de la forme

yn = λu−n−1 , n ≥ 0 ,

c’est-à-dire proportionnel au signal déduit du signal d’entrée après une réflexion par rapport à l’origine
et un décalage. Il est tout aussi naturel de considérer l’équation

yn = µu−n , n ≥ 1 ,

qui traduit le fait que µ est valeur propre de l’opérateur de Hankel de symbole (cn+1)n∈Z+ , que nous
appellerons ci-dessous opérateur de Hankel décalé. Dans cet exposé, on montre que, sous certaines
conditions, la donnée de toutes les valeurs propres non nulles λ et µ détermine le symbole c. En outre,
nous donnerons une condition nécessaire et suffisante portant sur l’ensemble des valeurs propres non
nulles λ et µ assurant que l’ensemble des signaux de sortie soit dense.

1.2. Théorème spectral inverse pour les opérateurs de Hankel. — On se place dans le cadre
d’un opérateur de Hankel compact et autoadjoint. On ordonne les valeurs propres de sorte que

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λj| ≥ · · · → 0.

Une question naturelle est alors de se demander si, étant donnée une suite

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λj| ≥ · · · → 0

il existe un opérateur de Hankel auto-adjoint et compact ayant cette suite de valeurs propres.
Une réponse positive découle du théorème suivant.

Théorème 1. — (Megretskii, Peller, Treil (1995)) Soit Γ un opérateur compact et auto-adjoint sur
un espace de Hilbert H séparable. Alors Γ est unitairement équivalent à un opérateur de Hankel si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

1. Soit ker(Γ) = {0} ou dim ker(Γ) =∞ ;
2. Pour tout λ ∈ R∗, |dim ker(Γ− λI)− dim ker(Γ + λI)| ≤ 1.

Une conséquence de ce résultat est que, si l’on suppose toutes les valeurs absolues des valeurs
propres distinctes, autrement dit si l’on suppose que

|λ1| > |λ2| > · · · > |λj| > · · · → 0

alors il existe un opérateur de Hankel auto-adjoint ayant cette suite de valeurs propres. Il existe en
fait un grand nombre de symboles solutions de ce problème spectral inverse. Dans ce travail, nous
allons ajouter des contraintes spectrales du même type sur un autre opérateur de Hankel (l’opérateur
de Hankel décalé) afin d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité.
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1.3. L’opérateur de Hankel décalé. — Si S désigne l’opérateur de décalage

S(x0, x1, x2, . . . ) = (0, x0, x1, x2, . . . )

alors une propriété fondamentale des opérateurs de Hankel s’écrit

(1) ΓcS = S∗Γc.

On vérifie facilement que cet opérateur est l’opérateur de Hankel de symbole c̃ donné par

∀n ∈ Z+ , c̃n := cn+1 .

Supposons en outre c réel et uc dans VMO(T) de sorte que Γc et Γc̃ sont auto-adjoints et compacts.
La propriété (1) entraîne

Γ2
c̃ = ΓcSS

∗Γc = Γ2
c − (·|c)c.

En utilisant cette formule ainsi que la formule du min-max, on obtient facilement que les valeurs
propres non nulles (µj)j≥1 de l’opérateur Γc̃ satisfont à

(2) |λ1| ≥ |µ1| ≥ |λ2| ≥ |µ2| ≥ . . . .

Si l’on munit VMO(T) de la norme de l’opérateur de Hankel correspondant, les inégalités strictes
dans (2) définissent un Gδ-dense dans VMO(T) que nous noterons VMOgen. Notre résultat principal
(cf. [4]) s’énonce alors comme suit.

Théorème 2. — Soient (λj)j≥1, (µj)j≥1 deux suites de nombres réels satisfaisant

|λ1| > |µ1| > |λ2| > |µ2| > ... > |λj| > |µj| · · · → 0 .

Alors il existe une unique suite de nombres réels c = (cn)n≥0 vérifiant uc ∈ VMO(T) et telle que
les valeurs propres non nulles de Γc soient les λj et les valeurs propres non nulles de Γc̃ soient les
µj. De plus, le noyau de Γc est réduit à zéro si et seulement si

∞∑

j=1

(
1− µ2

j

λ2j

)
=∞, sup

N

1

λ2N+1

N∏

j=1

µ2
j

λ2j
=∞.

Remarque 1. — On obtient aussi une formule explicite pour la suite c. On note

ν2k :=

(
1− µ2

k

λ2k

)∏

j 6=k

µ2
k − λ2j
λ2k − λ2j

κ2m := (λ2m − µ2
m)
∏

j 6=m

µ2
m − λ2j
µ2
m − µ2

j

δkm := λ2k − µ2
m.

alors la suite c = (cn)n∈Z+ est donnée par

cn =
∑

k0,k1,...,kn
m1,...,mn

(λk0ν
2
k0

) . . . (λknν
2
kn

)(µm1κ
2
m1

) . . . (µmnκ
2
mn

)

δk0m1δk1m1δk1m2δk2m2 . . . δkn−1mn−1δkn−1mnδknmn

.

Au vu de cette formule explicite il semble illusoire de calculer directement les valeurs propres de Γc et
de Γc̃. La démonstration est très différente, et n’utilise la formule explicite que pour établir l’unicité
de la suite c = (cn)n∈Z+.
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Ce théorème est en fait un cas particulier d’un résultat plus général concernant les valeurs singu-
lières d’opérateurs de Hankel compacts non nécessairement auto-adjoints, en lien avec les variables
action angle d’un système complètement intégrable.

2. Lien avec l’équation de Szegö cubique

2.1. Complexification et équation de Szegö cubique. — On identifie l’espace `2(Z+) avec
l’espace de Hardy du tore défini par

L2
+(T) = {u : u =

∑∞
k=0 cke

ikθ ,
∑∞

k=0 |ck|2 < +∞ }.
Le projecteur de Szegö est le projecteur orthogonal de L2(T) sur l’espace de Hardy L2

+(T). Pour tout
u ∈ BMO(T), on définit un opérateur anti-linéaire Hu sur L2

+(T) par

Hu(h) = Π(uh), h ∈ L2
+.

Côté coefficients de Fourier, on retrouve l’opérateur de Hankel Γc par la formule suivante :

Ĥu(h)(n) = Γc((ĥ(n)) , cn := û(n) .

Pour cette raison, on appellera encore Hu opérateur de Hankel de symbole u. On remarque que Hu

vérifie l’identité
(h1|Hu(h2)) = (h2, Hu(h1)) .

Si l’on définit l’adjoint d’un opérateur anti-linéaire T par la formule (h1|T (h2)) = (h2|T ∗(h1)), on
constate donc que tous les opérateurs Hu sont auto-adjoints en ce sens.

Les opérateurs de Hankel jouent un rôle primordial dans l’équation de Szegö cubique introduite
dans [2], qui s’écrit

(S) i∂tu(z) = Π(|u|2u)(z), z ∈ T.
On peut voir cette équation comme un système hamiltonien sur L2

+(T) muni de la forme symplectique

ω(u, v) = Im(u|v) , (u|v) :=

∫

T

uv
dθ

2π
,

L’équation de Szegö cubique est alors le système hamiltonien associé à la fonctionnelle d’énergie

E(u) =
1

4

∫

T

|u|4 dθ
2π
.

Par invariance par translation et rotation de cette fonctionnelle, on dispose de deux autres lois de
conservation,

Q(u) =

∫

T

|u|2 dθ
2π

= ‖u‖2L2 , et M(u) =

∫

T

−i∂θuu
dθ

2π
= ‖u‖2

Ḣ1/2 .

En particulier, la norme de Sobolev H1/2(T) donnée par

‖u‖2H1/2 = Q(u) +M(u)

est conservée. La définition du flot pour l’équation (S) s’en déduit (voir [2]).

Théorème 3. — Soit u0 ∈ H1/2
+ (T),il existe une unique solution faible u ∈ C(R, H1/2

+ (T)) de (S)
qui satisfait u(0) = u0. De plus, si u0 ∈ Hs

+(T) pour un certain s > 1
2
, alors u ∈ C(R, Hs

+(T)).
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Nous allons voir que l’équation de Szegö cubique se distingue par l’existence d’une double paire de
Lax liée aux opérateurs de Hankel. Pour cela, introduisons les opérateurs de Toeplitz Tv donné par

Tv(f) = Π(vf), v ∈ L∞(T).

On remarque alors que l’opérateur de Hankel décalé considéré précédemment s’identifie àKu = HuTz,
l’opérateur de Toeplitz de symbole z 7→ z correspondant à l’opérateur de décalage sur les coefficients
de Fourier.

On a alors le résultat suivant ([2] Théorème 8.1. et [3] corollaire 8).

Théorème 4. — L’équation de Szegö cubique (S) implique
d

dt
Hu = [Bu, Hu] ou encore

d

dt
Ku =

[Cu, Ku]. Ici, les opérateurs Bu = i
2
H2
u − iT|u|2 , et Cu = i

2
K2
u − iT|u|2 sont des opérateurs linéaires

anti-adjoints.
En particulier, Hu(t) et Ku(t) sont isospectraux à Hu0 et à Ku0 respectivement.

On dit que (Hu, Bu) et (Ku, Cu) sont des paires de Lax pour l’équation (S). On connaît peu
d’équations admettant une paire de Lax. Deux exemples provenant de la physique sont bien connus :
l’équation Korteweg-de Vries (Lax, 1968 [7]), et l’équation de Schrödinger non linéaire cubique 1D
(Zakharov-Shabat,1972 [13]). Le point clé pour l’établissement de la première paire de Lax – celle
avec Hu –repose sur l’établissement de la formule suivante :

H|u|2u = T|u|2Hu +HuT|u|2 −H3
u.

La seconde paire de Lax découle de la première en utilisant que Ku = HuTz. L’existence de paires
de Lax se traduit sur les solutions par la propriété que les opérateurs Hu et Ku sont isospectraux à

Hu0 et à Ku0 respectivement. En effet, considérons l’équation
d

dt
U = Bu U , U(0) = I , bien défini

pour u ∈ Hs(T), s > 1/2. Alors, l’anti-symétrie de l’opérateur Bu entraîne que U(t) est un opérateur
unitaire et la paire de Lax assure que

U(t)∗Hu(t)U(t) = Hu0 .

On peut faire le raisonnement analogue avec l’autre paire de Lax et conclure que les spectres de Hu et
de Ku sont invariants par le flot de Szegö cubique. En particulier, l’équation de Szegö cubique admet
une infinité de lois de conservation. On retrouve par exemple que la norme H1/2(T) est conservée en
constatant que Tr(H2

u) = M(u) +Q(u).
Comme corollaire immédiat, les ensembles V(2N) = {u, rang(Hu) = N, rang(Ku) = N} et
V(2N − 1) = {u, rang(Hu) = N, rang(Ku) = N − 1} sont invariants par le flot. Par ailleurs, par le
théorème de Kronecker, ces ensembles sont des sous-variétés complexes de dimensions complexes 2N
et 2N − 1 respectivement. Nous allons montrer que l’équation de Szegö cubique est complètement
intégrable en construisant des coordonnées action-angle sur ces variétés. Cette construction est faite
dans [3].

2.2. Coordonnées action-angle. — On suppose u ∈ V(2N) pour simplifier (le cas V(2N − 1)
se traite de manière analogue). Nous avons déjà souligné le fait qu’une propriété fondamentale des
opérateurs de Hankel était son action sur le décalage que l’on peut traduire par HuTz = T ∗zHu. Cela
entraîne en particulier que

K2
u = H2

u − (·|u)u.

Remarquons aussi que si (ρj)1≤j≤N désigne les valeurs singulières de Hu numérotées en ordre décrois-
sant, les (ρ2j)1≤j≤N sont les valeurs propres non nulles de H2

u. De même, si (σj)1≤j≤N désigne la suite
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des valeurs singulières de Ku numérotées par ordre décroissant, les (σ2
j )1≤j≤N sont les valeurs propres

non nulles de K2
u. Il découle de la formule précédente et de la formule du min-max que

ρ1(u) ≥ σ1(u) ≥ ρ2(u) ≥ · · · ≥ ρN(u) ≥ σN(u) > 0.

On considère l’ouvert dense de V(2N) donné par

V(2N)gen := V(2N) ∩ {ρ1 > σ1 > ρ2 > · · · > ρN > σN}.
C’est sur ce domaine que l’on construit les coordonnées action-angle. Nous venons de définir 2N
actions, – la suite (ρj)1≤j≤N et la suite (σj)1≤j≤N – V(2N) étant une variété complexe de dimension
2N , il reste à définir 2N angles. Par antilinéarité de Hu et de Ku, on peut montrer qu’il existe des
vecteurs singuliers définis au signe près. Plus précisément, il existe une famille orthonormale (ej)1≤j≤N
de Im(Hu) et une famille orthonormale (fj)1≤j≤N de Im(Ku) , toutes deux définies au signe près,
telles que :

Hu(ej) = ρj(u)ej, 1 ≤ j ≤ N ; Ku(fj) = σj(u)fj, 1 ≤ j ≤ N.

De plus, sur V(2N)gen, l’image de Ku coïncide avec l’image de Hu. Enfin, pour tout 1 ≤ j ≤ N ,
(1|ej) 6= 0 car sinon, on aurait (u|ej) = 0 et, vu l’expression de K2

u, ρ2j serait une valeur propre non
nulle de K2

u ce qui est exclus par hypothèse. De même, on a que, pour tout 1 ≤ j ≤ N , (u|fj) 6= 0 .
Ces remarques permettent de définir les quantités suivantes :

ϕj(u) := arg(1|ej)2, θj(u) := arg(u|fj)2, 1 ≤ j ≤ N.

Nous sommes à présent en mesure d’énoncer le théorème principal de cet exposé (voir [3]).

Théorème 5. — L’application χN : u 7→ (ζ2j−1 = ρje
−iϕj , ζ2j = σje

−iθj)1≤j≤N est un dif-
féormorphisme symplectique de (V(2N)gen, ω) sur le sous ensemble de (CN × CN , ω′) donné par
{(ζj)1≤j≤2N ; |ζ1| > |ζ2| > · · · > |ζ2N−1| > |ζ2N | > 0}, où la forme symplectique ω′ est la forme
symplectique naturelle de CN × CN donnée par

ω′ =
1

2i

2N∑

j=1

dζj ∧ dζj

ou encore

ω′ =
N∑

j=1

ρjdρj ∧ dϕj + σjdσj ∧ dθj.

De plus, on a une formule explicite des coefficients de Fourier de u en fonction de χN(u). Notons

ν2k :=

(
1− σ2

k

ρ2k

)∏

j 6=k

ρ2k − σ2
j

ρ2k − ρ2j

κ2m := (ρ2m − σ2
m)
∏

j 6=m

σ2
m − ρ2j
σ2
m − σ2

j

δkm := ρ2k − σ2
m.

alors, si u =
∑
cnz

n, on a

cn =
∑

k0,k1,...,kn
m1,...,mn

(ζ2k0−1ν
2
k0

) . . . (ζ2kn−1ν
2
kn

)(ζ2m1κ
2
m1

) . . . (ζ2mnκ
2
mn

)

δk0m1δk1m1δk1m2δk2m2 . . . δkn−1mn−1δkn−1mnδknmn

.

Le lien avec l’équation de Szegö cubique est le suivant :

Patrick Gérard et Sandrine Grellier

XV–6



Théorème 6. — L’équation de Szegö cubique avec donnée initiale dans V(2N)gen

i∂tu = Π(|u|2u), u(0, ·) = u0, u0 ∈ V(2N)gen.

est équivalente au système d’équations différentielles simples

iζ̇2j−1 = ρ2jζ2j−1, iζ̇2j = −σ2
j ζ2j, 1 ≤ j ≤ N.

La démonstration de ce théorème consiste à calculer l’expression du champ hamiltonien associé à la
fonction E(u) = 1

4

∫
T |u|4 dθ2π exprimé dans le nouveau système de coordonnées. On montre facilement

que E(u) =
∑
ρ4j(u)− σ4

j (u), le résultat précédent en découle.
On remarque que, dans [2], on a établi que, pour u ∈ V(2N), si on écrit

u(z) =
N∑

j=1

αj
1− pjz

alors l’équation de Szegö cubique s’écrit comme un système d’équations différentielles ordinaires




iα̇j =
∑

k

α2
jαk

(1− pjpk)2
+ 2

∑

k

∑

`6=j

αjαkα`pj
(pj − p`)(1− pjpk)

iṗj =
∑

k

αjαk
1− pjpk

pj.

Le théorème précédent permet d’obtenir la résolution explicite de cette classe de systèmes différentiels.

2.3. Extension à la dimension infinie. — On se propose à présent d’étendre le théorème 5 aux
fonctions u correspondant aux opérateurs de Hankel Hu et Ku compacts.

On renvoie à [4] pour les détails.
Soit u ∈ VMO(T), de sorte que Hu et Ku sont des opérateurs compacts. On considère la suite

(ρ2j(u))j≥1 des valeurs propres non nulles de H2
u, et la suite (σ2

m(u))m≥1 des valeurs propres non nulles
de K2

u. On rappelle que VMOgen désigne le sous-ensemble des fonctions u de VMO(T) telles que
ρ1 > σ1 > ρ2 > · · · >→ 0. Comme précédemment et pour les mêmes raisons, on peut définir, pour
une suite (ej) de vecteurs singuliers de Hu et pour une suite (fj)j≥1 de vecteurs singuliers de Ku, les
angles ϕj(u) := arg(1|ej)2, θj(u) := arg(u|fj)2, j ≥ 1.

On note R l’image de Hu et

Ξ := {(ζj)j≥1, ; |ζ1| > |ζ2| > |ζ3| > · · · → 0}

Théorème 7. — L’application

χ := u 7→ (ζ2j−1(u) = ρje
−iϕj , ζ2j(u) = σje

−iθj)j≥1

est un homéomorphisme de VMOgen sur Ξ. De plus, kerHu est réduit à zéro si et seulement si
1 ∈ R \R ou encore, de manière équivalente, si et seulement si

∞∑

j=1

(
1− σ2

j

ρ2j

)
=∞, sup

N

1

ρ2N+1

N∏

j=1

σ2
j

ρ2j
=∞.
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De plus, on a une formule explicite de l’application inverse analogue à celle énoncée en dimension
finie.

En fait, l’application χ n’est pas différentiable au sens usuel mais elle est faiblement différentiable
au sens suivant. Si on considère l’application XN à valeurs dans l’ensemble {(ζj)1≤j≤2N , |ζ1| > ζ2| >
· · · > |ζ2N | > 0} alors XN s’étend à un ouvert de VMO(T) en une application différentiable et telle
que l’image de la forme symplectique ω soit donnée par

(XN)∗ω =
1

2i

2N∑

j=1

dζj ∧ dζj.

Ce théorème a pour conséquence le théorème 2. En effet, soient (λj) et (µj) deux suites de nombres
réels ordonnées comme dans l’énoncé du théorème. On recherche une suite c à valeurs réelles telle
que Γc et Γc̃ admettent ces deux suites comme valeurs propres non nulles. La suite c étant à valeurs
réelles, il est clair que les opérateurs Huc et Kuc s’identifient côté Fourier respectivement à Γc et Γc̃.
On s’intéresse donc aux fonctions u = uc à coefficients de Fourier réels tels que |ζ2j−1(u)| = |λj| et
|ζ2j(u)| = |µj|. Le caractère réel des coefficients de Fourier impose que les angles ϕj(u) et θj(u) valent
soit 0 soit π. Pour un tel u, les valeurs propres non nulles de Hu et de Ku ont pour valeurs absolues
respectivement les |λj| et les |µj|. Le signe de chaque valeur propre fixe le choix de chaque angle à 0
ou à π et entraîne l’unicité du symbole u = uc et ainsi l’unicité de c.

Le théorème 7 permet en outre de résoudre l’équation de Szegö cubique pour des données de Cauchy
dans VMOgen. Dans un travail en cours en collaboration avec H. Koch, nous étendons la résolution
à des données de Cauchy BMO(T) par un argument utilisant la continuité L2 des commutateurs de
Π avec un multiplicateur dans BMO(T).

3. Eléments de démonstration

Nous allons maintenant donner quelques éléments de démonstration des théorèmes 5 et 7. Les
démonstrations détaillées se trouvent dans [3] et [4]. Un élément clé est l’utilisation de la fonctionnelle

J(x) = ((I − xH2
u)−1(1)|1) = 1 +

∞∑

n=1

xnJ2n(u), J2n(u) = (H2n
u (1)|1)

qui établit un lien entre les valeurs singulières de Hu et les valeurs singulières de Ku. On a le lemme
suivant.

Lemme 1. —

J(x) =
∞∏

j=1

1− xσ2
j (u)

1− xρ2j(u)
= 1 + x

∞∑

j=1

ρ2j(u)ν2j
1− xρ2j(u)

, x /∈
{

1

ρ2j(u)

}

j≥1
.

Ici νj := |(1|ej)|.

En particulier, ν2j =

(
1− σ2

j

ρ2j

)∏

k 6=j

(
ρ2j − σ2

k

ρ2j − ρ2k

)

Ce lemme découle de calculs élémentaires sur la trace de (I − xH2
u)−1 − (I − xK2

u)−1.

Le second point important dans la construction des coordonnées action-angles est d’exploiter l’ac-
tion des opérateurs de Hankel sur le décalage.
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Pour u ∈ V(2N)gen, on introduit l’opérateur de décalage compressé S = PuTz où Pu désigne le
projecteur orthogonal sur Im(Hu) = Ker(Hu)

⊥. Avec ces notations, on a Ku = HuS.
Les opérateurs de Hankel sont tels que kerHu est stable par Tz, en particulier on a S = PuTzPu.

Ces propriétés nous permettent de retrouver l’expression de u connaissant l’action de S sur Im(Hu).
En effet, on écrit

u(z) =
∞∑

n=0

(u|zn)zn =
∞∑

n=0

(u|T nz (1))zn

=
∞∑

n=0

(u|PuT nz (1))zn =
∞∑

n=0

(u|SnPu(1))zn.

Pour résumer, on a montré que u(z) = (u|(I−zS)−1Pu(1)) au moins lorsque |z| < 1. Cette formule
nous permet d’établir une formule explicite de u en fonction de χ(u). Pour cela, il suffit de connaître
l’action de l’opérateur S sur une base de Im(Hu). Une première étape est de faire l’analyse spectrale
de S.

Lemme 2. — Notons pour 1 ≤ m ≤ N , gm = (H2
u − σ2

mI)−1(u). Alors la famille (gm)1≤m≤N forme
une famille orthogonale de Im(Hu) et satisfait

S(gm) = σme
iθmhm où hm = (H2

u − σ2
mI)−1(1), 1 ≤ m ≤ N.

Ce lemme permet, en écrivant tous les éléments dans la base (ej)1≤j≤N de Im(Hu), d’obtenir pour
(ζj)1≤j≤2N , la formule donnée dans le théorème 5. En particulier, cela établit que χN est injectif.

Afin de démontrer la surjectivité, on démontre que χN est une application propre et ouverte, à
valeurs dans un ensemble connexe, ce qui entraîne la surjectivité. Pour établir que l’application est
propre, on utilise un résultat de compacité. On l’énonce ici dans le cadre VMO(T) car on l’utilise
à nouveau pour étendre le théorème 5 au théorème 7. La démonstration détaillée de ce résultat se
trouve dans [4].

Lemme 3. — Soit (up) une suite de VMO(T) qui converge faiblement vers u. On suppose que

sup
j≥1
|ρj(up)− ρj| → 0; sup

m≥1
|σm(up)− σm| → 0

et que les ρj et les σm non nuls sont tous distincts. Alors, pour tout j,m, on a

ρj = ρj(u) et σm = σm(u)

et la convergence est forte.

Le point clé de la démonstration de ce lemme est l’utilisation de la fonctionnelle J(x) qui permet
d’identifier les valeurs singulières de Hu et de Ku. Ce lemme est faux si on autorise de la multiplicité.

Le fait que χN est ouverte découle du théorème des fonctions implicites. Comme χN est différen-
tiable et à valeurs dans un espace de dimension finie, il suffit de démontrer que sa différentielle est
de rang maximal, ou encore que les différentielles partielles dζj(u) sont libres. On démontre pour
cela des identités sur les crochets de Poisson entre les variables actions et angles. Rappelons quelques
notations.

Pour une application différentiable F définie sur une variétéM, rappelons que le champ hamilto-
nien XF est le champ de vecteurs défini par

∀m ∈M, ∀h ∈ TmM, dF (m).h = ω(h,XF (m)) ,
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et que le crochet de Poisson des fonctions F et G est la fonction

{F,G} = dG.XF = ω(XF , XG) .

L’expression donnée dans le théorème 5 de l’image de la forme symplectique par χN

ω′ =
∑

j

ρjdρj ∧ dϕj + σjdσj ∧ dθj

impose en particulier les identités suivantes :

Proposition 1

{ρj, ρk} = {ρj, σk} = {σj, σk} = 0

{ρj, ϕk} = ρ−1j δjk, {σj, ϕk} = 0, {ρj, θk} = 0, {σj, θk} = σ−1j δjk.

Ces propriétés entraînent que les différentielles partielles dζj(u) sont libres et que χN établit donc
un difféomorphisme local.

La démonstration des identités ci-dessus utilise la hiérarchie de Szegö établie dans [3], que nous
rappelons sous forme résumée.

Théorème 8 ((P. Gérard- S.G. 2010)). — Le champ hamiltonien XJ(x) de la fonctionnelle J(x)
est donné par

XJ(x)(u) =
x

2i
w(x)Huw(x), w(x) = (I − xH2

u)−1(1) .

L’équation ∂tu = XJ(x)(u) implique que

∂tHu = [Bx
u, Hu] , ainsi que ∂tKu = [Cx

u , Ku]

où Bx
u et Cx

u sont deux opérateurs anti-adjoints.

De même que pour l’équation de Szegö cubique grâce à sa paire de Lax, ce théorème entraîne en
particulier que les valeurs singulières de Hu et de Ku sont invariantes par le flot de XJ(x), ce qui
s’écrit

{J(x), ρj} = {J(x), σm} = 0

pour tout j, 1 ≤ j ≤ N et tout m, 1 ≤ m ≤ N . En étudiant l’évolution des vecteurs ej et fm sous ce
flot, on montre aussi que

{J(x), ϕj} =
1

2

xJ(x)

1− ρ2jx
, {J(x), θm} = −1

2

xJ(x)

1− σ2
mx

.

En utilisant l’identité

J(x) =
N∏

j=1

1− σ2
jx

1− ρ2jx
,

la proposition résulte de l’identification des parties polaires dans la variable x. On réfère à [3] pour
les détails.

Enfin, disons un mot de la caractérisation de kerHu = {0}. Montrons que kerHu = {0} si et
seulement si 1 ∈ R \R.

Comme kerHu = {0} est équivalent à R = L2
+, kerHu = {0} entraîne 1 ∈ R. Si 1 ∈ R, alors il

existe w ∈ R tel que 1 = Hu(w) et on a alors Hu(zw) = T ∗zHu(w) = T ∗z (1) = 0 et kerHu est non nul.
Réciproquement, si kerHu 6= {0} et 1 ∈ R, montrons que 1 ∈ R. D’après le théorème de Beurling

(voir par exemple [11]), kerHu = ϕL2
+ et comme 1 ∈ R, ϕ est orthogonal à 1 donc ϕ = zw avec
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w /∈ kerHu (sinon w serait divisible par ϕ). On en déduit que Hu(w) est une constante non nulle et
donc 1 ∈ R. Il reste à remarquer que 1 ∈ R \R est équivalent aux conditions

∑

j

ν2j = 1 et
∑

j

ν2j
ρ2j

=∞

ce qui compte tenu des formules du lemme 1 donnant J(x) fournit les conditions annoncées sur les
suites (σj) et (ρj).
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