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CONTROLABILITE DE QUELQUES EQUATIONS CINETIQUES
COLLISIONNELLES ET NON COLLISIONNELLES :
FOKKER-PLANCK ET VLASOV-NAVIER-STOKES

IVAN MOYANO

RESUME. Dans cet exposé nous présentons quelques résultats de contrdle
pour les équations cinétiques. En particulier, nous nous concentrons sur
deux modeles importants provenant de la littérature physique : ’équation
de Fokker-Planck et le systeme de Vlasov-Navier-Stokes. Nous présentons les
résultats obtenus dans le premier cas, de nature hypoellitique, dans [41], grace
a Dutilisation d’une inégalité spectrale pour le laplacien dans tout l’espace.
Dans le cas non-collisionnel, nous présentons les résultats obtenus dans [50, 51]
grace a 'utilisation de la méthode du retour.

1. INTRODUCTION GENERALE

Le but de cet exposé est de présenter les résultats obtenus par ’auteur, en col-
laboration avec Jérome Le Rousseau, dans le contexte de la contrélabilité des
équations cinétiques. L’exposition de ces résultats s’inspire dans l’essentiel des
contenus de [52] et des articles [41, 50, 51].

Nous présentons dans §2 les modeles traités et leur contexte dans la théorie
cinétique. Les problemes de controlabilité associés sont évoqués dans §3. Ensuite,
nous divisons l'exposition en deux parties différenciées : le cas collisionnel et non-
collisionnel. Afin de traiter dans §4 le cas collisionnel hypoelliptique de [41], nous
introduisons les résultats précédents dans §4.1, ainsi que le probleme de 1’obser-
vabilité dans des ouverts non bornés, dans §4.2. Enfin, les résultats de [41] sont
énoncés dans §4.3. D’une autre part, nous présentons dans §5 les résultats obtenus
dans le contexte des systemes fluide-cinétiques, de nature non-collisionnelle et non
linéaire. Pour cela, nous détaillons dans §5.1 les résultats obtenus dans le cadre du
systeme de Vlasov-Poisson, ce qui permet de comprendre la stratégie développée
dans [50, 51|, et détaillée dans §5.2 et §5.3, qui repose sur la méthode du retour.

2. PRESENTATION DES MODELES

L’objet de la théorie cinétique consiste a décrire des gaz, plasmas ou d’autres
systemes composés d’'un grand nombre de particules, en étudiant la fonction de
distribution de Pensemble des particules dans l’espace des phases, f = f(t,z,v).
De manieére générale, on peut interpréter la quantité

//f(t,x,v)dxdv, QCRY V CRY,
QJv

comme la probabilité de trouver des particules placées dans la région 2 et ayant
une vitesse comprise dans V' a linstant .
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Les principaux modeles d’intérét prennent en compte l'action de plusieurs
mécanismes d’interaction entre les particules et sur I’ensemble des particules. En
particulier, deux phénomenes sont d’une grande importance :

(1) les collisions entre particules ou avec le milieu,
(2) T'action d’une force macroscopique sur les particules.

Partant de la description microscopique de la dynamique des particules, la théorie
cinétique cherche a décrire le comportement de I’ensemble des particules de maniere
statistique. Ce passage de la dynamique microscopique a l'étude statistique de
la fonction de distribution dans ’espace des phases, ce que 'on appelle échelle
mésoscopique, dont on verra des exemples plus loin, est I'une des bases de la
théorie cinétique. En outre, 1’échelle mésoscopique permet d’obtenir, sous certains
régimes, une limite macroscopique, en variables d’espace et de temps, typiquement
un systéme provenant de la mécanique des fluides. On renvoie & [48] pour une
exposition détaillée de la théorie cinétique.

Les résultats de cet exposé se concentrent uniquement au niveau mésoscopique,
ou la dynamique de la fonction de distribution est fréquemment décrite par une
équation de Vlasov (voir [27, Chapter 1])

(1) 8tf+'v'vzf+F(tvx)'vvf:Cg(f)a

ou F'(t, x) représente 'action de la force macroscopique sur les particules, alors que
% (f) représente les collisions entre particules ou avec le milieu. Bien évidemment,
différents F' et ¥ donnent lieu & des dynamiques tres différentes. L’objectif de cet
exposé est d’analyser les propriétés de controlabilité de (1) avec différents choix
de F et €, issus de la littérature physique.

2.1. L’équation de Fokker-Planck cinétique. Il s’agit d’'un modele linéaire te-
nant compte des collisions des particules décrites par f avec un milieu (par exemple,
d’autres particules non décrites par f) dans un certain régime particulier et sous
Paction d’un potentiel externe, V(z). Cette équation, qui admet la forme suivante

@ {8tf+v-wa—VwV(x)-va—Avf—divv(vf):0, (0,T) x Q x R,
fli=0 = fo(z,v), Q x R4,

pour un certain domaine spatial, typiquement le tore T¢ ou R, peut se dériver
& partir des équations de Langevin (voir [13]), qui font apparaitre Uopérateur de
Fokker-Planck en vitesse, Lrp = A, + div,(v-), comme résultat des collisions des
particules avec le milieu au niveau microscopique.

L’équation de Fokker-Planck cinétique présente, au premier abord, une
compétition entre le terme de transport v - V., et le terme de collisions Lpp,
ce qui a priori devrait engendrer de la diffusion uniquement en vitesse.

Malgré la séparation apparente entre espace et vitesse, un certain effet
régularisant se produit aussi en z et non seulement en vitesse. Ceci a été mis
en évidence par A.N. Kolmogorov dans [38] dans le cas d’une certaine classe
d’équations. L’exemple le plus simple des équations étudiées par Kolmogorov est

3) Of +0-Vof —A,f =0, (0,T) x QxR
qui porte désormais son nom, et qui peut étre vue comme un cas particulier de (2).
Nous allons traiter en détail I’équation de Kolmogorov en §4, suivant le travail [41].

Le mécanisme permettant ce transfert de régularité, basé sur le mélange de phase,
est 'hypoellipticité, étudiée de maniere systématique par L. Hérmander dans [35].
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Dans le cas des équations cinétiques ’hypoellipticité a été étudiée dans plusieurs
situations, dont on pourra citer [33, 8, 28], parmi d’autres exemples.

Vu que la structure de (2) fournit un certain effet régularisant par rapport aux
deux variables, on pourrait alors s’interroger sur ses propriétés de dissipation par
rapport a x et v. Cette question a été traitée systématiquement par C. Villani
dans [55], donnant lieu & la notion d’hypocoercivité, qui permet de récupérer une
dissipation en les deux variables x et v alors qu’a priori, on pouvait s’attendre a
une dissipation partielle uniquement en vitesse (cf. [16, 33, 34, 55, 49, 18], parmi
d’autres références).

2.2. Quelques modéles de couplage fluide-cinétique. Dans cet exposé, nous
considérons deux modeles de ce type. Dans un premier temps, on considere l'inter-
action d’un nuage de particules immergées dans un fluide incompressible, dont la
dynamique est décrite par les équations de Stokes stationnaires. Ceci conduit au
systeme de Vlasov-Stokes

Ouf +v-Vof + Ndivy [(u—v)f] =0, (0,T)x QxR
(4) —Azu+ Vap = jy, (0,7) x 9,
divy u(t,z) =0, (0,T) x Q,

oll A > 0 est un coefficient de friction, Q est T¢ ou R?, pour d = 2, 3, et

Jr(t ) == /Rd vf(t,z,v)dv.

Dans un deuxieme temps, on tient compte des effets de la convection et de
I’évolution du champ de forces, ce qui conduit au systéme de Vlasov-Navier-Stokes,

Of+v-Vuf+divy [(u—v)f] =0, (0,T) x Q x RY,
(5) Ou+u-Vu—Azu+Vep=jr—pru, (0,T)xQ,
divy u(t,z) =0, (0,T) x Q,

avec
pr(t, ) ::/ f(t,x,v) dv.
R4

Ces deux modeles peuvent étre obtenus comme limite (formelle) de champ moyen
a partir de la dynamique de spheres dures immergées dans un fluide, comme dans
les travaux [36, 17] (pour plus de détails, voir par exemple [52, Sect. 11.1.2]).

Décrivons quelques propriétés qualitatives de (4). Dans le cas Q = R3, P.E. Jabin
a démontré dans [37] I'existence et I'unicité des solutions faibles. Cette approche re-
pose sur la méthode de propagation des moments, basée sur 'utilisation des lemmes
de moyenne [21]. Un aspect important de la dynamique de (4) mis en évidence
dans [37] est effet de friction, via le terme de couplage div,[(u — v) f]. Ceci a pour
conséquence qu’en temps long, la fonction de distribution a tendance a se concentrer
autour d’'un profil de vitesse nulle, de la forme peq(x) ® d,=0, avec une configuration
macroscopique pe, indéterminée. Le point clé pour I'obtention de cette limite en
temps long est la dissipation de 'énergie cinétique Eein(t) := [[ |v]?f dz dv.

Ce comportement en temps long motive en quelque sorte le besoin d’un résultat
de controlabilité, dans la mesure ou le seul moyen d’éviter la concentration des
particules autour d’un état gelé en vitesse est d’agir sur le systeme.

Précisons qu’un autre systeme du type Vlasov-Stokes a été traité par K. Ham-
dache dans [32], tenant compte de I’évolution temporaire du fluide et d’une force
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d’interaction du type j — pu. Malgré l'intérét de ce systeme, nous considérerons
ensuite un systeme plus sophistiqué, qui englobe celui-ci dans un certain sens.

Concernant (5) du point de vue de Dexistence de solutions, ce systéme a été
considéré par L. Boudin, L. Desvillettes, C. Grandmont et A. Moussa dans [9],
lorsque €2 = T3. Dans ce contexte, il est possible d’obtenir 1’existence de solutions
faibles. En revanche, les questions d’unicité et régularité sont limitées par les diffi-
cultés profondes associées au systeme de Navier-Stokes en dimension 3.

La question du passage du niveau mésoscopique au macroscopique pour (5) a
été traitée par T. Goudon, P. E. Jabin et A. Vasseur dans [30] et [31] ol des limites
hydrodynamiques pour ce systéme sont obtenues, sous 'effet des collisions, dans
certains régimes.

3. CADRE GENERAL DE LA CONTROLABILITE DES EQUATIONS CINETIQUES

Avant de décrire en détail les résultats obtenus pour les systemes (3), (4) et (5),
nous allons faire quelques commentaires généraux sur le type de questions que 1’on
se pose et auxquelles on essaye de répondre.

Dans cet exposé, nous nous limitons a considérer des cas ou la variable d’es-
pace se trouve dans le tore T¢ ou dans R?, avec d > 1, ce qui exclut I'influence
des bords. Notre but consiste a modifier I’évolution d’une fonction de distribu-
tion associée & (1), en agissant sur Uensemble des particules. Plus précisément,
on peut considérer idéalement un dispositif théorique permettant 1’absorption ou
I’émission de particules depuis une partie de l'espace, un ouvert w, de T?¢ ou R<.
Ceci représente un terme source supplémentaire dans 1’équation de Vlasov (1),

6tf+v'vwf+F(tax)'vvf :%(f) +me><RdG7

ou G est la fonction d’absorption-émission, autrement dit, le contréle. On veut
trouver un G adéquat, dans des espaces adéquats, de manieére a modifier I’évolution
de ce systeme depuis ’état initial f vers une configuration finale f; fixée par avance.
En outre, on pourra considérer aussi des controles localisés en vitesse, c’est-a-dire,
une région de controle de la forme w, X w,.

Dans cet exposé, nous allons présenter des résultats de controlabilité dans cer-
taines situations évoquées précédemment :

(1) dans un cas hypoelliptique, pour I’équation de Kolmogorov (Théoréme 4.3),

(2) dans un cas non-collisionnel, en présence de forces extérieures, pour les
systeémes de Vlasov-Stokes et de Vlasov-Navier-Stokes (Théorémes 5.2 et
5.6).
Signalons que, dans certains cas, on pourra modifier aussi la dynamique du champ
de forces, ainsi que de la fonction de distribution. Ce sera le cas dans §5.3.

4. CAS HYPOELLIPTIQUE : CONTROLABILITE DE L’EQUATION DE KOLMOGOROV

On considere I’équation de Kolmogorov dans I’espace de phases R? x R¢,

atf +uv- vT.f - Avf = Xwl, (OaT) X dea
f|t:0 = fO € L2(R2d)a
ol w C R?? est un ouvert et u est le controle agissant sur le systéme. Le but du

travail [41] est de montrer la contrdlabilité & zéro pour ce systeme dans L?(R2)
avec des controles dans L?((0,T) x w).

(6)
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Gréce a la méthode HUM (cf. [15, 44] et [52, Sect. 1.2.1]), la controélabilité dudit
systeme est équivalente a ’observabilité du systeme adjoint

(7) { atg —v- Vzg - A’Ug = 07 (O7T) x RQda
glt=0 = go(z,v), RZda

c’est-a-dire, & I'existence d’une constante Cyps > 0 telle que pour tout go € L?(R2)
la solution de satisfasse

(7)
T
(8) / / |g(T,x,v)|2dxdv§CEbS/ / lg(t, z,v)|? dt dz dv.
Rd JRd 0 w

Cette approche, quoique classique, présente deux difficultés dans notre contexte :

(1) Lopérateur de Kolmogorov K := 0; + v -V, — A, est dégénéré du type hy-
poelliptique, contrairement a I’opérateur de la chaleur, qui est uniformément
parabolique, ce qui empéche I'utilisation des méthodes classiques.

(2) Dans l'espace de phases R? x R?, la région de controlabilité w doit étre suffi-
samment grande pour garantir (8), ce qui est un probléme peu compris dans
la littérature, méme dans le cas uniformément parabolique.

La difficulté (1) est d’ordre structurelle et concerne la nature de 1’évolution de la
dynamique associée a IC, ou un phénomene de transport entre en compétition avec
une diffusion en vitesse.

La difficulté (2) est de caractére géométrique. Comme on le verra dans la sec-
tion §4.2, il existe des obstructions a l’observabilité de I’équation de la chaleur sur
une région trop localisée. On devra surmonter cette difficulté en introduisant une
condition géométrique adéquate.

4.1. Travaux précédents sur Kolmogorov. La littérature contient deux tra-
vaux sur la controlabilité de 1’équation de Kolmogorov : [2, 3], en domaine borné
et non borné.

Dans [2], K. Beauchard et E. Zuazua considérent le systéme (6) avec d = 1.
A cause de la difficulté (2) énoncée dans la section précédente, la région d’obser-
vabilité est choisie de la forme w = w, X w,, avec w; = R et w, = R\ [a, b], pour
a < b. Cette configuration permet aux auteurs de montrer la controlabilité a zéro
de (6) dans ce cas.

Afin de pallier la difficulté (1), relative a la structure de 'opérateur de Kolmogo-
rov, les auteurs introduisent 1'idée de découpler la variable d’espace de la variable
de vitesse grace a la transformée de Fourier partielle. En effet, si 'on note %, la
transformée de Fourier partielle par rapport a x, et ¢ la variable de Fourier associée,
(7) entraine

{ 8t‘?$(g)_i£'v§w(g)_Avyx(g)207 (O’T) XRdv
F(9)]t=0 = F(90), R¢,

ce qui peut s’interpréter comme une famille d’équations de la chaleur avec un poten-
tiel, indexées par la variable €. La stratégie des auteurs dans [2], avec d = 1, consiste
donc & montrer observabilité de ces systémes sur 'ouvert R\ [a, b], pour chaque &,
a l’aide d’une inégalité de Carleman appropriée pour 'opérateur 9; —i§ - v — A, (cf.
[52, Sect. I1.3.2] pour ce type d’inégalités). Afin de pouvoir obtenir une inégalité
d’observabilité en variables (x,v), un controle précis de la dépendance par rapport
a & est nécessaire. Un ingrédient essentiel dans ce point est le suivant.
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PROPOSITION 4.1. Soit fy € L*(R2%). Alors, la solution de (6) avec u = 0
satisfait

e (1) (t,6, ) L2y < e 2020 (£0) (€ ) L2 (rey-

Ce résultat, démontré dans [2] pour d = 1, et étendu & la dimension quelconque
dans [41, Prop. 2.2], donne une estimation quantitative du taux de décroissance en
fréquence de 1’évolution libre de (6).

Une premiere remarque sur ce résultat concerne la région d’observabilité, laquelle
n’est pas localisée en la variable z, mais uniquement en v, et cela sur presque tout
le domaine.

K. Beauchard a considéré a nouveau une équation de Kolmogorov dans [3], cette
fois dans un domaine borné avec des conditions aux bords adaptées ou elle démontre
la controlabilité a zéro du systéme correspondant lorsque w C T x (—1,1) est un
ouvert arbitraire. L’ingrédient principal utilisé pour réduire le support du controle w
est la stratégie de Lebeau-Robbiano (cf. [52, Sect. 11.3.2]).

Nous avons appliqué dans [41] cette stratégie dans tout l'espace de phases, de
maniére & améliorer la région d’observabilité par rapport a [2].

4.2. Conditions géométriques pour I’observabilité sur des domaines non
bornés. Considérons un ouvert  de R%, qui pourrait avoir un bord 9. Dans cette
section, on s’intéresse aux conditions sur w permettant de montrer des inégalités
d’observabilité du type (8). Lorsque Q est non borné, contrairement au cadre de
[42], il existe des régions d’observabilité pour lesquelles une inégalité d’observation
de ce type est fausse.

Citons quelques exemples. Dans [45], S. Micu et E. Zuazua ont montré qu’il
n’y a pas d’observabilité lorsque w est un compact de R*. Cette direction a été
développée par L. Escauriaza, G. Seregin et V. Sverdk dans [19], ot il est démontré
que I'observabilité ne peut pas étre vraie lorsque = R? et w = B(0, R), avec
R > 0. En revanche, il est possible de démontrer ’observabilité lorsque la région
d’observabilité est suffisamment grande, pour le choix = R? et w = R?\ K, avec
K c R? compact (cf. [11]).

Les résultats précédents exhibent des cas extrémes pour I’observabilité ou la non
observabilité. Ceci motive la recherche de régions d’observabilité adéquates sans
imposer que w soit le complémentaire d’un compact. Dans cette direction, Luc Miller
a montré dans [46] une condition nécessaire et quelques exemples d’observabilité
lorsque €2 présente un bord.

Il a été observé par P. Cannarsa, P. Martinez et J. Vancostenoble dans [12] que
la question de ’observabilité ne dépend pas uniquement de la géométrie de w, mais
aussi du cadre fonctionnel choisi.

Dans le cas sans bord, les travaux de Luc Miller dans [47] ont conduit & une
condition géométrique, basée sur les propriétés du noyau de la chaleur sur des
variétés, qui pourrait étre suffisante pour I'observabilité de la chaleur. En revanche,
on ne sait pas comment s’en servir pour montrer 1’observabilité.

La question a été traitée aussi par M. Gonzalez Burgos et L. de Teresa dans
[29], avec un changement de perspective par rapport au probléme : une région
d’observabilité est favorable dans la mesure ot elle permet de montrer des inégalités
de Carleman adéquates.
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Comme on le verra dans la section suivante, nous allons reprendre la condition
exhibée par L. Miller et 'exploiter afin de montrer des inégalités de Carleman, ce
qui nous permettra de montrer (8).

4.3. Résultats nouveaux sur ’équation de Kolmogorov. L’objectif de mon
travail avec Jérome Le Rousseau [41] est de montrer un résultat de contrdlabilité
a zéro pour l’équation de Kolmogorov dans tout l’espace de phases, c’est-a-dire,
pour le systéme (6), en dimension d > 1 quelconque et sous les hypotheses les plus
générales possibles sur la région de controle w C R2?. Dans ce but, la condition
géométrique suivante sera essentielle.

DEFINITION 4.2 (Def. 1.1, [41]). Un ouvert w C R? est un ensemble d’observa-
bilité dans tout l’espace si 35,7 > 0 tels que Vp € R, Iq € RY tels que Bga(q,7) C w
etlp—q| <95.!

THEOREME 4.3 (Thm 1.2, [41]). Soit w C R2? de la forme w = w, X w, avec
wy C RY et w, C R? satisfaisant o la Définition 4.2. Alors, pour tout T > 0 et
fo € L?(R?%), il existe un contréle u € L?((0,T) x R29) tel que la solution de (6)
vérifie flu—r = 0.

Comme mentionné dans §4, la structure de 'opérateur L = 9; + v -V, — A, ne
permet pas une approche directe via I’observabilité du systéeme adjoint, puisque les
estimations de Carleman globales pour K sont un probleme ouvert.

En revanche, nous allons suivre 1'idée de simplifier 'opérateur K en séparant
les variables x et v via la transformation de Fourier partielle en x. Notre stratégie
repose sur la méthode de Lebeau-Robbiano (cf. [52, Sect. 11.3.2]), comportant 1’ob-
servabilité des basses fréquences, et I’estimation du taux de décroissance des hautes
fréquences du systeme libre. La fréquence dans notre cas est celle donnée par la
variable de Fourier par rapport a x, que ’on note &.

Le deuxieme ingrédient a déja été mentionné dans la Proposition 4.1. Donnons
les éléments de 'observabilité des basses fréquences.

Observabilité des basses fréquences. Comme dans le cas classique (cf. [42] et [52,
Sect. 11.3.2]), I'observabilité des basses fréquences repose sur une inégalité spectrale
pour le laplacien. Nous aurons donc besoin de démontrer une telle inégalité spectrale
dans l'espace entier R?, ce que 'on pourra faire grace & la condition géométrique
de la définition 4.2.

THEOREME 4.4 (Thm 3.1, [41]). Soit w C R? un ensemble d’observabilité dans
tout lespace. Alors, 3C = C(w) > 0 tel que

9) £ ll2 ey < €“NFVf]l L2,

pour tout N > 0 et toute f € L*(R?) tels que supp(Z f) C B(0,N), ou B(0, N) est
la boule fermée de rayon N et centre 0 et F est la transformée de Fourier dans R®.

Nous allons dériver (9) d’une inégalité de Carleman elliptique globale, suivant
une approche introduite dans [6, 7]. Pour ce faire, nous devons construire un poids
adéquat.

1. On peut remarquer que, si § < 7, alors w = R%. Le cas intéressant est donc r < &.
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PROPOSITION 4.5 (Prop 3.2, [41]). Soit S > 0, Q = (0,5) x R%. Supposons
que w, C R? satisfait la condition de la Définition 4.2. Alors, il existe une fonction
Y € €3([0,T] x R%:RT) telle que

P € W([0, 8] x RY),
(10) IVsat(s,2)] 2 C, V(s,z) € Q,

dstls=0 > C, Vz € R\ wy,

as’@“s:f:}‘ < —-C< 0; w|s:S = 0,
pour une certaine constante C' > 0.

Précisons que les conditions sur ce poids sont une adaptation au cas du do-
maine ) des conditions (cf. [40, 20]) demandées sur le poids de Carleman dans la
méthode de Fursikov-Imanuvilov. Dans le cas non borné 1’obtention de la condi-
tion (10) repose sur des arguments treés techniques, di & la perte de compacité du
domaine, et qui exploitent la condition géométrique sur w,.

Une fois qu'un tel poids a été construit, nous sommes en mesure de démontrer
I'inégalité de Carleman elliptique globale mentionnée précédemment. Soit

P:: _As,w:_ai_va Q:(O7S)XRd.

PROPOSITION 4.6 (Inégalité de Carleman elliptique globale, Prop 3.3, [41]).
Soit w, C R un ensemble d’observabilité dans tout 'espace. Soient v donné par
la Proposition 4.5 et p(s,z) = exp ()\1/1(3, x)), pour A suffisamment grand. Alors, il
existe C' >0, 19 > 1, et \g > 1 tels que

(1) 7lle™ull 72y + TIeT Vs pull72 ) + T||€W|S:°8su|s:0||2L2(Rd)
+ T||€Wlszsasu|s:5||2L2(Rd) + 73||€W‘SZSU|S:SH%2(W)
< C(Jle™ Pullfa ) +7lle™ = Vol ssll3e gy +7lle” = sulsmo 3 )
pour tout T > 7y et u € €%([0,9); (R C)) tel que uls—o = 0.

Cette inégalité permet de démontrer (9) grace & un choix de u(s,z) adéquat,
inspiré de la construction classique. En effet, soit f € L?(R?%) avec supp(Zf) C
B(0,N). On définit

1 sinh(&s) i€ d
u(s.2) = o3 /B(o,m R E e s (s € (0.5) < R

ors, Pu =0 et uls—9 = 0, ce qui permet d’appliquer pour obtenir
Al P 0 | 0 i d’appli (11) bteni
T2l uloms 172 may S 1€791=5Vaulsmsl72gay + [l€77=0Osuls=0|72 (o, -
Puisque dsu|s—o = f et puisqu’il est possible de montrer que
1F172@ay S luls=slZ2gays  [Vouls=slZzay S luls=slZ2(ga),

un choix de 7 suffisamment grand et indépendant de N conduit & (9).
Traitons maintenant la localisation en variable v. L’utilisation de la transformée
de Fourier partielle en x fournit la famille d’opérateurs

Pe =0 — A, +i€-v, £cRL

La nouveauté par rapport a [2] repose encore une fois sur la condition géométrique
de la Définition 4.2, qui permet la construction de poids pour obtenir des inégalités
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de Carleman pour P: adéquates. Ainsi, une construction similaire & celle de la
Proposition 4.5 permet de démontrer une inégalité de Carleman parabolique globale
pour chaque opérateur Pr a & fixé. Ceci conduit a ’observabilité de chaque mode &
via la méthode de Fursikov-Imanuvilov (cf. [40, 20]).

PROPOSITION 4.7 (Prop. 4.1, [41]). Soit w, C R? un ouvert d’observabilité
dans tout lespace. Alors, il existe une constante C > 0 telle que la solution du
systéme

Orge —iv - €ge — Ayge =0, (0,T) x RY,
9¢|t=0 = J0.¢ R,
avec T >0, £ € RY, et go ¢ € L?(RY; C) satisfait

(12) lge rllzzey < VD e 0.1 ).

La combinaison de (9) et (12) conduit a I’observabilité des basses fréquences
(voir [41, Prop. 4.7]). Par dualité, ceci produit un contréle qui élimine les basses
fréquences avec un cott dépendant de la fréquence, de Pordre e“™.

PROPOSITION 4.8 (Prop. 4.6, [41]). Il existe Cops > 0 tel que pour tout T > 0,
N €N et fo € L2(R?%) il existe un contréle u € L*((0,T) x R??) tel que la solution
de (6) satisfait

supp(f(T.-,-)) € (R?\ Bga(0,N)) x R
avec

1
(13) [l 2oy xrzey < €0 CHFFN|| £l o gy

La combinaison de la controlabilité des basses fréquences donnée par la Pro-
position 4.8 et I'estimation du taux de décroissance des hautes fréquences donné
par la Proposition 4.1 permet de construire un controle pour (6), en alternant un
mode actif avec un mode passif dans I'esprit de la construction classique de Lebeau-
Robbiano (cf. [52, Sect. I11.3.2]). Ceci permet de démontrer le Théoreme 4.3.

4.4. Quelques perspectives. Dans la section §4.3 nous avons évoqué les éléments
de preuve d’un résultat de controlabilité a zéro pour I’équation de Kolmogorov dans
tout 'espace des phases, le Théoreme 4.3. Bien que celui-ci soit le résultat qui motive
la démarche de [41], le résultat le plus important que 'on a obtenu dans ce travail
est l'inégalité spectrale (9).

En effet, cette inégalité spectrale, completement nouvelle dans l’espace entier,
est un apport essentiel vers la compréhension de la controlabilité d’autres modeles
cinétiques collisionnels. Ceci a déja été confirmé par K. Beauchard et K. Pravda-
Starov, dans [5], ou l'inégalité spectrale (9) permet 1’étude d’une large famille
d’opérateurs hypoelliptiques, dont la classe d’Orstein-Uhlenbeck d’opérateurs de
la forme

P= %u« [QVZ] — (Bx,V,),

pour ) et B matrices d’ordre 2d, avec (Q semi-définie positive et satisfaisant une
condition de génération du type Kalman,

rang [\/§|B\/§|BQ\/§| o |82d71\/a} — 2d,

équivalente a I’hypoellipticité de 'opérateur P.
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5. CAS NON-COLLISIONNEL : CONTROLABILITE DES SYSTEMES FLUIDE-CINETIQUE

Dans cette section, nous détaillons quelques résultats pour les systéemes fluide-
cinétiques (4) et (5), du point de vue de la contrélabilité, obtenus par lauteur
dans [50, 51]. Dans les deux cas, on considére ’évolution de particules dans le tore
bidimensionnel 2, ce qui conduit & I’espace de phases T2 x R%. L’optique de ces deux
problémes de controlabilité rentre dans le cadre décrit en §3.

Signalons quelques caractéristiques importantes de (4) et (5), ce qui fournira
des indications pour la stratégie de nos preuves. Tout d’abord, on observe que la
dynamique des deux systemes est fortement influencée par le terme de couplage
div,[(u — v)f], ce qui éloigne I"équation de Vlasov de son comportement linéaire.
En plus, dans le cas du systeme de Vlasov-Navier-Stokes, I’équation du champ de
vitesses contient une non-linéarité caractéristique du systeme de Navier-Stokes, le
terme de convection (u-V)u. Malgré les obstacles que cette dynamique non linéaire
oppose au premier abord, I'utilisation des termes non linéaires sera essentielle dans
la résolution des deux problemes de controlabilité, grace a la méthode du retour
(cf. [15]). Dans ce but, nous nous inspirerons des techniques développées par Olivier
Glass et Daniel Han-Kwan pour les équations du type Vlasov non linéaires, dans le
contexte des systemes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Maxwell relativiste.

5.1. Travaux précédents : contrdlabilité des équations de Vlasov non
linéaires. Afin d’exposer les techniques qui seront utiles dans notre traitement
des systemes de Vlasov-Stokes et de Vlasov-Navier-Stokes, nous allons expliquer
deux approches permettant d’aborder la controlabilité d’une équation de Vlasov
couplée avec un champ de forces. On distinguera selon que le champ associé soit
stationnaire ou non-stationnaire.

5.1.1. Champ stationnaire : le systéme de Viasov-Poisson. L’étude de la contrdlabilité
des équations de Vlasov non linéaires a ses origines dans le travail d’Olivier Glass
[23] sur le systeme de Vlasov-Poisson

(14
Oif +v-Vaof +Ef(t,2) - Vof = XoxriG, (0,T) x T4 x R4,
El(t,x) =V.¢! (t,x), —As¢(t,2) =ps(t,x) — [rapsda, (0,T) x T,
f|t:0 :an Td X]Rd7

ot w C T? est la région de controle et d > 2. Le systéme (14) est un modele de
référence dans I'étude des plasmas, décrivant la dynamique d’une population de
particules chargées, typiquement des ions ou des électrons, sous l'influence d’un
champ électrique EY induit par la densité des particules, p ¥

La non-linéarité de (14) repose sur le terme de couplage E - V,, f. On notera que
I’équation pour le champ électrique, de type Poisson, est stationnaire, alors que le
terme source dépend du temps.

Une des premieres difficultés associées a (14) est le défaut de controlabilité du
probléme linéarisé. En effet, si ’on considere le linéarisé formel de ce systéme autour

2. Larestriction au cas bidimensionnel est motivée par les difficultés liées a la théorie de Cauchy
pour le systeme de Navier-Stokes en dimension trois.
En outre, on pourrait considérer d’autres espace de phases, comme Q x R% pour Q@ C R? un ouvert.
Par contre, le possible bord de 2 impose certaines difficultés techniques.

V-10
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de la trajectoire triviale (f, ¢) = (0,0), on obtient une équation du transport

{ OF +v-ViF = xyxreG, (0,T)x T¢x RY,

(15) F|t=0 = Fo, Td X Rd.

D’apres la méthode des caractéristiques, la solution de (15) admet I’expression

t
(16) F(t,fﬂ,’l}) = FO(QS - t’U,’U) +\/ XwXRdg(sz - (t - 5)1}71)) dS,
0

ce qui exprime clairement le fait que I'action du controle sur F' dépend de la maniere
dont x,,«xr2G se comporte le long des caractéristiques {z + tv; t > 0}. Au vu de cette
remarque, deux obstructions importantes a la contrélabilité se dégagent naturelle-
ment :

Mauvaises directions : il peut exister des directions e € S?~! telles que les
caractéristiques de la forme z+te, avec x € T?, n’arrivent dans w pour aucune
valeur de t > 0.

Basses vitesses : lorsque la vitesse |v| est trop petite, il est possible que la
caractéristique = + tv associée n’arrive pas dans w en temps 17" > 0.

La conclusion que l'on tire de ces remarques est double : d’'une part, le systéeme
(15) n’est pas controlable & cause des deux obstructions signalées. D’autre part, si
I’on veut controler ce systeme, il faut absolument éliminer les basses vitesses et les
mauvaises directions.

Afin de traiter ces obstructions, Olivier Glass a proposé dans [23], dans 1’esprit
de la méthode du retour due a Jean-Michel Coron, la construction d’une trajectoire
de référence (f,¢) de (14) adaptée, en exploitant I'action du champ électrique
E = V,¢ sur la dynamique des caractéristiques associées. Considérons le systeme
caractéristique

(17) i ()15> - (E(tv %») | @%83) B <x> |

et désignons par (X,V)(t,0,z,v) ses solutions. Le but de la construction de la
trajectoire de référence est de trouver F tel que les caractéristiques associées passent
par la zone de contréle w pour tout (z,v) € T¢ x R

Ensuite, il est possible d’obtenir une solution du systéme non linéaire (14) avec
flt=0 = fo fixé grace & un argument de point fixe, basé sur la trajectoire de référence
(f,#). Afin d’obtenir la contrélabilité, on prescrit un processus d’absorption pour
les caractéristiques arrivant dans w.

Gréce a cette stratégie, O. Glass a obtenu deux types de résultats pour le systeme
(14) :

(1) controlabilité locale (c’est-a-~dire, pour des données petites) avec d = 2 et w

un ouvert quelconque du tore T2,

(2) controlabilité globale (c’est-a-dire, pour des données arbitraires) en dimension
quelconque avec w satisfaisant une condition géométrique.

La condition géométrique mentionnée ci-dessus est la suivante.

DEFINITION 5.1. On dit qu'un owvert w C T¢ satisfait la condition de bande
lorsqu’il existe un hyperplan de R, H, tel que s(H) C w, par la surjection canonique
s:R? = T?,

V-11
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La preuve du résultat global fait un usage essentiel des propriétés d’invariance de
(14) par changement d’échelle. Puisque les systemes (4) et (5) ne possedent pas des
propriétés semblables, nous nous concentrerons uniquement sur le résultat local.

Généralisations. La méthode évoquée ci-dessus admet plusieurs extensions. En
plus de la version globale, en dimension quelconque et sous 'hypothese de bande
de la Définition 5.1, il est possible d’adapter cette méthode de preuve pour traiter
des dynamiques plus complexes.

En particulier, O. Glass et D. Han-Kwan ont adapté la méthode au traite-
ment de forces extérieures bornées sans avoir besoin d’hypothéses supplémentaires.
L’argument essentiel consiste & comparer la dynamique de Ef + F(t, ), lorsque
F € LWL 4 celle de E/ en temps court.

En outre, les techniques développées dans [25] par les mémes auteurs permettent
de traiter le cas de forces du type Lorentz, produites par l'action d’un champ
magnétique, de la forme F = B A v et qui, contrairement au cas précédent, ne
peuvent pas étre étudiées de maniere perturbative. En dimension 2, cette force
s’écrit F' = b(x)vt, ol b est une fonction scalaire telle que b > 0, ce qui permet
de décrire les dynamiques des caractéristiques associées a partir de quelques tra-
jectoires circulaires. L’utilisation de la méthode du retour dans ce cas repose sur
I’hypothese géométrique suivante : I’ensemble {x € T2, b(z) > O} satisfait la condi-
tion de controle géométrique de [1].

La stratégie esquissée précédemment nous permettra d’aborder le systeme de
Vlasov-Stokes dans §5.2.

5.1.2. Champ non-stationnaire : le systeme de Vlasov-Mazwell relativiste. La stra-
tégie du cas Vlasov-Poisson est insuffisante en présence d’un champ de forces
non-stationnaire. En revanche, O. Glass et D. Han-Kwan ont développé dans [26]
une méthode permettant d’aborder cette question dans le contexte du systeme de
Vlasov-Maxwell relativiste.

Cette nouvelle approche consiste a construire une trajectoire de référence a l’aide
d’un résultat de controlabilité pour I’équation du champ de forces, le systeme de
Maxwell dans ce cas. En effet, le résultat de contrdle exact pour les équations de
Maxwell (cf. [53]) permet de modifier le champ de forces afin d’obliger les trajec-
toires des caractéristiques associées a arriver dans la zone de controle, ce qui permet
I'argument de point fixe et le processus d’absorption. Cette technique est cruciale
dans notre traitement du systeme de Vlasov-Navier-Stokes, comme on le verra dans
§5.3.

5.2. Résultats nouveaux pour le systeme de Vlasov-Stokes. Le but de cette
section est d’expliquer les éléments de la preuve du résultat principal du travail [50],
lequel garantit la controlabilité locale pour des données réguliéres petites du systeme

O f +v-Vuf +divy [(u—v)f] = xoxr2G, (0,T) x T? x R2,

—Agu+ Vgp = jy, (0,T) x T2,
(18) divy u(t,z) =0, (0,T) x T2,

Jp u(t, ) dz = 0, (0,7),

f(0,z,v) = fo(z,v), T2 x R2.

Le résultat précis est le suivant >.

3. Un résultat similaire pourrait étre démontré en dimension d > 3, lorsque w satisfait la
condition géométrique de la Définition 5.1, en suivant le schéma de [23] en dimension supérieure.

V-12
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THEOREME 5.2 (Thm 1.1, [50]). Soient T > 0, v > 2 et w C T? un ouvert
arbitraire non vide. 1l existe € > 0 tel que pour tout

fos f1 € €1(T? x R*) N WH(T? x R?)

satisfaisant

/ fo(z,v) dxdv:/ fi(z,v)dx do,
']1‘ 2

T2 JR?

2 JR
//Ufo(%v)dffdv:/ / vfi(z,v)dezdv =0,
T2 JR2 T2 JR2

et tels que, pour i =0,1,
1 £illor(n2 xre) + (1 + [0]) 72 fillgo(r2xme) <€,
(19) 3k >0, sup  (1+ [o) 7 (Vo fil + Vo fil) (2,0) < &,
(z,v)€T2xR2
il existe un controle G € €°([0,T] x T? x R?) tel que la solution de (18) avec
fli=o = fo satisfait

(20) fli=r = f1.

La stratégie de la preuve de ce résultat repose sur la méthode utilisée dans [23]
et [25], expliquée dans §5.1.1. Le but de [50] est d’adapter ces techniques dans le
cas du couplage avec I’équation de Stokes.

En accord avec la stratégie précédente, notre objectif est de construire une so-
lution de référence pour (18) afin d’éliminer les obstructions a la controlabilité de
I’équation de Vlasov, qui sont les mauvaises directions et les basses vitesses. Nous
allons procéder en deux étapes :

Etape 1 : construire une solution de référence (f,u) telle que

flizo =0, fli=r =0,
et telle que les caractéristiques associées a —v + u arrivent dans w en temps
T > 0.

Etape 2 : construire une solution de (18) proche de (f, %), grace & un schéma
de point fixe, telle que fli—o = fo et

(21) fli=r =0, en dehors de w.

Afin d’assurer cette configuration finale en ¢ = T, on utilisera un processus
d’absorption dans w.

On notera que la condition (21) est suffisante pour conclure (20), grace a la remarque
suivante. Si I'on considere le probleme rétrograde de (18) via la transformation

ft,z,v) = f(T —t,x,—v), at,z,v) =u(T —t,x,—v),
on trouve un probléme similaire & (18). Ceci permet de traiter le probleme
rétrograde en modifiant tres superficiellement le schéma suivi pour le probleme
direct. Par conséquent, pour passer de fo a 1’état final fi, il suffit de prendre
— fo comme donnée initiale et une cible satisfaisant (21),
— fi(x, —v) comme donnée initiale et une cible satisfaisant (21), via le probleme
rétrograde.

Le choix de la dimension deux est important ici pour utiliser certains résultats d’approximation
harmonique, ce qui permet de choisir comme région de contréle w un ouvert non vide quelconque.
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Construction de la solution de référence.
Le systeme que u doit satisfaire est

_Awﬂ + Vxﬁ = j?a [07 T} X T27
(22) divea(t,z) =0, [0,T] x T2,
Jp2U(t,x)de =0, [0,T].

Une remarque tres utile est la suivante : puisque 1'on travaille en dimension 2, et
sous ’hypothese d’incompressibilité, I'utilisation du rotationnel conduit a I’équation
de Poisson. En effet, soit w := rotu. Alors, (22) est équivalent au systéme

{ —Ayw=rot j7,  [0,T] x T2,

(23) Jpz w(t,z)dz =0, [0,T].

Ceci nous permet d’adapter les résultats d’approximation harmonique exploités
dans le cas de Vlasov-Poisson par O. Glass dans [23]. Par conséquent, la seule
hypothese nécessaire sur w est que ce soit un ouvert non vide. Il existe donc zy € T?
et rg > 0 tels que

B(:I,‘(), 27"0) Cw

Etape 1 : traitement des mauvaises directions. On construit un champ de vitesses
capable de modifier les trajectoires caractéristiques associées aux grandes vitesses
afin de les conduire dans w.

PROPOSITION 5.3 (Prop. 3.1, [50]). Soit 7>0. Il existe u; € ¢°°([0, T]xT?; R?)
et m > 0 tels que

_ 2
rot up =0, V(t,z) € [0,7] x (T \ B(zo, 10))
suppu; C (0,7) x T?, / ui(t,z)de =0, ¢e€][0,7],
T2

et tels que les caractéristiques associées & —v +uq, (X1, V1Y), satisfont la propriété
suivante : pour tout m > m et tout (z,v) € T2xR? avec |v| > m, il eziste t € (5, 3)
tel que
To m
Xl(taoamav)eB(anZ)a \Vl(t,(),x,vﬂ ST

Etape 2 : traitement des basses vitesses. On construit un champ de vitesses
capable d’accélérer les trajectoires des caractéristiques associées aux basses vitesses,
grace au résultat suivant.

PROPOSITION 5.4 (Prop. 3.4, [50]). Soient 7 > 0 et M > 0. I existe ug €
([0, 7] x T2;R?) tel que

rot ug =0, (t,x) € [0,7] x (']I‘2 \B(gcomo)) ,
suppup C (0,7) x T?,

/ ug(t,x)dx =0, [0,7],
’]1‘2

et tels que pour un certain M* > M + 1, les caractéristiques associées a —v -+ us
satisfont la propriété suivante : pour tout (x,v) € T? x Bgz2(0; M), il existe t € (0,7)
tel que

M +1<|V(t,0,z,0)] < M*
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FEtape 3 : Conclusion. Fixons T > 0. Les Propositions 5.3 et 5.4 permettent de
construire un champ de vitesses @ tel que

rot =0, T?\w,

/ u(t,x)dz =0, tel0,T],

T2

et tel que les caractéristiques associées a —v + w satisfont

(24) Y(z,v) € T? x R?, 3t € (0,T) tel que X(t,0,z,v) € B(zg,70).

Il faut ensuite construire une fonction de distribution f associée, telle que (22) soit
vérifié. Pour ce faire, on choisit Z;, 25 € 7 (R?) tels que

fRz nZ1dv = fRQ v9Zodv = 0,
(25) Japv221dv = — [, v125dv =1,
fRQ Zl d’U = fRZ Zl dU = O7

ce qui permet de définir, pour tout (¢,z,v) € [0,T] x T? x R?,

f(t,z,v) := Z1(v)0yg, rot U(t,x) + Z2(v)0y, rot u(t, x).

Grace aux conditions (25), on obtient (23), ce qui entraine (22).

Nous avons donc construit une solution de référence (f,u) telle que (24) est
satisfait.

Schéma de point fixe. Suivant la démarche décrite dans la section §5.2, on définit
un domaine ., C €°([0,T] x T? x R?), dépendant d’un parametre ¢ > 0. Sans
rentrer dans les détails, une fonction holderienne appartient a .#. lorsqu’elle est
e—proche de f dans une norme de type Holder. Ensuite, on définit un opérateur V.
en trois étapes.

(1) On associe a chaque élément g € %, le champ de vitesses u9, solution de

—Azud + Vyp? = jg, [0,T] x T2,
div, w9 (t,z) =0, [0,T] x T2,
sz wI(t,x)dz =0, [0, 7).

Afin de pouvoir utiliser les caractéristiques associées a u9, on devra exploiter
la régularité elliptique du systeme de Stokes. On montrera que, puisque j, €
€2 LP pour p > 2, alors u9(t) € WP(T?) pour tout ¢t € [0, T], ce qui implique
u € €6, .

(2) Grace aux caractéristiques associées & —v+u9, (X9, V9), on résout I’équation
de Vlasov dans (18) en imposant une absorption dans w chaque fois que X9
passe par w.

(3) Le processus d’absorption introduit des discontinuités, ce qui peut étre corrigé
en utilisant un opérateur d’extension.

Ces trois points fournissent un opérateur V. : .7, — ¢°([0,T] x T? x R?) continu
satisfaisant V(%) C . Grace au théoreme de Leray-Schauder, on montrera
que V, possede un point fixe, g*, lorsque € > 0 est suffisamment petit.
Afin de pouvoir démarrer le processus d’absorption, il faut garantir que X9°
arrive dans w en temps T. Pour ce faire, on utilise (24) et 'estimation suivante
sup ||(Xg*7 Vg*) - (yﬂv)n 5 6

t,x,v
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que l'on obtient grace a la régularité elliptique du systeme de Stokes. Il suffit donc
de prendre € > 0 suffisamment petit pour conclure (21), d’ou (20).

D’ailleurs, la condition (19) permet de montrer que le point fixe trouvé, g*, est
unique dans une certaine classe.

5.3. Résultats nouveaux pour le systéme de Vlasov-Navier-Stokes. Le but
de cette section est d’expliquer les éléments de la preuve du résultat principal de
[51]. Nous nous intéressons a la controlabilité du systeme

Of +v-Vof +divy [(u—v)f] = Xoxr2G, (0,T) x T? x R?,
Ou+u-Vu—Ayu+Vaep=jr—pru, (0,T) x T2,

(26) divy u(t, ) =0, (0,T) x T2,
Fleo = folz.) T x B2,
u)t=0 = uo(x), T2.

En raison de la nature non linéaire de ce systeme, il est nécessaire de préciser ce
que 'on entend par solution. Puisque nous utiliserons les caractéristiques associées
au champ —v 4 wu, on voudra travailler avec des solutions suffisamment régulieres.

DEFINITION 5.5 (Def. 1.1, [51]). Soient T > 0, fo € €' (T2 x R?) , ug €
H(T?;R?) avec divyug =0 et G € €°([0,T] x T? x R?). On dit que (f,u) est une
solution forte du systeme (26) si les conditions suivantes sont satisfaites.

(27) f€€([0,T] x T? x R?),

(28) l’équation de Viasov est satisfaite ponctuellement,

(29) sup / / (14 |v]?) f(t,2,v)dzdv < oo,
te[0,7] JT2 JR?

(30) we ¢°([0,T]; H'(T*R?)) N L*(0, T; H*(T* R?)),

(31) div, u(t,z) =0, Vtel[0,T],

et pour tout ¢ € €*([0,T); H (T?;R?)) avec div, ¥ (t,x) =0 et t € (0,T], on a
¢
/ u(t)y(t)dz + / (Vu: V¢ —u@u- Vi —udp) dsde
T2 0

’]1‘2
(32) = [+ [ [ Gr(s) = prts)uts) vis) dsae

ou

2 2
Vu: V=Y 0uFoipk, weu- V=Y wukFouk.
jik=1 k=1
Précisons que, sous la condition d’incompressibilité, le terme de convection satisfait
(u-V)u=div(u ® u), avec les notations précédentes.

Le résultat principal de [51], que ’on énonce en détail ci-dessous, est un théoréme
de controlabilité a zéro pour des données petites. Plus précisément, on montre qu’il
est possible de modifier les solutions fortes de (26), pourvu qu’elles soient petites, de
maniere a atteindre la distribution nulle et le champ de vitesses zéro en temps long.
On devra faire 'hypothese d’une condition géométrique sur la zone de controle.
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THEOREME 5.6 (Thm 1.3, [51]). Soient v > 2 et w C T? satisfaisant la condi-

tion de bande de la Définition 5.1. Il existe € > 0, M > 0 et Ty > 0 tels que pour

tout T > Ty, fo € €1(T? x RH) N W1H°(T? x R?) et ug satisfaisant les conditions
ug € €1 (T R*) N H*(T%HR?),  div,ug =0, [0ll 17§ gy < M,

et

| foll&r (T2 xm2y + [|(1 + \v\)”+2f0||(50(T2XR2) <k¢

Ik >0, sup (14 )" (Vo fil +1Vufil) (z,0) < &,
(z,v)€T? xR

il existe un contréle G € €°([0,T] x T? x R?) tel que la solution forte de (26) avec
fli=o = fo et uli—o = ug existe, est unique et satisfait

(33) fli=r =0, ul—p =0.

La stratégie de la preuve de ce résultat est basée sur le schéma de preuve décrit
précédemment pour le systeme de Vlasov-Stokes, en incorporant quelques idées
de la stratégie pour le systéme de Vlasov-Maxwell relativiste dans [26], comme
I'utilisation d’un résultat de controle pour I’équation du champ afin de construire
des solutions de référence. Plus précisément, nous devons construire une solution
de référence (f,u) du systeme (26) de telle sorte que les caractéristiques associées a
—v+u arrivent dans la zone de controle, malgré ’existence de mauvaises directions
et basses vitesses.

En revanche, 'adaptation de cette stratégie au cas du systeme (26) est tres
délicate, en raison des difficultés engendrées par le systeme de Navier-Stokes et le
terme d’interaction jr — pyru.

Nous allons suivre les trois étapes suivantes. Soient 75 > 77 > 0 suffisamment
grands.

Etape 1 : on construit une solution de référence (f, ) adéquate et telle que
(f,@)|t=0 = 0 et (f,@)|t=r = 0.

Etape 2 : on construit une solution de (26) proche de (f, %) grace & un schéma
de point fixe, telle que (f,u)|t=0 = (fo, uo) et

(34) flt=ry =0, en dehors de w.

Etape 3 : on modifie la solution construite grace a un résultat de contréle pour
le systeme de Navier-Stokes, ce qui permet de passer de (u|i=1y, fli=1,) &
(0,0) en temps Tp — T7.

Dans le cas du systéme (26), on ne pourra pas utiliser le systéme rétrograde ni un
argument de réversibilité, a cause de la nature parabolique du systéme de Navier-
Stokes. Les cibles raisonnables sont donc (0, 0) ou les trajectoires libres du systeme,
comme pour le systéeme de Navier-Stokes.

Construction de la solution de référence.
Le point clé pour la construction d’une solution de référence est 1'utilisation
d’un résultat de controle pour le systeme de Navier-Stokes, da a J.-M. Coron et
A.Fursikov ([14]). Ce résultat garantit qu’étant donnés un temps 7 > 0, un état
initial u;, et une solution réguliere du systéme de Navier-Stokes u g, il est possible
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de trouver un contrdle w & support dans (0,7) X w, tel que la solution du systéme

Ou—Au+ (u-Vu+Vp=w, (t,z)€ (0,7)x T?,
divy u(t,z) =0, (t,x) € (0,7) x T?,
u|t:0 = Uin($)7 S T27

satisfasse uli=r = ung|i=r. On utilise ce résultat pour éliminer les obstructions
liées aux basses vitesses et aux mauvaises directions.

Dans ce cas, il faut utiliser I’hypothese géométrique sur w. D’aprés la Définition
5.1, il existe une unique mauvaise direction, nﬁ, ce qui suggere de chercher un
champ de vitesses capable d’accélérer les trajectoires des caractéristiques associées
dans la direction ng. Nous pouvons faire ceci en trois étapes.

Premierement, on utilise le théoreme de Coron-Fursikov pour passer de zéro a
la solution stationnaire ngy. Deuxiéemement, on maintient la solution stationnaire
suffisamment de temps pour accélérer toutes les basses vitesses dans la direction du
champ. C’est a ce stade que l'on a besoin d’imposer un temps long. Finalement, on
récupere la configuration a vitesse zéro grace au théoreme cité.

Ces trois étapes fournissent un controle w, essentiel pour la modification du
champ de vitesses w que ’on vient de décrire. Nous allons utiliser ce controle pour
construire la fonction de distribution associée, via le couplage w = JF — pyu- Choi-

sissons deux fonctions Z1, Zo € (R?) telles que
/ ’UlZl dv = 1, / ’UQZl dv = 0, Zl dv = O,
R2 R2 R2

/ ’Ulzgd’l) :0, / 'UQZQ dv = 1, ZQd’U =0.
R2 R2 R2

Ensuite, on définit
fa(t,z,0) := (21, Z9)(v) - W(t,x), Y(t,x,v) € (0,T) x T? x R?,
Ceci nous conduit au résultat suivant.

PROPOSITION 5.7 (Prop. 3.1, [51]). Soit w C T? satisfaisant la Définition 5.1.
1l existe Ty > 0 tel que pour tout T > Ty, il existe une solution de référence (f,u)
du systéme (26) telle que

fe€>(0,T] x T .7 (R?)), € €°°([0,T] x T%R?),
(?7 ﬂ)|t:0 = (?a a)lt:T = (0a0)7 supp(?) C (OaT) X w X Rza
et telle que les caractéristiques associées a —v + u satisfont
T 11T —
(35) V(z,v) € T? x R? 3t € [12, 12] tel que X (¢,0,2,v) € w.

Schéma de point fize.

Nous suivrons essentiellement les mémes étapes que dans le cas de Vlasov-Stokes
décrites en §5.2. On définit .7, C €°(]0, 7] x T? x R?) un domaine de fonctions holde-
riennes e-proches de f. Ensuite, on définit un opérateur sur .7, en trois étapes : as-
sociation d’un champ de vitesses, absorption et extension. Les deux derniers points
sont semblables au cas de Vlasov-Stokes. En revanche, le premier point présente
des difficultés importantes, dues au caractere non linéaire de Navier-Stokes, et que
P'on décrit plus en détail.
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1ére étape : association d’un champ de vitesses. A chaque g € 7, on associe la
solution du systeme

(36)
Oud + (u9 - V) ud — Ayud(t) + Vupd(t) = j,(t) — pg(t)u?, (0,T) x T?,
div, u9(t,z) =0, (0,T) x T?,
ulgt:O = wo, T2,

ce qui est possible en vertu du résultat suivant.

PROPOSITION 5.8 (Prop. 4.1, [51]). Soit g € .7 et soit € < €y suffisamment
petit. Alors, il existe une unique solution faible du systéme (36), u9. En plus, cette
solution satisfait, pour tout t € [0,T],

t
()12 g2, + / IV ()12 ) s

< 26 (JJuolZacrey + T+ 15713 0.1:220r29) ) -

La notion de solution faible pour (36) est une adaptation de la notion de solution
faible de Leray en présence du terme d’interaction j, — pgu. La preuve de ce résultat
se fait en exploitant le résultat d’existence et d’unicité en dimension 2 pour le
systeme de Navier-Stokes, ce qui permet de voir j; — pgu comme un terme source
via un schéma itératif, puis de passer a la limite dans la formulation faible.

2éme étape : absorption. Dans cette étape, nous avons besoin des caractéristiques
associées & —v + w9, qui sont bien définies et régulieres pourvu que w9 soit suffi-
samment régulier. Afin d’obtenir cette régularité pour u9, il est nécessaire d’utili-
ser des résultats de regularlte pour Navier-Stokes en dlmenmon 2 sous ’hypothese

Jg—pgu? € L?Hy ?, ce qui permet de montrer que u? € L7HZ2. : Puis, nous utilisons
un argument de bootstrap7 qui donne u9 € €L HINL?H2, puisque (u9-V)ud € LZL2.
Ensuite, on continue 'argument de bootstrap a I'aide de la régularité du systeme
de Stokes dans les espaces LiLP, di 4 Y. Giga et H. Sohr [22]. Nous montrons que
(w9 - V)ud € LZL3, ce qui implique u9 € LZW23, et par injection de Sobolev, on
conclut u9 € L?€}.

Cet argument permet de définir les caractéristiques associées & —v+u9, que 'on
note (X9,V9). Comme dans le cas de Vlasov-Stokes (cf. 5.2), on résout 'équation
de Vlasov dans (5) en imposant une absorption dans w chaque fois que X9 passe
par w

3éme étape : extension . On suit les lignes décrites dans §5.2.

Comme dans le cas de Vlasov-Stokes, le théoreme de Leray-Schauder permet
de démontrer que l'opérateur V. possede un point fixe, g*, dans .7, lorsque € est
suffisamment petit.

En revanche, l'estimation permettant de rapprocher uniformément les ca-
ractéristiques (X9 ,V9") des caractéristiques de référence (X,V) est beaucoup
plus difficile a obtenir que dans les cas précédents, ou ’on pouvait disposer de
la régularité elliptique (Poisson et Stokes) ou de la linéarité du champ (Max-
well). Dans le cas de Navier-Stokes, nous obtiendrons les estimations pour les
caractéristiques a partir du résultat de stabilité suivant.

PROPOSITION 5.9 (Prop. 5.1, [51]). Soient (g,u?) et (f,u’) deuzx solutions
fortes du systéme (26), en accord avec la Définition 5.5, pour des données initiales
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u|imo = u, gli=o = go et AR— ué, flt=0 = fo. Supposons que

sup (|pg (£, )| + [ps (¢, 2)]) < 0.

Alors, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout t € (0,T],

I = )OI g ) + /nv T a ), g ey A

< O (1 =2 0+ [ Vises = - )

avec

t
C(t) ::/0 (1+ s ()l + s (N ) ds.

Ceci permet d’écrire

sup [|(X9, V) — (X, V)| S,

t,x,v

ce qui garantit que X9 arrive dans la zone de contréle pourvu que e soit suffi-
samment petit. Par conséquent, le processus d’absorption permet d’atteindre une
configuration telle que

* =0 en dehors de w.

Finalement, une autre application du théoréme de Coron-Fursikov méne cette so-
lution & ’état final (33).

Précisons aussi que la Proposition 5.9 est cruciale pour démontrer que la solu-
tion ¢g* construite est unique dans une certaine classe.
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