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Séminaire de mathématiques 27 février 1939
Exposé 6-G, p. 1 a4 10

CLASSIFICATION DES EXTREMALES (D’APRES LES TRAVAUX
DE M.MORSE ET PROLONGEMENTS)

par Frédéric Roger

Premier!M2IB] contact avec la théorie de M. Marston MORSE, cet exposé s'efforce
de dégager les idées directrices de la classification des extrémales données dans le
troisieme chapitre de son livre « The calculus of variations in the large » (Américan
[sic] Mathématical Society Colloquium Publications Vol.18, New-York, 1934). Une
extrémale qui vérifie la condition de Legendre, voire méme celle de WEIERSTRASS,
ne correspond pas a un minimum de I'intégrale quand elle ne satisfait pas a la condition
de Jacobi : son type s’écarte d’autant plus de celui du minimum qu’est transgressée
davantage cette condition de Jacobi. On peut se demander ce qu’il advient quand on
enfreint aussi la condition de Legendre : les résultats obtenus dans ce sens () aideront
peut-étre & mieux comprendre ceux mémes de M.MORSE.

I.— Indicatrice

Soit a étudier les valeurs stationnaires d’une intégrale de la forme

T2
I=/ fla,y' vyt Pt p") da
z1

+ e[yl(xl)ay2(x1)7 e 7yn(xl)7y1(x2)’y2(x2)a e 7yn(1’2)]

ot la fonction donnée f porte sur les n fonctions indéterminées y*(z) (les p’(x) étant
leurs dérivées) dont les valeurs aux limites y®(z,) (i = 1,2,...,n; s = 1,2) sont
assujetties a des conditions que I'on peut traduire par une représentation paramétrique

o =x,(at 0?0, yi(xs) =yi(at,a?, ... Q") 0<r<2n+2)

au moyen de laquelle s’exprime aussi la fonction donnée 6. Relativement a ce probleme,
soit I' un arc d’extrémale, c’est & dire [sic] dont les coordonnées y' = 7(z), admettant
des dérivées premieres continues p’(x), vérifient les équations d’Euler

d .
@fﬂ(l‘vyap)ifyl(xvyap):o (7’:1527"'371)

1. F.ROGER, Sur une classification des extrémales, C.-R. de I’Académie des Sciences, 208, p.705.

1/2



2/3

2 F. ROGER

Les parametres o (h = 1,2,...,7) étant choisis de maniére que les extrémités de T
correspondent aux valeurs zéro [l's (0) = as,y’(0) = yi(as)], nous supposons que I’
vérifie la condition de transversalité aux imites ?)

40+ [(f = p' fr) das + fy ]

par rapport aux différentielles da”, pour a” = 0, ' = 7'(as), p* = p'(as).
Enfin, jusqu’a mention expresse du contraire, nous supposerons essentiellement

s=2
0

s=

ou bien (1°) pour l’étude du voisinage d’ordre 1, que TI' vérifie la condition de Le-

gendre : la forme quadratique dont les coefficients sont les dérivées secondes
Jpipi [m,y(x),ﬁ(:r)} est définie quand a1 < z < as

ou bien (2°) pour I’étude du voisinage d’ordre zéro, que I" vérifie la condition de Weierstrass :

3/4
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E(z,y,p.q) = f(z,y,0) = f(z,y,p) = (¢ = ") fpi (2,9,0) > 0
pour y' — 3 (z), p’ — p'(x) suffisamment petits et quel que soit (¢) # (p) quand
a1 < x < as; a cette condition nous ajoutons explicitement le condition de
régularité : que la forme quadratique de Legendre ne soit pas dégénérée (afin
qu’elle soit alors définie positive et que ’étude du voisinage d’orde zéro englobe,
comme il se doit, celle du voisinage d’ordre 1).

De cette condition de régularité satisfaite dans les deux cas, résulte 'existence d’'une
borne inférieure positive pour la différence des abscisses de deux foyers comjugués
sur I', de telle sorte qu’en introduisant une subdivision by = aq, b1, bs,..., b, = asg,
de pas moindre que cette borne, chaque arc partiel T'y de T (by—1 < = < by) (£ =
1,2,...,m) satisfait & la condition de Jacobi. Par suite, en faisant passer par chaque
point de subdivision de I" une variété réguliere a n dimensions x = X g(ﬁ}, ﬂg, L BY)
y' =Y (B}, B2, ..., B7) [Xg(O) = b, Y} (0) = ?i(bg)] (¢t=1,2,...,m—1), on frac-
tionne toute courbe variée admissible C suffisamment voisine de I" (voisinage d’ordre
1 ou 0 suivant le cas) en m arcs Cy dont les deux extrémités peuvent étre jointes par
un arc d’extrémale et un seul I} voisin de I'y. Par continuité, chaque arc I', satisfait &
la condition de Jacobi et a celle de Legendre (ou méme de Weierstrass + régularité).
En sorte que la valeur de l'intégrale I n’est pas moindre sur la coubre variée C, que
sur lextrémale brisée T’ qu’on lui fait ainsi correspondre.

Et cette substitution présente le remarquable avantage de remplacer le fonctionnelle
I]0] qui porte sur les n fonctions indéterminées y'(x) par la fonction I[I'] = I(c, 3)
de r + mn variables numériques (les r parameétres « dont dépendent les extrémités
de I et les m x n parameétres 5 dont dépendent les m sommets intermédiaires). Pour
les valeurs zéro de ces parametres correspondant a I', il résulte de la condition de
transversalité pour les « et des équations d’Euler pour les 8 que la différentielle pre-
miere de la fonction est identiquement nulle. L’étude repose alors sur la différentielle

2. Etant sous-entendus les signes de sommation de 1 & n pour l'indice 4, en vertu de la convention
des indices répétés.
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seconde : [’indicatrice relative aux variétés intermédiaires considérées de I'extrémale
et transversale réguliere T, la clef de I’étude locale ).

Quand cette forme quadratique est définie positive, la valeur de l'intégrale I étant
plus grande sur toute extrémale brisée I'' que sur 'extrémale I, cette derniére valeur
est un minimum strict relatif (méme faible) de I, il est nécessaire que toutes les
indicatrices de I', quel que soit le nombre et la forme des variétés intermédiaires,
soient positives. Ainsi, le fait pour une indicatrice de n’avoir pas de carré négatif
équivaut a la condition de Jacobi. C’est précisément par le nombre de carrés négatifs
de ces indicatrices que nous allons pouvoir mesurer le manquement de 'extrémale T"
a cette condition de Jacobi.

Pour obtenir une expression de I'indicatrice, nous envisageons séparément les va-
leurs de l'intégrale I sur chaque arc I'y. Les coordonnées vt =y (x, Be_1, B¢) du point
d’abscisse = de cet arc, qui se réduisent a y'(z) pour les valeurs nulles des para-
metres, vérifient quelles que soient ces valeurs les équations d’Euler et les conditions
aux limites

Y [Xs(Bs), Be-1, Be] =YJ(Bs)  (1=1,2,...,ms=L~1])
étant entendu, une fois pour toutes, que pour £ = 0 ou m il convient de remplacer
les n parametres By ou B, par les r paramétres « et les fonctions Xo(8o), Y (Bo)
ou X, (Bm), Y.i.(Bm) par z1(a), yi(a) ou z2(a), y5(a). En différentiant deux fois la
fonction

Xe(Be)
Il(ﬁfflaﬁf) :/ f[CUay(l’a567175@73/;(1’75471750] dx

Xe—1(Be-1)
on obtient, pour les valeurs nulles des parametres, la différentielle seconde 0*I, comme
somme d’une partie toute intégrée (différence de deux formes quadratiques en 93, et

by
en 98,1 )et de l'intégrale / 2Q(n,w) dx de la forme
—1

QQ("]’ (:)) = fpipj [a:,y(x),ﬁ(x)] ' (:)’L‘:}j + 2fp"yf('~dinj + fyiyfninj
0y’ 0y’
n h
| OB, 05}
leurs dérivées w*(x). Ces variations vérifient les équations de Jacobi — équations aux
variations des équations d’Euler que vérifient les fonctions y*(x, Be_1; B¢)

quadratique par rapport aux variations n'(z) = 9y’ = 85?_1 + 86? et &

d - -
. Qgi(l',n,(,«.})—ﬂni((ﬂ,’l],w):o (i=1,2,...,n)
x

et satisfont aux conditions aux limites — obtenues par différentiation de celles aux-
quelles satisfont les fonctions y'(x, Br_1, B¢)

. 0X,

_ovi
- opl

0Bl +n' (bs) aph

3. « This index form is the key to all subsequent analysis in the semall » (M.Morse, loc.cit. p.37).
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4 F. ROGER

(i=1,2,...,n; sans sommation en s = ¢ — 1,¢). C’est ce que nous exprimerons en
disant qu’elles définissent une extrémale secondaire satisfaisant aux conditions aux
limites secondaires.

En faisant la somme pour les m arcs I'y, la différentielle seconde de la fonction
I(«, B), valeur de lintégrale I sur l'extrémale brisée (primaire) I satisfaisant aux
conditions aux limites et intermédiaires (primaires) envisagées, prend la forme

asz

0?1 = byuu” +/ 2Q(n,w) dx

ay
ou la partie toute intégrée ne porte que sur les différentielles e = u (car il se trouve
que les formes quadratiques en 95 = v se réduisent deux a deux), l'intégrale devant
étre prise sur l'extrémale brisée secondaire, définie en fonction des u et v, par les
conditions aux limites et intermédiaires secondaires (en sorte que les coordonnées
n' sont des formes linéaires en u et v, les coefficients étant fonctions de x — et que
I'indicatrice %I est bien alors, comme il se doit, une forme quadratique en u et v).

I1.— Racines caractéristiques

Si l'on fait abstraction de la forme particuliére des variations (n), on est conduit &
étudier I'intégrale quadratique (secondaire)

az

J[n] = bppu"uF +/ 2Q(n, w) dx

ay

ou les n fonctions indéterminées (secondaires) n'(z) (entrant quadratiquement avec
leurs dérivées W*(x) sous le signe somme) sont assujetties aux conditions aux limites

secondaires
i i i oy ity 1 9%s
M= i [ehe = 5500~ F(a) 5o (0)
(i=1,2,...,n; s =1,2) en fonction des r paramétres (secondaires) u".

Quand il s’agit d’une forme quadratique d un nombre fini m de variables aijzizj, on
introduit une indéterminée A de maniere & rendre stationnaire la forme quadratique
auxiliaire a;;2°27 — Az'2". C’est dire que 1'on cherche & résoudre les équations linéaires
en z

aijz' —Az' =0 (i=1,2,...,m)

qui n’ont, en général, que la solution nulle. Pour qu’il y ait d’autres solutions, A doit
étre racine de 1’équations caractéristique

Ui
|aij — A0;;| =0 9 = Y
0 i#j
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(équation en s des quadriques). On montre alors que l'ordre de multiplicité d'une
racine caractéristique X est égal au nombre de solutions (z) correspondantes, linéaire-
ment indépendantes ; quand les coefficients a;; sont réels, les m racines caractéristiques
sont réelles et la décomposition en carrés de la forme quadratique initiale fait appa-
raitre autant de carrés d’un certain signe qu’il y a de racines caractéristiques de ce
signe.

Pareillement, nous rendrons stationnaire I'intégrale quadratique auxiliaire

Il = bt + / [20(n, @) — A lbig] da

en imposant aux n fonctions indéterminées n® de vérifier les équations de Jacobi (équa-
tions d’Euler secondaires)

d
dfﬁgi(ﬂf,ﬁ@)*ﬂni(%ﬂ@)zo (i=1,2,...,n)
T
et les conditions de transversalité secondaires
d(bpuu®) + [Qzdi] =2 =0

(par rapport aux du™), soit en posant Q- [as,ni(as),@i(as)} = (7 et tenant compte
des conditions aux limites secondaires

CiiCl = Cra 4+ b =0 (h=1,2,....7)

Sous I’hypothese de non contact entre la variété des extrémités admissibles (définie
paramétriquement au moyen des «) et la variété terminale de 'extrémale I' y! = 7 (x,)
(i=1,2,...,n; s = 1,2), les conditions secondaires aux limites entre les 1’ et les ¢}
(ou, ce qui revient au méme, les @'(as), grace a la condition de régularité); ce qui
définit complétement la solution (1) des équations de Jacobi. Comme la solution nulle
répond manifestement a la question, le probléme secondaire ainsi posé n’en admettra
généralement pas d’autre.

Par analogie avec une forme quadratique ordinaire, une valeur A pour laquelle le
probléme secondaire admettra une solution (1) non identiquement nulle, sera dite
racine caractéristique et son ordre de multiplicité sera défini comme le nombre de
solutions () linéairement indépendantes.

Théoréme fondamental. Toute indicatrice d’une extrémale et transversale I satisfai-
sant a la condition de Legendre, admet autant de carrés négatifs dans sa décomposition
en carrés qu’il y a de racines caractéristiques négatives (comptées avec leur ordre de
multiplicité) au probléme secondaire associé a I'.

La démonstration repose sur ’étude de la wvariation du paramétre \ a partir de
valeurs négatives treés grandes en valeur absolue jusqu’a zéro, dans 'intégrale auxiliaire
w2 () n

I>\=9(Oé)+/ {f(x,yvp)—%Z[yi—?i]Q}dx

z1(a) i=1

9/10
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F. ROGER

11712 pour laquelle I' continue d’étre extrémale et transversale vérifiant la condition de
Legendre, et dont Jy[n)] est la variation seconde.

12/13

1°)

2°)

3°)

4°)

Quand X décroit, la borne inférieure de la différence des abscisses de deux
foyers conjugués sur I' ne peut pas décroitre ; de sorte que la construction d’une
indicatrice pour I au moyen de certaines variétés intermédiaires reste valable
pour I quel que soit A < 0.

Pour des valeurs de A négatives et suffisamment grandes en valeur absolue,
I'intégrale Jy[n] ol (1) est assujetti aux conditions aux limites secondaires 1’ =
ct ol (i=1,2,...,n;s=1,2) est positive quel que soit (1) non identiquement
nul ; par suite, pour ces valeurs de \, I'indicatrice 021y est définie positive.

L’indicatrice relative a I, ne peut dégénérer que pour A racine caractéristique;
et ’excés du nombre r + mn de variables u et v sur le nombre de carrés linéai-
rement indépendants est alors égal a I'ordre de multiplicité de cette racine. En
sorte que le nombre de carrés négatifs de 'indicatrice pour A = 0 est au plus
égal au nombre de racines caractéristiques négatives comptées avec leur ordre
de multiplicité.

Les valeurs des parameétres u et v correspondant & une solution (1) non iden-
tiquement nulle du probleme secondaire pour laquelle la racine caractéristique
A est négative rendent négative I'indicatrice 021 ; et les systémes (u,v) cor-
respondant a des solutions (n) de racines caractéristiques A différentes, sont
eux-mémes linéairement indépendants. D’ou résulte que le nombre de carrés
négatifs de I'indicatrice 921 est au moins égal au nombre de racines caracté-
ristiques négatives comptées avec leur ordre de multiplicité; ce qui acheve la
démonstration du théoréme.

Ainsi, d’'une part, quel que soit le nombre et la forme des variétés intermédiaires

considérées, l'indicatrice correspondante de I' admet toujours le méme nombre de
carrés négatifs; d’autre part, le probleme secondaire associé a I' n’a qu’'un nombre

fini de racines caractéristiques négatives. La valeur commune d ces deux nombres, c’est

ce que nous appellerons avec M.Marston Morse 1'indice de I’extrémale et transversale
I' satisfaisant & la condition de Legendre et transgressant la condition de Jacobi dans
la mesure suivante :

Théoréme important. Quand ['une au moins des extrémités des courbes variées doit
13/14 rester fize, l'indice de T' est égal au nombre de foyers, situés sur I', du lieu de l'autre
extrémité.

La démonstration est parallele a la précédente : on garde de I' 'extrémité située
sur la variété admissible et, partant d’un arc suffisamment petit, on fait se déplacer
sur I' Pautre extrémité jusqu’au point fixe en étudiant la répercussion du passage par
un foyer de la variété admissible, sur I'indicatrice de I’arc partiel de I'.
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Dans le cas ot les courbes variées ont leurs extrémités assuhetties a se trouver sur
deux variétés V1 et V5, indicatrice conduit a une certaine forme quadratique différence
grace a laquelle, en particulier, M.Marston Morse obtient les théoréemes suivants :

1°) I est nécessaire pour que l'extrémale I" satisfaisant & la condition de Legendre,
corresponde a un minimum relatif (méme faible) de lintégrale I, qu’il n’y ait
aucun foyer de V; ni de V5 sur I' et que le k-iéme foyer de V; sur le prolongement
de T" au dela de lextrémité A, ne soit pas en deca du k-ieme foyer de Vo au
deld de As.

2°) Il est suffisant pour que Pintégrale I acquiert [sic] un minimum relatif faible (ou
fort) sur l'arc de courbe T', que T soit une extrémale, coupe transversalement
et Vs, vérifie la condition de Legendre (ou de Weierstrass + régularité) ne porte
aucun foyer de V; ni de V5 et admette un prolongement au dela de 'extrémité
As portant n foyers de plus de Vo que de V.

A ce point de vue, M.Morse étudie spécialement le cas des extrémales périodiques
(auquel se ramene celui des extrémales fermées).

III.— Interprétation et extension

Bien que sortant franchement du cadre des idées exprimées dans le livre de
M.Morse, le point de vue suivant suggéré par ces idées mémes, parait propre
inversement a les éclairer d’un jour nouveau.

Reprenons 'exemple simple de la moindre action dans le mouvement d’un point
pesant ( IRVES ds) 4 Les extrémales sont toutes les paraboles (z > 0) de directrice Oz.
Quand un point B est a lintérieur de la parabole de siireté d’un point A, il y a
deux arcs d’extrémale joignant A et B, d’indices respectifs 0 et 1. Sur le second
(voir figure, page suivante) les foyers conjugués A’ de A vers B et de B’ vers A
présentent la disposition AB’A’B. Par suite, en choisissant C entre B’ et A’, larc
correspond a un minimum de lintégrale dans la famille des courbes joignant A et
B en passant par C.”! La méme conclusion vaut pour les méridiennes des surfaces
de révolution d’aire minima (chainettes). Mais on peut aussi remarquer que la méme
intégrale ( Ik zds) intervient dans la cote du centre de gravité d’un fil homogene
pesant, flexible, inextensible et de longueur donnée entre deux points. Et l'on sait
alors que la « chainette » d’indice 1 correspond aussi au minimum de 'intégrale dans
la famille des courbes joignant ses extrémités et de méme longueur qu’elle.

Que 'on impose aux courbes variées de passer par un point ou d’avoir une longueur
donnée, cela fait une condition qui se traduit par I’égalité d’une certaine expression a
un nombre. Le fait est général :

14/15
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L’indice de M.Marston Morse d’une extrémale satisfaisant d la condition de Le-
gendre (ou a celle de Weierstrass + réqularité), c’est le plus petit nombre de conditions
numeériques auzquelles il faut astreindre les courbes variées admissibles pour que, dans
la famille ainsi restreinte, Uintégrale acquiert [sic] un minimum relatif faible (ou fort)
sur Uextrémale ™.

Exactement comme en un point stationnaire d’'une fonction réelle de plusieurs va-
riables numériques, I’« indice » (nombre de carrés négatifs dans la décomposition en
carrés de la différentielle seconde — supposée non dégénérée) est le plus petit nombre
de relations qu’il faut imposer aux coordonnées d’un point variable pour que, sur la
variété (réguliere) définie par ces relations, la fonction présente un minimum relatif
strict au point stationnaire considéré. Seulement alors, le nombre de carrés positifs
de la différentielle seconde est aussi le plus petit nombre de relations & imposer pour
obtenir un maximum ; et cette symétrie, quant aux notions de minimum et de maxi-
mum, ne peut se retrouver pour une extrémale qu’en se permettant d’enfreindre non
seulement la condition de Jacobi, mais aussi la condition de Legendre.

Soit donc une extrémale I' pouvant ne satisfaire, ni a la condition de Jacobi, ni &
celle de Legendre, mais seulement a la condition de régularité : la forme quadratique
de Legendre (celle dont les coefficients sont les dérivées secondes fyipi [z, 7(x), B(z)big]
se décompose en n carrés indépendants dont un certain nombre, soit £, sont négatifs.
De la transformation, selon Legendre, Jacobi et Clebsch, de la variation seconde de
Iintégrale I ®), résulte alors qu'un systéme convenable de ¢ équations différentielles

4. En toute rigueur, il convient de supposer ’extrémale non dégénérée c’est-a-dire d’indicatrice
non dégénérée; et les conditions réguliéres c’est-a-dire admettant des différentielles premiéres (éven-
tuellement des variations premiéres) non nulles sur 'extrémale.

5. Cf. JHADAMARD, Lecons sur le calcul des variations, Paris, Hermann, 1910, p.336.
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du premier ordre et d’'un certain nombre de conditions numériques définit, dans la
famille de toutes les courbes variées admissibles, une sous-famille dans laquelle I" cor-
respond & un minimum strict relatif faible de I. Aucun autre systeme ne jouit de cette
propriété s’il ne comprend pas au moins ¢ équations différentielles régulieres () ; de
plus ce petit nombre £ de relations fonctionnelles & imposer aux courbes variées pour
obtenir un minimum de I sur I', c’est ce que nous appellerons l’indice de Legendre.
Quant au plus petit nombre de conditions numériques qu’il faut adjoindre aux £ équa-
tions différentielles pour définir une famille minimisante, lorsque au moins 'une des
extrémités des courbes variées doit rester fixe, il est au plus égal au nombre de foyers,
situés sur I'; du lieu de 'autre extrémité. Par suite, au plus égal a ce nombre augmenté
de n dans le cas général ; nous 'appellerons [’indice de Jacobi. Bien entendu, d’apres
ce que nous avons vu, quand l'indice de Legendre est nul(auquel cas la condition de
Legendre est satisfaite) I'indice de Jacobi n’est autre que celui de M.Marston Morse.
Ainsi; pour les fonctions de variables numériques, on peut classer les points sta-
tionnaires d’aprés le nombre de relations nécessaires a ’obtention d’un minimum.
Pour les intégrales curvilignes, la classification des extrémales a ce méme point de vue
fait intervenir deux nombres : un nombre de relations fonctionnelles entre les fonctions
indéterminées qui sont, dans le domaine des fonctionnelles ce que les relations entre
les variables sont dans le domaine des fonctions; et un nombre de conditions numé-
riques qui restent, elles, du méme ordre que les relations imposées entre les variables
numériques. 'indice de Legendre est d’ordre infiniment plus élevé que celui de Jacobi.
On comprend alors pourquoi la théorie des « critical values » donnée par M.Morse
initialement pour les fonctions de variables numériques a pu étre étendue par lui
aux intégrales curvilignes quand est vérifiée la condition de Legendre. La variation
seconde qui se présente comme intégrale d’une forme quadratique par rapport aux
variations des fonctions indéterminées et a leurs dérivées, peut bien étre considérée
comme une forme quadratique & une infinité de variables numériques. Mais, et c’est la
le fait essentiel, de ce que 'indice de Legendre est nul, la partie négative se comporte
comme une forme quadratique & un nombre fini de variables, le nombre des racines
caractéristiques du probléme secondaire, ["indice de M.Marston Morse.

Notes

1. Cet exposé utilise le livre [Mor34] de Morse. Roger cite aussi sa note aux Comptes ren-
dus [Rog39] et le livre [Had10] d’Hadamard.

6. C’est-a-dire dont les équations aux variations & partir de I' soient linéaires.
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2. La note [Rog39] a été présentée & 1’ Académie des sciences par Emile Borel au cours de la
séance du 6 mars 1939. Le fait qu’elle soit citée ici avec sa pagination prouve que la rédaction
(ou en tout cas la frappe) de ’exposé est postérieure a cette date (d’au moins deux semaines).
3. Comme pour ’exposé 6-A, nous avons corrigé selon l'errata qui figure a la fin du volume
de la bibliotheque de I'IRMA.

4. Cet exemple a été évoqué dans ’exposé 6-B. Voir les figures (en particulier celle d’Hada-
mard dans les notes) dans cet exposé.

5. La figure est celle du livre [Had10] d’Hadamard reproduite dans les notes de 1’exposé 6-B.
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