LE SEMINAIRE DE MATHEMATIQUES
1933-1939

édition réalisée et annotée par

Michele Audin

6. Année 1938-1939
Calcul des variations

Robert Fortet

Les probléemes isomérimétriques
Séminaire de mathématiques (1938-1939), Exposé 6-E, 15 p.

<http://books.cedram.org/MALSM/SMA_1938-1939__6__E_0.pdf>

Cet article est mis a disposition selon les termes de la licence
CREATIVE COMMONS ATTRIBUTION — PAS DE MODIFICATION 3.0 FRANCE.
http://creativecommons.org/licenses/by-nd /3.0/fr/

cedram

Exposé mis en ligne dans le cadre du
Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/


http://books.cedram.org/MALSM/SMA_1938-1939__6__E_0.pdf
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/fr/
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/

Séminaire de mathématiques 30 janvier 1939
Exposé 6-E, p. 1 a 15

LES PROBLEMES ISOMERIMETRIQUES

par Robert Fortet

I.— Préliminaires

Probléme isopérimétrique proprement dit. Le problemel! isopérimétrique pro-
prement dit consiste a chercher, parmi toutes les courbes planes, fermées, continues,
rectifiables, de périmétre donné, elle qui enferme la plus grande aire. Analytiquement,
et en coordonnées paramétriques, ce probleme peut s’exprimer ainsi : parmi toutes
les courbes planes, fermées, continues, rectifiables C' pour lesquelles I'intégrale

Jo = / T2 +y2dt
c

a une valeur déterminée J, chercher celle pour laquelle I'intégrale

Ic = / (zy — ya') dt
C

est maximum.

Probléme isopérimétrique général. Cet exemple conduit & poser ce que nous
appellerons le probleme isopérimétrique général, qui, en coordonnées paramétriques,
peut s’énoncer ainsi :

Soit K une classe de courbes planes C, continues et rectifiables, K la sous-classe
des courbes C' de K pour lesquelles I'intégrale

Jo = / G(x,y, 2, y') dt
c
a une valeur déterminée .J ; trouver la (ou les...) courbe C de K pour laquelle I'intégrale

IC :/ F(I?ywrlvyl) dt
C

est minimum (ou maximum) dans K.
On peut se limiter évidemment au probléme du minimum : ¢’est ce que nous ferons,
sauf quand il s’agira du probléme isopérimétrique proprement dit. Il y aura d’ailleurs
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a distinguer le probléme du minimum absolu et celui du minimum relatif, le probleme
du minimum relatif fort et celui du minimum relatif faible.

D’autre part, on peut aussi poser le probléme en coordonnées cartésiennes : mais
nous ne considérerons guere que le cas paramétrique, nous bornant a des indications
relativement au cas cartésien.

Signalons des généralisations possibles, en considérant des courbes C' non plus
planes, mais gauches, ou bien en considérant des fonctions F' et G dépendant non
seulement des dérivées du ler ordre 2’ et 3, mais aussi les dérivées d’ordre supérieur,
etc.... Nous laisserons ces généralisations de coté.

Nous appellerons souvent le probléme isopérimétrique général le probleme de
Uextremum lié (ou conditionnel) par opposition au probléme ordinaire du calcul des
variations qui est un probleme d’extremum libre.

Idées générales. Comme il était naturel, la théorie de l'extremum lié s’est déve-
loppée en corrollaire [sic] de la théorie de Pextremum libre, de sorte que la premieére
apparait généralement comme une extension de la seconde : nous aurons donc, comme
pour le calcul des variations ordinaire, & envisager deux points de vue, deux méthodes :

1°) Méthode analytique classique (Lagrange, Legendre, Jacobi, Weierstrass, Kneser,
Lindeberg....)

2°) Méthode directe (Tonelli).

Mais les probléemes isopérimétriques qui présentent d’abord toutes les difficultés
du Calcul des Variations ordinaires (puisqu’il s’agit d’extremum), offrent en outre
des difficultés spéciales dues au fait que 'extremum est conditionné et qui ont géné
I’extension en question : elles ont néanmoins été surmontées, assez récemment il est
vrai (Lindeberg, 1909).

D’autre part, le probléeme isopérimétrique proprement dit, vu I'intérét qu’il présente
lui-méme, a fait 'objet de méthodes élémentaires directes dont nous dirons quelques
mots (Bonnesen).

Hypothéses générales ; notations. Nous supposons que le point (x,y) varie dans
une domaine fermé A, borné (pour simplifier). Les courbes C' sont ordinaires, c’est-a-
dire que leurs points appartiennent a A, qu’elles sont continues et rectifiables; si elles
ont en tous leurs points une tangente continue, nous dirons qu’elles sont de classe 1.

F et G sont réelles et uniforme dans A, et pourvues, ainsi que leurs dérivées F,,
Fy, Gy, Gy de dérivées partielles du let et du 2éme ordre finies et continues. Enfin
F et G sont positivement homogenes d’ordre 1 en z’,y’.

M étant une fonction douée des propriétés précédentes, nous posons en général :

My 1o My My

Ml = = — =
y/2 x’y/ x/2

Nous poserons
H=F+)\G
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ou A est une constante; et :

BE(z,y;2', 97,750 = H(2, ;7,73 A) — T Ho (2,52, 45 N) = T Hy (2,527, 55 M)
Si 2’,y"; 7,7 sont normalisés (z'2+y'2 = 1, Z2+ 72 = 1), on peut poser : 2’ = cos¥),
y' =sinf, T = cosf, § = sinf et considérer la fonction :

E(z,y; cos 0, sin 0; cos 0, sin 0; \).

II.— Méthodes classiques — Extrémités fixes
Minimum relatif

La classe K étant constituée par toutes les courbes ordinaires joignat deux points
fixes intérieurs a A, nous nous proposons treés précisément de déterminer les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu'une courbe Cj, toute entiere a l'intérieur de A,
ouverte et sans point multiple, de classe 1, donne un minimum fort ou faible (néces-
sairement relatif) & I'intégrale Ic parmi la classe K de toutes les courbes ordinaires
C pour lesquelles Jo = Jg, .

Conditions préliminaire (condition N.E. pour G). Si Cj réalisait par exemple
un maximum de J¢&, une courbe C' voisine de Cjy ne pourrait pas satisfaire en général a
Pégalité Jo = Je, (on aura généralement Jo < Jg, ) ; Cp sera donc isolée dans la sous-
classe K et il ne saurait étre question de minimum relatif; il faut donc déja supposer
que Cy n’est pas une extrémante de J¢ ; mais en fait, comme on le verra un peu plus
bas, il est nécessaire pour la théorie que nous avons en vue de faire une hypothese
plus restrictive encore, & savoir que Cy n’est pas une ectrémale pour G (condition
N.E.pour G). Cette hypothése est posée définitivement pour tout ce chapitre.

Méthode générale. Comme pour le probléme ordinaire du Calcul des Variations,
nous considérerons les courbes C' non pas de K, mais de K, et nous chercherons
dns quelles conditions (nécessaires ou suffisantes) il faut imposer a Cy pour que la
différence Ic — I, soit > 0 quelle que soit C', du moins lorsque C appartient a un
voisinage (d’ordre 0 ou d’ordre 1) suffisament étroit de Cy. Nous prendrons comme
parameétre ’arc s des courbes C.

A) Recherche des conditions nécessaires
Une courbe C, voisine d’ordre 0 de Cy, a des coordonnées de la forme :
) )

r=z0+& y=yo+n

avec & et n petits : € et n représentent la variation de Cjy; mais il nous faut de plus
choisir £ et 7 de telle sorte que C soit da,s K : £ et 1) constitueront alors une variation
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admissible ; sans chercher pour le moment la variation admissible la plus générale,
nous ferons choix d’une variation admissible spéciale, suffisante pour établir les lére,
2eme et 3eme conditions nécessaires.

P1,P2,q1,q2 étant quatre fonctions arbitraires nous poserons

E=ceip1 + 202 N =€1q1 + €202

ou £1 et g9 sont des constantes, et nous déterminerons €5 en fonction de 1 de telle
sorte qu’elle soit infiniment petite avec €1 et que Jo = J¢, ; or :

1o}
|:8JC:| = / (Gzp2 + qu2 + Gm/p/g + Gy/qé) ds = Ny
€2 e1=€2=0 Co

Comme Cj n’est pas extrémale pour G, on peut choisir py et go de telle sorte qye
Ny # 0; équation Jo = J¢, détermine alors (fonctions implicites) €2 ; on trouve :
Ny

N £1+ ¢(e1)er

€9 = —

. L. 0 R
o p(e1) — 0 avec €1 ; Ny désigne [aJC , nous poserons de méme : M; =
El 2’31:62:0

0
{Ic} ,on a alors :
51262:0

M.
A1]C =& (Ml — Fj]\ﬁ) +<,0(€1)€1.

On doit donc avoir :

My
1 M, - —N; =0
M e

M.
Mais, po et go étant choisis, _FQ est une constante numérique +X\y qui ne dépend

2
que de Cy, de pa, g2 ; mais d’apres (1), ou M; et Ny ne dépendent que de Cy, p1, q1,
on voit que Ag ne dépend réellement que de Cy. Et on voit facilement que (1) s’écrit,

en posant H = F + MG :
0H
(52) o =0

Remarquons que cette démonstration n’exige pas que Cy soit de classe 1, ni privée de
points multiples.
D’oti la premieére condition nécessaire :

Premiére condition nécessaire ou régle d’Euler (R.I.d’E.). Pour que Cj soit
une extrémante relative forte ou faible de I dans K, il faut qu’il existe un nombre
Ao (et d’ailleurs il n’y en aura qu’un sous la condition N.E. pour G) tel que Cj soit
une extrémale pour la fonction F = F + A\G.

Ao est dit la constante isopérimétrique relative a Cy ; chaque arc ag de Cy qui n’est
pas une extrémale de G est évidemment lui aussi extrémal pour E, avec la méme
constante isopérimétrique que Cy (conservation de la constante isopérimétrique).
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Autrement dit Cy doit étre solution du systeéme

d d
2 H,——H, =0 H,——H,=0
( ) ds Y ds Yy
ou de I'équation
(3) Hyy —Hyy+ Hyp - (x/y// _ .Z‘Ny/) -0

2éme condition nécessaire ou condition de Legendre. On établit a peu pres
comme dans le calcul des variations ordinaire que : pour que Cj soit une extrémante
relative forte ou faible de I dans K, il faut que l’on ait le long de Cj :

Hy, = Hy(z0, yo; cos Bp, sin bp; cos 0, sin 6; Ag) > 0

(Condition de Legendre large le long de la courbe Cy ou Lyc,)
Et de méme :

3éme condition nécessaire ou condition de Weierstrass. Pour que Cj soit une
minimisante relative forte pour I dans K, il faut que I’on ait le long de Cy, quel que
soit :
E(x0,yo;cos g, sinfg; Ag) = 0
(Condition de Weierstrass large forte le long de Cy ou W, forte). 9/10
Pour que Cj soit une minimisante relative faible pour I dans K, il faut que l'on
ait le long de Cyp, quelque soit :

E(zq, yo : cos by, sin by; cos 0, sin 6; Ag) > 0

du moins pour € suffisamment voisin de . (Condition de Weiertsrass large faible le
long de Cy ou Wy, faible).

4éme condition nécessaire ou de Jacobi. Soient P; et P, les extrémités fixes
des C'; supposons que Cj satisfasse a la régle isopérimétrique, avec constante isopé-
rimétrique Ag et & la condition de Legendre stricte (Hy = Hy(\o) > 0 sur Cp); les
extrémales D de F'+ A\G issues de P; forment une famille & deux parameétres A et w (w
représentant par exemple le coefficient angulaire de la tangente en P; a l'extrémale),
admettant une représentation paramétrique de la forme :

r=p(s,w,A)  y=9Y(s,w,A)  (0<5s)

Pour w = wy, A = Ag, on obtient Dy = Cj. Par analogie avec a théorie de I'extremum
libre, peut-on définir sur Cy un foyer conjugué de P; ? Nos extrémales dépendant de
deux parametres n’ont pas d’enveloppe ; mais posons : 10/11

g
2= x(sw ) = / Glo, b, 1) ds
0

Les familles 2 = ¢, y = 9, z = x définissent dans 1’s® une famille de courbes D &
deux parametres, dont on peut extraire des familles & un parametre admettant une
enveloppe (congruences) : parmi les foyers de la courbe Dy correspondant a Cy dont
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le parameétre est positif (s’il y en a), 'un a un parametre plus petit que les autres,
soit sp; le point P de Cy de paramétre sq sera dit le foyer conjugué de Py sur Cj.
On démontre que, sous les hypothéses mentionnées plus haut, pour que Cj soit une
minimisante relative, forte ou faible, de I dans K, il faut que Lo < so (condition de
Jacobi large, J;), c¢’est-a-dire que P, doit étre entre Py et PJ. (1)
Observons que sy peut étre défini comme la plus petite racine positive du Jacobien
A(S, wo, )\0) :
Ps Pw PA
A(s,wo, Ao) = [1hs Yo ¥a
Xs Xw XX

Idée de la démonstration. v; et vy désignent symboliquement deux variables ad-
missibles donnant & A%Ic —ou & A%(Ic + AcJe) — des valeurs A? et A3, vy + hvy est
aussi une variation admissible (ou du moins satisfait & AlJo = 0) et donne a A%Jo
la valeur :
A*=A?+a-h+A)-h?

oll a est une certaine quantité; si ’'on peut choisir v; de telle sorte que A? = 0, puis
vg de telle sorte que a # 0, et il est clair que, pour h petit et de signe convenable, on
pourra avoir A% < 0, et Cy ne sera pas minimisante.

Or on démontre que si P| est entre P; et P, un tel choix de vy et vy est pos-
sible (Démonstration compliquée ; une grosse difficulté vient de ce que la variation vq
trouvée présente des dérivées discontinues).

B) Recherche de conditions suffisantes

Supposons que Cy, toujours sous 'hypothese N.E. pour G,

a) satisfait & la régle isopérimétrique avec constante isopérimétrique Ag,
b) satisfait a la condition de Legendre stricte (Hi(Ag) > 0, Lsc, )-

c) satisfait & la condition de Jacobi stricte (sg > Lo, I5).

On peut alors affirmer que Cj est minimisante relative faible de Cy dans K. Pour
traiter le cas du minimum fort, on raisonne de la fagon suivante :

L’extrémale C{. 1l existe une extrémale C), de F + \gG dont Cj est un arc, mais
dont Vorigine M précede Pj, tandis que son extrémité My est au deld de P : C] est
tout entiére intérieure & A, ouverte et sans points multiples, de longueur Lj(> Ly).

1. Dans le probléme d’extremum libre relatif & F + AoG, on définit sur Co un foyer conjugué P;’
de P; : il est & présumer, et on démontre effectivement, que Pl’ est au moins aussi éloigné de P;
que Py’



(6-E) LES PROBLEMES ISOMERIMETRIQUES 7

La famille d’extrémales D, 5. Tout au moins si A et w sont suffisamment voisins
de g et wy (wg = coefficient de la direction de C§ en M), il existe une extrémale
D, » de F'+ \G issue de My, tout entiere dans A, sans points multiples. En désignant
par t l'arc sur D, », D, x peut étre représenté par :

T = c,o(t7w, )‘) Y= w(t7w7 )‘)

Posons :
t
Xt ) = [ Glowglvi) d
0
Soit ﬁw, A la courbe de 'espace a trois dimensions définie par : 13/14

T =@, y =1, z2=X

C désignant la courbe de 'espace qui correspond & Cy comme D, ) correspond a
D, », par tout point de ’espace voisin de C'y passe une D, 5 et une seule.

La formule de Weierstrass. Soit C, de la classe K, voisine de Cy et d’équation

Posons :

) +f Gx(s),yis).x",,&';lds
0

! " \ 3 i : 1 nre=
x(8), yis), z(s) définissert une co

be T de i'espsce . S1 T est veisine

2 = 2(s) = Jeyanpy + / Gla(s),y(s), 2, 5] ds
0

x(s),y(s), 2(s) définissent une courbe C de I'espace. Si C est voisine de Cy on établit,
a peu pres comme pour le probleme de I'extremum libre, que :

Ic —Ig, =/ E[x(s),y(s) : o1, e al, yis As| ds
C

olt \s désigne le A de D, \ qui passe par le point de l'espace de coordonnées :
x(s),y(s), z(s). On utilise essentiellement le fait que

JMlM sur D — JM1P1 sur Cf) + JP1M sur C'

14/15
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Conclusions. Si C est voisine d’ordre 1 de Cy, C est voisine de Cy; mais si le
voisinage est seulement d’ordre 0, on ne peut rien dire. Aussi pendant longtemps, on
en est resté 1a : ce sont Lindebreg et Tonelli qui surent aller plus loin.

D’abord, si, C' étant voisine d’ordre 0 de Cy, la longueur L est voisine de la longueur
Ly e Cy, on peut montrer que C est voisine de Cj ; et alors si C satisfait & la condition
de Weierstrass stricte forte (W,¢, forte), c’est-a-dire si

E(zq, yo; cos Oy, sin Op; sin 0, cos 6; Ag) > 0
le long de C, quel que soit 6, la formule de Weierstrass indique que
Io — ICo >0

Reste le cas ou L ne serait pas voisine de Ly (donc supérieure & Ly); on démontre
que dans ce cas, on a :

(I-l- )\OJ)C > (I-i-)\oJ)CO
et comme Jo = Jg,, il reste :
Ic > ICO

ce qui établit, sous les hypotheses indiquées plus haut, que la condition de Weierstrass
stricte forte le long de Cj est suffisante pour que Cj soit une minimisante relative forte.

L’ensemble de ces résultats peut étre résumé dans le tableau suivant :

Min.faible Min.fort
R.I R.I.
cond.nécess. Le.c Le.co
WZ,CO faible WZ,CO forte
Jo Je
Rt R
cond. suffis. | Ly, JS’C"
Ts W ¢, forte

C) Loi de réciprocité

1
Si Cy est extrémale pour F + A\gG, elle est aussi extrémale pour G + )\—F ; ceci
0
fait soupgonner l'existence de rapports entre le probléme d’extremum de Io pour

Jo constant, et le probleme d’extremum, dit réciproque, de Jo pour Ic constant.
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Ce rapport, connu sous le nom de loi de réciprocité, peut étre précisé de la fagon
suivante :

Si C, satisfaisant a la condition N.E. pour F' et pour G a la fois, satisfait aux condi-
tions nécessaires (suffisantes) indiquées au tableau précédent pour 'un des problémes,
elle staifait également aux conditions nécessaires (suffisantes) pour le probléme récip-
toque.

En particulier, le conjugué P{ de P; sur Cj est le méme dans les deux problémes.

D) Application au probléme isopérimétrique proprement dit (modifié)

BEtant donné deux points Py et Py (que l'on peut supposer d’ordonnées égales) nous
cherchons la courbe Cj joignant P; a P», de longueur donnée /, c’est-a-dire telle que

JCU :/ /xl2_~_y/2dt:£ G = $/2+yl2
Co

et pour laquelle I'intégrale
Ic = / (xy —ya') dt F =axy —ya’
c

est maxima. (Géométriquement, ceci revient & peu pres a chercher la courbe Cy pour
laquelle Paire comprise entre Cj et la corde P; P, est maxima; je dis « a peu pres »
parce que nous considérons des aires algébriques, tandis que dans le probleme de
géométrie les aires seraient essentiellement positives, ce qui entraine quelques diffé-
rences.|)]

Nous supposons £ > P; Py, sans quoi la sous-classe K serait vide, ou réduite & un
seul élément — le segment Py P, si { = PP, — l'existence de Cj n’est pas assurée
a priori, mais si Cj existe elle ne sera évidemment pas extrémale pour G (puisque
£ > Py P,) et nous devrons le rechercher parmi les extrémales de la fonction :

H=zy —yz' + /22 +y?

L’équation (3) s’écrit ici :

RN
24N Y Y

(Vo)

1 2

roA
r désignant le rayon de courbure des extrémales : celles-ci sont des arcs de cercles (en
principe, une extrémale pourrait étre constituée par plusieurs arcs de cercles pris sur

des cercles de méme rayon mais de centres différents ; mais il ne peut en étre ainsi, le

ou :

probléme étant régulier). Parmi ces arcs, seuls nous intéressent ceux qui joignent P;
a Py directement et sont déterminés par les conditions :

P, P, ‘
— = =sin — 2 >/
37l ssz ||

16/17

17/18
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et peut étre aussi d’autre arcs indirects qui ne satisfont pas a la condition 27 |r| > £.

arc dirsct rc indirect pas & la condition
A GEI A

Pour qu'un de ces

arcs Scit maximant,

18/19 Pour qu’un de ces arcs soit maximal il faut que la condition de Legendre soit satisfaite
(Hy < 0) sur cet arc; il faut donc A < 0 (et alors on a la condition de Legendre stricte) :
A < 0 entraine r > 0, ce qui élimine déja un certain nombre d’arcs.
Passons a la condition de Jacobi; avec le parametre ¢ indiqué par la figure, on
trouve :

2

dont la plus petite racine positive est t = 27; P; est en Py, la condition de Jacobi

2
Alt,w,\) = —)\Zsin% {tcos; —ZSint}

dent 1la plus petite racine positive
nALA

est t =2W; P'; est en P; , la con-

w diticn de Jecobl ne sera pas vérifide

Jz&ﬁ;fﬁrfl(a.b) sur lee arcs irdirects . Il ne reste
e i

qu'un arc possible, Cy ,» direct ; pou:

8tre 8Gr que C, convient, 11 suffit ds

Pt,,a’”"“\;\} constater qu'il satisfait & ls condi-
o 1 ticr de Weierstrass fcrte stricte &
ne sera pas vérifiée sur les arcs indirects. Il ne reste qu'un arc possible, Cy, direct;

pour étre siir que Cy convient, il suffit de constater qu’il satisfait a la condition de
Weierstrass forte stricte; or ici :

E (w0, y0; cos 0o, sin fy; cos 0, sin 6; Ag) = Ag[1 — cos(f — )]

évidemment < 0 (puisque Ag < 0). L’arc Cp résoud [sic] donc le probléme. On obser-

19/20 vera qu’ici les D,, » sont des hélices.
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III.— Méthode directe — Extremum absolu

La méthode directe s’attaque au probléme de 'extremum absolu (dont extremum
relatif fort est un cas particulier). Elle est caractérisée par le fait qu’avant de chercher
Iextremum, elle s’efforce de savoir s’il existe.

Sauf avis contraire, nous continuons a poser le probléeme en paramétrique avec un
parametre ¢ quelconque.

A) Existence de ’extremum absolu @)

Considérons la sous-classe K de K, définie par Jo = J ; il faut d’abord étre assuré
que K existe (n’est pas vide); ceci fait, soit m la borne (inférieure, par exemple) de
Ic dans K : il y aura minimum (conditionnel) absolu si, et seulement si, I atteint
la valeur m dans K.

Si K est un ensemble compact et fermé, il suffira comme on sait, que I soit semi-
continue inférieurement pour qu’il en soit ainsi. On sera assuré que K est compact et
fermé si Jo est une fonctionnelle continue de C' (au sens du voisinage d’ordre 0) ; cela

a lieu par exemple si, les longueurs des C' de K étant bornées, Jo est de la forme :
Jo = / [M(z,y)a’ + N(z,y)y'] dt (M et N continues)
c

Mais la continuité de Jo est exceptionnelle (elle n’est pas réalisée par exemple dans
le probléme isopérimétrique proprement dit). Il faut donc trouver des conditions plus
larges, en nous bornant & supposer (par exemple) Jo semi-continue inférieurement.

Tout revient & ceci : peut-on trouver une suite de courbes Cy,Cs,...,Chp,... de K
tendant vers une courbe Cj, telles que Ic, — m et que :

a) Ic, =m; b) Cp soit dans K

Siles C de K sont de longueur bornée, toute suite C,, de K est compacte et peut étre
supposée convergente vers une courbe Cy ; mais généralement Cy ne sera pas dans K.
On aura (vu la semi continuité inférieure de Jo) Jo, < J = Jg,,.

Dans certains cas, on peut déduire de Cy une courbe C}, appartenant & K : par
exemple, si on a : G > 0 dans A il suffit d’adjoindre a Cy un arc vy de longueur
convenable ayant son origine en « sur Cj et qui sera parcouru dans les deux sens; on
pourra avoir ainsi Jogyy4(—y) = J si Iy (—y) = J—Jc,-

D’autre part, si I est continue ou semi-continue inférieurement, on aura : I, = m;
mais /gy 44(—) Sera généralement # m; sauf toutefois si Iy est de la forme :

Io = /C [M(z,y)a" + N(z,y)y'] dt

3. Pour cette question d’existence, on peut se contenter en ce qui concerne F' et G, d’hypotheses
moins restrictives que celles indiquées p.4.

20/21
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y ayant sor origine en ™ sur G, et qu
X((( 8eras parcouru dens les deux seng ; on
Y ;

pourra avolr ainsl J%+¥+(~X)= i

81 J 1 :-Y-J,‘
‘Co X+{-Y'] - UO

parce que, évidemment :
/ [Mz' + Ny']dt = 0.
Y+(=v)

Rappelons que pour que Jgo soit semi-continue inférieurement, il suffit, G étant > 0
que G1 soit > 0. On a donc :

Théoréme d’existence. Si on a :
a) G = 0; b) G1 = 0; c) F =Mz + Ny
il existe un minimum et un mazimum absolu de Ic dans K (pourvu que K existe).

Ce théoreme s’applique évidemment au probléme isopérimétrique proprement dit.
Ajoutons que M.Tonelli, en perfectionnant ce procédé et d’autres analogues, a établi
de nombreux théoremes d’existence, généralement plus compliqués que celui-ci.

Cas des coordonnées cartésiennes. On a vu, dans la conférence précédente, eu,
au point de vue de la continuité et de la semi-continuité, le cas paramétrique et le
cas cartésien présentent des différences notables : ces différences subsistent, pour les
mémes raisons, dans la théorie de I'extremum lié.

B) Recherche de I’extrémante

Sachant que la courbe Cy qui réalise 'extremum absolu existe, comment la déter-
miner 7 Si on est assuré que I'extremum absolu est en méme temps relatif, et que
la condition N.E. pour G est satisfaite par Cj, on appliquera tout simplement les
méthodes du chapitre précédent.

L’extremum absolu ne sera pas relatif si certains points ou arcs de Cy font partie
de la frontiere de A, ou si Cy est, partiellement ou totalement, isolée dans la classe K.

Précisons ce dernier point : soit M un point de Cy, I' un cercle suffisamment petit
de centre M, coupant Cy en « et 3 : tracons dans I un arc quelconque v joignant «
a [ : si la courbe déduite de Cy par le remplacement de X Xarcaf par v appartient
a K quel que soit v, M est dit d’indifférence. Si tous es points de Cy sauf peut-étre
ses extrémités, sont d’indifférence, Cy ne sera pas isolée dans K.

Quoi qu’il en soit, on peut établir les propriétés suivantes :



(6-E)

LES PROBLEMES ISOMERIMETRIQUES 13

er. & et (3 : tregone dena ' un sre

quelconque X joignant & & P : 81 1la

cocurbe déduite de Cc_ par le remplace-
~~

ment de A p par X appartiernt & K

quel que soit Y , M est &1t d'indiffé-

rence , Si tcuia-l<g pecints de S, sauf
S

Soit ag un arc de Cp, minimante [sic|] absolue de I dans K, dont tous les points,

sauf peut-étre ses extrémités, sont intérieurs & A et d’indifférence :

a) ag est une extrémale de G ou de F' + AG pour A = A\g # 0 (dans le second cas,
la valeur Ag est unique et indépendante de I'arc «y considéré dans Cp).

b) si ag est de classe 1, on a sur o : Hy >0

c) siap est de classe 1, on a sur ap :

E(z, y; cos B, sin fp; cos 0, sin 6; Ag) = 0

C) Loi de réciprocité

La loi de réciprocité peut étre formulée également pour l'extremum absolu ; parmi

les divers énoncés — non exactement équivalents — qu’on peut en fournir, indiquons le

suivant a titre d’exemple :

S’il y a toujours une minimante (maximante) de Ic dans K pourvu que K ne
soit pas vide, si le minimum (maximum) de I dans K est une fonction croissante

(par exemple) de la valeur de Jo dans K, toute courbe Cy minimante (maximante)
pour Ic dans K est maximante (minimante) pour Jy dans la sous-classe des C' pour

lesquelles Ic = I, .-

IV.— Méthode directe de M.Bonnesen
pour le probléme isopérimétrique proprement dit

On se place ici au point de vue strictement métrique. Etant donnée une courbe C
fermée, de longueur limitant une aire .S, on montre que 'on a :

L2
< =
47

24/25
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I’égalité n’étant valable que pour le cercle : ce qui établit bien la propriété maximante
2

L
du cercle. y= [—S] est dit le déficit isopérimétrique de C.
™

1°) On montre qu’on peut se borner & considérer les courbes C' convexes : si C' n’est
pas convexe, son enveloppante (plus petite figure convexe contenant C) a une
longueur L’ < L et enferme une aire S’ > S, de sorte que le déficit de C' est au
moins égal a celui de son enveloppante et si ce dernier est positif, il en sera de
méme de celui de C.

2°) r désignant le rayon du cercle inscrit dans C' (plus grand cercle contenu dans C),
on établit que :

rL— S8 > mr?
L? L 2
ou: — =5 (— — 7')
4
25/26 On établit d’abord la propriété pour un polygone; puis on fait tendre le poly-
gone vers 0.

(on peut raisonner aussi sur le cercle circonscrit).

3°) On prouve que, sauf pour le cercle :

L>
— >
2T

V.— Bibliographie
1° BOLZA Lectures on the Calculus of Variations (exposé simple, mais non a jour,
spécialement pour la condition suffisante de Weierstrass) (Chicago, 1904)

2°) TONELLI Fondamenti di Calcolo delle Variazzioni (Bologne, Zanichellu, tomes
1,1921 et 11,1923)

3°) BONNESEN Les problémes des isopérimeétres (Paris, Gauthier-Villars, 1929).

Notes

1. La bibliographie en fin d’exposé contient les livres de Bolza [Bol04], Tonelli [Ton22, Ton23|
et Bonnesen [Bon29] (dont le titre est beaucoup plus joli que celui annoncé).
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