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Séminaire de mathématiques 16 mai 1938
Exposé 5-K, p. 1 a 12

FONCTION ((s) D’UN CORPS DE FONCTIONS ALGEBRIQUES
DE CARACTERISTIQUE p

par Charles Pisot

Introduction. L’étudel!] algébrique des fonctions algébriques s’est souvent dévelop-
pée par analogie avec la théorie des corps de nombres algébriques. Or quoiqu’elle soit
d’origine bien plus récente que cette derniére, on a constaté souvent que les résul-
tats s’y présentaient plus simplement. On peut donc penser que ’étude algébrique
des corps de fonctions algébriques, outre son intérét propre, peut encore suggérer des
idées pour attaquer les probléemes de la théorie des nombres.

Or, on sait toute 'importance de la fonction ((s) introduite par Riemann dans
I’étude du corps des nombres rationnels, et généralisé[e] plus tard par Dedekind pour
tout corps de nombres algébriques. Ces fonctions sont d’une étude tres difficile et
beaucoup de problémes restent encore sans réponse. La fonction ((s) de Riemann est
définie comme fonction analytique de la variable complexe s par I’expression :

@ =T—5=>

p 1—— =0

lorsque la partie réelle R(s) > 1, p parcourant tous les nombres premiers. On montre
que ((s) est régulier et uniforme dans tout le plan des s, sauf au point s = 1 ottil y a un
pdle simple de résidu +1. Si l'on fixe la partie réelle de s, {(s) est presque-périodique.

La fonction
s(s—1) _s_ /s
([2)(s) = Z5—=m73r () ¢(s)
est une fonction entiére invariante par le changement de s en 1 —s. {(s) s’annule pour
s = —2,—4,...; elle n’a aucun zéro a partie réelle > 1 comme le montre immédia-
tement le produit infini. En exceptant les zéros réels et négatifs, on montre que ((s)

a une infinité de zéros dans la « bande critique » 0 < R(s) < 1 symétriques deux &
1
deux par rapport a la droite R(s) = = et par rapport a ’axe réel. Il n’y a pas de zéros

sur les deux droites limites R(s) = 0 et R(s) = 1 et ce théoréme est équivalent au
théoreme des nombres premiers qui dit que le nombre de nombres premiers inférieurs
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2 C. PISOT

a N est asymptotiquement équivalent a 1 Le nombre N(T') de zéros de ((s) dont

ogN’
la partie imaginaire est comprise entre 0 et T est

1 1+ 2log?2
N(T) = TlogT—%
T

™

T+ O(logT)

1
On sait méme qu’il y a une infinité de zéros sur la droite R(s) = — et que leur

nombre est supérieur a ¢TI, ¢ étant une certaine constante. La célebre « hypothese
de Riemann » consiste & affirmer que tous les zéros de ((s) de la bande critique se

1
trouvent sur la droite R(s) = ok La démonstration de cette hypothese permettrait

d’approfondir considérablement nos connaissances sur les nombres premiers,/? mais
malgré tous les efforts faits dans ce sens, on n’a pas encore pu y parvenir.
Dedekind a généralisé la fonction ((s) a un corps de nombres algébriques k de la

facon suivante :
1 1
@=1T—1 =20
PR

p parcourant tous les idéaux premiers de k et a tous les idéaux entiers. |a| est la
norme de l'idéal a, c’est-a-dire le nombre de classes d’entiers de k différents mod.a.
Cette fonction (s) jouit de propriétés analogues a la fonction de Riemann, son intérét
principal consiste dans la relation qui la lie au nombre h de classes d’idéaux. Rappelons
que l'on dit que deux idéaux appartiennent a une méme classe si leur quotient est
un nombre de k. Le résidu de ((s) au pole s = 1 est alors ah, a étant une constante
dépendant des unités et du discriminant de k. Cette fonction ¢ de Dedekind est encore

plus compliquée que celle de Riemann et on ne sait méme pas s’il y a une infinité de
1
zéros sur la droite R(s) = 3

La fonction de Dedekind nous montre comment on peut passer a une fonction ((s)
relative a un corps K de fonctions algébriques. En effet, ce qui correspond a un idéal,
c’est un diviseur entier. Nous cherchons donc & définir la norme |A| d’un diviseur entier
A de facon analogue a celle d’un idéal. Les entiers du corps devront étre remplacés par
les éléments de K entiers par rapport a A, c’est a dire dont le diviseur dénominateur
ne contient aucun diviseur premier figurant dans A. En particulier, soit P un diviseur
premier de K, u une uniformisante locale correspondant a P, tout élément z de K peut
se mettre sous la forme z = ag + ayu + - -+ ne contenant aucune puissance négative
de u, ag, a1, ... appartenant a une extension k* finie du corps k des constantes de K.
On a alors z = o (mod P) et il y a autant de classes (mod P) de tels éléments z
qu’il y a d’éléments dans le corps k*. Pour que ce nombre ne soit pas infini et que
lon puisse définir convenablement |P| il faudra supposer k* formé d’un nombre fini
d’éléments. 11 faut par suite que k*, et donc k, soient de caractéristique p # 0, et il
suffit que k soit lui-méme formé d’un nombre fini ¢ = p® d’éléments. Si f est alors le
degré (k* : k) de l'extension k*/k c’est-a-dire par définition le degré de P, il y aura



(5-K) FONCTION ZETA 3

¢’ classes (mod P) d’éléments de K entiers par rapport & P et nous conviendrons de
poser

[Pl =¢’
De fagon générale, n étant le degré du diviseur entier A, nous poserons |A| = ¢". Avec
ces conventions, nous définirons formellement

1 1
C(S)ZHﬁZZW

P 1-— < A
|P|

P parcourant tous les diviseurs premiers de K, et A tous les diviseurs entiers.

Ces fonctions ((s) ont été étudiées pour la premiére fois par M.Artin dans sa theése
en 1924, dans le cas ou K était un corps de fonctions hyperelliptiques. Sa définition
non invariante par les transformations birationnelles de K, a été remplacée par celle
que nous venons de donner par M.F.K.Schmidt en 1931 et étendue par la & un corps K

quelconque. Nous allons étudier cette fonction (s) et nous verrons que l'analogie avec
les fonctions de Riemann et de Dedekind est tres grande, tout en étant bien plus simple
que ces derniéres fonctions. On peut d’ailleurs en déduire des résultats analogues pour
le nombre de diviseurs premiers et le nombre de classes de diviseurs du corps K. Mais,
il y a plus, et c’est la un résultat découvert par M.Hasse, dans le cas ou K est de
genre g = 1, on peut démontrer I’hypothese de Riemann et montrer ainsi que tous les

1
zéros se trouvent sur la droite R(s) = 5 La démonstration consiste essentiellement

& établir identité entre un polynoémel®! du second degré, dont dépendent les zéros
de ((s) dans ce cas, et I’équation du second degré vérifiée par un méromorphisme
particulier IT de K, celui qui transforme tout élément de K en sa puissance ¢'®™°. On
obtient ainsi une signification des zéros de la fonction {(s) qui peut nous suggérer des
tentatives semblables dans I’étude des fonctions de Riemann et de Dedekind.

Les diviseurs de K. Pour étudier la fonction ¢(s) nous sommes conduits a exami-
ner d’abord les diviseurs entiers d’un corps K dont le corps de constantes k est de
caractéristique p # 0 et ne contient qu’un nombre fini ¢ = p® d’éléments. Un tel corps
est une extension finie de degré £ du corps des entiers (mod p) et par suite, est parfait.

Le nombre de diviseurs entiers d’un degré n donné est fini.

En effet, soit A = H Pf* un diviseur entier d degré n. Si f; est le degré de P;, on
i
a donc n = Zei fi avec e; > 0. Soit z une fonction de K. Si P; figure au diviseur
i
1
dénominateur de z, — est divisible par P;. Si F; ne figure pas au dénominateur de z,
Z k2
il y a un polynéme c;(z) de k[z] de degré au plus e; f; divisible par P{*. Donc, A divise
1\€
le diviseur d’un élément de la forme (f) c(z) ot e < n et ol ¢(z) est un polyndme en
z

z de degré au plus égal a n —e. Or k n’ayant qu'un nombre fini d’éléments, le nombre
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4 C. PISOT

d’éléments de la forme précédente est fini et par suite aussi le nombre de diviseurs
entiers A qui les divisent.

Le nombre des classes de diviseurs de degré 0 est fini. Nous désignons ce nombre
par h.

Soit encore z une fonction de K et m = (K : k(z)). Prenons n = mm multiple
de m suffisamment grand pour que n > 2g — 2, g étant le genre de K. Le diviseur
numérateur d’un polyndme ¢(z) de k[z], de degré 7 en z, est alors exactement de degré
m-m = n, soit C}, ce diviseur. Désignons par Cy un diviseur de degré 0, le diviseur
CyC,, est de degré n. Comme n > 2g — 2, le théoréme de Riemann-Roch nous apprend
que la dimension de la classe de CyC,, est positive, c’est-a-dire, il y a au /moins un

ou C/,
. . 0%n , L n..
est un diviseur entier de degré n. Il en résulte que Cyy appartient a la classe du diviseur

Cl

Cn

n
ainsi a fortiori du nombre de leurs classes. Nous désignerons par h le nombre fini des

1
élément de K multiple de oo donc dont le diviseur est de la forme

. Or le nombre de tels diviseurs est fini, car C), et C), sont entiers, il en est donc

classes de diviseurs de degré 0.

Les degrés des diviseurs de K sont multiples d’un certain entier d, et lorsque n est
multiple de d, le nombre des classes de diviseurs de degré n est h.

Les degrés des diviseurs sont des nombres entiers il y a donc un diviseur B dans
K dont le degré est minimum, soit d > 0, ce degré. Il en résulte que les degrés des
diviseurs de K sont des multiples de d. Soit alors C,, un diviseur de degré n = md,
le diviseur C,, B~™ = Cy sera de degré 0. Tout diviseur C),, de K peut se mettre sous
la forme CyB™, B étant un diviseur fixe, ce qui démontre la deuxieme partie de la
proposition.

T
-1
Le nombre des diviseurs entiers d’une classe £ de dimension r est q T
q—

Soit A un diviseur entier de la classe £, par hypothese le module des éléments z de
K multiples de A™! est de dimension 7, c’est-a-dire, on a z = A\1z1 + - - - + A2, avec
A; dans k. Il y a donc ¢" — 1 tels éléments identiquement nuls. Or, avec z, les éléments
Az, et ceux-la seulement, ont méme diviseur, A étant un élément non nul de k. Il y a

T

donc diviseurs entiers dans la classe £ donnée.

Etude analytique de la fonction ((s).

¢(s) est une fonction analytique et réguliére dans tout le plan des s sauf auz points 0

211 h
0

et 1 (mod —— ) ou elle a des pdles simples avec les résidus respectifs — ———————
6 lqu) (¢ —1)logq?

et . Elle est périodique de période

(g —1)g9tlog¢? log ¢4
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1
Dans la formule ((s) = Z W ou A parcourt tous les diviseurs entiers de K, nous

allons faire la sommation en groupant les A d’abord par degré et ensuite par classes.
Nous désignerons par £,, une classe de degré n et de dimension r,,. En tenant compte
de ce qu’il y a h classes d’'un degré donné, on aura :

o qrdn71 1 grin 1
(-3 (T ) - 2 (D)
a1 q—1 " g—1 q % —1

dn=0 dn=0 \Lgn

lorsque R(s) > 1. Les diviseurs des différentielles de K sont de degré 2g — 2, donc
2g—2 est multiple de d. Or si dn > 2g—2, le théoréme de Riemann-Roch nous indique

1
que rg, = dn — g+ 1. La série g W converge donc pour R(s) > 1 et on a :
A

2972 el dn—g+1

1 q g9 h 1

C(S) (Z dns) Z dns + —ds
4= ¢-1 dn=0 \Lgpn -1 dn=2g—2+d q q—1q -1

1 h o ¢! 1 h 1

qu) qg—1 q2(g71)s qd(sfl) —1 + qg—1 qfds -1

¢s)=v(

1 1
ol U(@> est un polynéme en — de degré 2g — 2. Le théoreme annoncé s’en déduit
q q

immeédiatement. 1
Comme la série z W converge pour R(s) > 1, et représente ((s), il en est a
A
1
fortiori ainsi pour le produit H — Nous en déduirons le théoremes suivant :
P 1l——
Pl

Le corps K contient des diviseurs de degré 1, c’est-a-dire d = 1.

En effet, soit &* une extension de degré d de k. k* aura alors ¢% éléments. Soit
K* = Kk* le corps de fonctions algébriques correspondant. Comme le degré f de
tout diviseur premier P de k est divisible par d, le corps des restes o de k (mod P)
contiendra un corps isomorphe a k*. Dans l'extension de K a K*, o deviendra une

somme directe de d corps de degré i sur k*, donc P se décompose dans K* en d

d
i
diviseurs premiers P de degrés g On a ainsi |[P}| = (¢%)? = ¢/ = |P| et la formule
1
s) = —— montre que s) = s)| - Or les poles de §) sont aussi
¢t : ¢t ¢()]". Or les poles de ¢* i
Pl
| P]

simples, donc d = 1.
La fonction q9=Y5¢(s) est invariante si on change s en 1 — s.

Prenons d’abord le cas du genre g = 0, alors h = 1; en effet, il n’y a pas de
différentielle entieére et r, = n + 1, donc la dimension d’une classe de degré 0 est 1.
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6 C. PISOT

Par suite, il y a un élément de K, multiple de tout diviseur de degré 0, c’est-a-dire
10/11 dont le diviseur est précisément le diviseur de degré 0 considéré. On a donc

oo

n+1
q -1 1 n
CO(S):Z q—1 ns 21+Q+ Q)

I
]

.
)
Mg =
S ot
_|_

I

M8
% —_
[M]8
%»Q

Sous cette forme 'invariance de ¢~*(y(s) par la transformation de s en 1 — s est en
évidence.
Soit maintenant le cas g > 1. On aura :

1 h (g—1)(1-s) (g—D)s
(9-D)s(g) — ol9-1)s (7) a q
q ¢(s)=q U <) T {q_(l_s) St

1
L’invariance en question est en évidence sur le crochet. Dans le polynéme U (—S) elle
q

résultera du théoréme de Riemann-Roch. Désignons par £/, la classe complémentaire
de £, par n’ son degré et par r], sa dimension. Le théoréme de Riemann-Roch nous

apprend que r, = rl, +n — g+ 1 avec n +n’ = 2g — 2, ou sous une forme plus
/

11/12 symétrique n —g+1=—(n"—g+1) et r,, — g =7 — 5 On a

n

(g-Dspr( L gl L2 g g7 = g
9715 _— = = —_—
wu(d) = S (S ) (S )

ce qui démontre 'invariance, le changement de s en 1 — s faisant passer d’une classe

a la classe complémentaire.

Les zéros de ((s). La fonction ((s) ne peut s’annuler que dans la « bande critique »
définie par 0 < R(s) < 1
L’invariance de q(-"_l)s(s) par le changement de s en 1 — s montre que les zéros de

1
¢(s) sont deux & deux symétriques par rapport a la droite R(s) = 3 11 suffit donc de

| —

1
considérer le demi-plan R(s) > —. L’expression ((s) = H <1> montre que
P\l — —
14
C(s) # 0si R(s) > 1. Il en résulte donc aussi que ((s) # 0 pour R(s) <0
Le fait que ((s) # 0 pour R(s) = 1 se démontre comme pour les fonctions ¢(s) de
la théorie classique. Pour une fonction analytique f(z) on a :

lin e 200

= ordre de f(z) en z.
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€ et t étant alors des nombres réels, € > 0, et k un entier positif, on peut écrire :
¢('(1+¢) c’(1+z’kt+a)] B

C(I+¢) C(1+ ikt +¢)

Ak étant Dordre de la fonction ((s) pour s =1+ ikt. Or

log ((s Zlog ( #) Z Z \P|ms

En posant s = ¢ + it il vient :

%[g((;))} - _%[ 3 Zl|0§||"1;|} [ Z 0g|P| cos mtlog|P|)}
m=1 P IS

On peut donc écrire :

hmeﬁ?[ ] =—1et lii%esﬁ[

m=1

3 1 ) d log|P| /3 1
5—2/\1—5)\2—?2%6{ Z|P|(1+e)( —|—2cos<pm+§c05290m)]

m=1 P

ol ¢, = mtlog|P|. Or

3 1 ,
3 + 208 Yy, + §c052<pm =(142cospm)° =0

3 1
donc : 5—2)\1—5/\2 >0
Si alors ((s) avait un zéro pour R(s) = 1, en vertu de la périodicité il y aurait aussi

un zéro 1+t tel que 0 < t < 1777 Si alors le point 14 2it n’est pas un pole, on aurait
0gq

Ao = 0 et Ay > 0, ce qui est impossible. D’autre part, si 1 + 2it est un pdle, le point
1 — it conjugué de 1 + it coinciderait avec le point déduit de 1 + 4t en retranchant la
i)
période oz g’ ce serait donc un zéro double de ((s) et A; = 2, Ao = —1. On voit qu’il
0gq
y a encore impossibilité.
Jusqu’ici la théorie exposée de la fonction ((s) est tout a fait analogue a la théorie
des fonctions ¢ classiques. Nous allons maintenant développer d’autres résultats et
nous commencerons par démontrer le fait suivant :

On a ¢(s) = Co(s)L(s), Co(s) est la fonction ¢ correspondant au genre g = 0 et

L(s) un polynéme en — de degré 2g de la forme suivante :
q
Ni—(g+1 9
M-lgrl), 1
q q-9°
Nj est le nombre de diviseurs entiers du premier degré de K (ce sont des diviseurs

L(s)=1+

premiers).

En effet, on a :

12/13
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8 C. PISOT

En multipliant par

2g9—2 r -1
$(e) = q—1 7;) (;qns) MRS e s Ry e

1
on voit bien que l’on obtient un polynéme L(s) en — de degré 2g. Le coefficient du
q

1 h
terme @ est . z 1 Z g — 1qg. Or si L2542 est la classe des différentielles,

14/15 T9g_9 = ¢, tandis que pour les h — 1 autres classes L24_2, On a 724_2 = g — 1. Le
coefficient cherché est donc

q -1
94 (h—1 91 _p — 9
1 +( )q_lq 1 ¢

D’autre part

ce qui, avec la formule :

Gols) ¢
donne 'expression indiquée pour L(s).
Enfin ¢l9=13¢(s) et ¢~*(o(s) sont invariants par la transformation de s en 1 — s.
Il en sera donc de méme pour ¢9°L(s), d’olt une certain symétrie dans les coefficients
de L(s). Comme (p(s) # 0 quel que soit s les racines de ((s) = 0 sont celles de
L(s) = 0. Si I'on pose alors z = ¢°, ¢?9°L(s) devient un polynome

P(z) = 2% — [Nl —(q¢+ 1)]2’29—1 + -+ ¢9 de degré 2g en z.

Nous désignerons ses 2¢g racines par w, = ¢”. ((s) = 0 admet donc dans la bande
critique 2g séries des racines les racines d’une série se déduisant de I'une d’elles par la

i
. Comme on ne peut avoir ni £(s) = 0, ni N(s) = 1, on aura pour toutes
0gq

1
les 2¢ racines 1 < |w,| < ¢. Il y a donc un exposant 3 <6 < 1 tel que |w,| = ¢% donc
15/16 tel que 1 — 6 < R(s) < 6.
On a en particulier

période

29
M= (g+1)==) w, doit [N —(q+1)|<2g¢".
v=1

D’autre part en calculant les résidus de ((s) aux pdles s = 0 et s = 1 avec la forme

29
1
Co(s)L(s) (L(s) = =3 H(qs - wl,)>, et en les égalant aux valeurs trouvées plus
q ’ v=1

haut, on obtient :
29 29

n=Tl0-w= 2 IJa—w)

v=1 v=1
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Ces deux formules relient les deux nombres h et Ny, caractéristiques de K, aux zéros
de sa fonction ((s).

Fonction C(T)(s) de I’extension K" = Kk(") de k de degré r. Le corps k(")
contiendra ¢" éléments. Soit P un diviseur premier de degré n de K et soit d le
p.g.c.d. de n et de r. Posons n = dng, 7 = drg, ng et rg seront premiers entre eux.
Le corps des restes de K par rapport a P est une extension de degré n de k, il se
décompose en somme directe de d corps de degré ny dans I’extension K. Donc P
se décompose dans K" en d diviseurs premiers P;, chacun de degré ng et on aura
|P;| = (¢")™ = |P|™ car |P| = q" et nro = rng = drong. On a par suite :

0 ) = (- )’

i

Or désignons par ¢ les racines r'®™es de 1'unité, alors

n

[H0-)- (L)

d’ou
1 em 1
H(l—w) :H(l—qm> =H<1—10g5>
P; ¢ € qn(s_ )
log q
Mais € = €?™/" p=0,1,...,r — 1, on en déduit :
. 2mip
=T 22
() Ef 5= TTogq

271,
Par suite les racines se déduisent des 2g racines de L(s) par la période ] qui est
rlogq

T
Toed’ elles sont donc aussi connues. En particulier, elles
0gq

sont dans la bande 0 < 1 — 60 < R(s) < 0 < 1 et est indépendant de r.[4]

la, ri¢™me partie de la période

Hypothése de Riemann dans le cas du genre g = 1. L’étude précédente nous a
montré que pour étudier les racines de ((s) = 0, on pouvait prendre comme corps de
constantes k une extension finie quelconque du corps des entiers (mod p). Désignons
d’autre part par K un corps de fonctions algébriques dont le corps de constantes k est
algébriquement fermé, mais est toujours de caractéristique p. k contient alors une in-
finité d’éléments. Dans la derniére conférence, ot I'on trouvera les démonstrations des
faits utilisés, on a vu que si K est de genre g = 1, il existait dans K une multiplication
complexe, c’est-a-dire des transformations ), de K en un sous-corps K y laissant fixe
un certain diviseur premier O de degré 1. On dit que A est alors un méromorphisme
normé par rapport a O de K. L’ensemble de ces méromorphismes A est isomorphe a
un ordre, soit 1°) de l’ensemble des entiers rationnels, 2°) de I’ensemble des entiers
d’un corps quadratique complexe, 3°) d’une algébre de quaternions. Dans chacun de

16/17
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10 C. PISOT

ces cas \ vérifie une équation A\? — uX + v = 0, ol u est aussi un méromorphisme
normé et v = N(\) est le degré de I'extension K /K .

Si 1, ,y est un base du module des multiples de O~3 telle que le diviseur dénomi-
nateur de z soit O2 et O3 celui de y, on aura K = k(z,y) et cette génération de K est
dite normée par rapport a Q. Soit f(x,y) = 0 '’équation reliant x & y, ses coefficients
seront dans un sous-corps de k & un nombre fini d’éléments, et c’est ce sous-corps que
nous prendrons pour corps k. Nous désignons par K le corps algébrique, dont k est
le corps de constantes, et par ¢ le nombre des éléments de k.

La classe des différentielles de K est de dimension g = 1, c’est-a-dire le rapport

de deux différentielles entieres de K est une constante de k. du = ny) est une
différentielle entiére et un méromorphisme A la transforme en une diffyérel’ltielle ey du
ol ¢y est dans k. On démontre alors que Cx,n, = Cx,Cx, €6 Crj4n, = CA, +Cy, et
que d’autre part la condition cy # 0 est équivalente au fait que I'extension K /K est
séparable.

Soit alors II la transformation de K obtenue en remplacant chaque élément de K
par sa puissance ¢®™°. On obtient ainsi un corps K = K" contenu dans K et II
laisse O invariant, donc II est un méromorphisme normé de K. On voit facilement
que l'extension K /K n'est pas séparable et que son degré est ¢. Il en résulte que
e = 0, et que II vérifie une équation II1? — /II + ¢ = 0. Désignons alors par II le
méromorphisme conjugué normé £ — II et posons Q(z) = 22 — 2z +q = (2 —II)(z — ).
D’apres la définition de II, I est échangeable avec tout méromorphisme normé A de
K, donc si IT # II, II est un entier quadratique complexe. Les racines de Q(z) = 0
sont donc toujours de méme module q%.

Montrons maintenant I'identité de Q(z) et du polynéme

P(z)=2"— [N1—(¢+1)]z+¢

qui provient de {(s). L’hypothése de Riemann sera alors démontrée, et cela, d’apres la
remarque de tout & I’heure, quel que soit le corps de constantes fini k. Pour démontrer
cette identité il suffit de montrer que Q(1) = P(1).

OnaQ(1) = (1-I)(1-I) = N(II-1). Oreg = 0 et ¢; # 0 donc ep—1 = ep—cy # 0
et I'extension K /K1 est séparable. On montre que dans un tel cas, N(II — 1) est
aussi le nombre de solutions de (IT — 1)P = O, c’est-a-dire le nombre de diviseurs
premiers P de K transofrmés en O par le méromorphisme IT — 1.

D’autre part, P(1) = N; est le nombre de diviseurs premiers de degré 1 de K,
c’est donc le nombre des diviseurs premiers de K de degré 1 qui sont déja diviseurs
premiers de K. Orsion a x = a (mod P) et y = b (mod P) ol a et b appartiennent a
k et oit P est un diviseur premier de K, on a f(a,b) = 0. On montre que la réciproque
est vraie, c’est-a-dire & tout couple (a,b) de constantes de k telles que f(a,b) =0 on
peut associer un diviseur premier de degré 1, P de K et un seul pour lequel z = a
(mod P) et y = b (mod P). D’autre part, si (Aa, A\b) est le couple correspondant aux
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transformés Az, Ay (mod P) de z, u, par un méromorphisme normé A, le diviseur
premier correspondant a (Aa, Ab) est le transformé AP de P par \. Si alors P est
diviseur premier de K, le couple associé (a,b) est dans k, et par suite a = a?, b = b9,
donc (a,b) = (Ila, wb). Il en résukte que P = IIP, et en vertu de la loi d’addition des
méromorphismes normés (I — 1)P = O. Il y a donc exactement autant de solutions
dans K de la relation (I — 1)P = O, ce qui démontre 'identité associée et par suite
I’hypothese de Riemann.
En particulier, on peut identifier formellement les deux séries de zéros

2mim I 2mim

P =p+ (m=...,-2,-1,0,1,2,...)
log ¢

aux deux méromorphismes II et IT par les formules

wlzq”l:HetwgzqP”:ﬁ
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Notes

1. Les articles cités dans la bibliographie finale sont ceux d’Emil Artin [Art24a, Art24b] et
de Friedriech Karl Schmidt [Sch31] et bien str ceux de Helmut Hasse [Has34] et [Has36].
2. Quarante ans plus tard, André Weil déclara plus ou moins l'inverse & Pour la science :

Or T’hypothése de Riemann n’est pas un point isolé des
mathématiques, mais au contraire, constitue un verrou de la
théorie des nombres. Pour la démontrer, il faudrait d’abord
mieux connaitre, et par conséquent faire progresser la théorie
des nombres.

(Cité dans [Audll, p. 666].)

3. Sauf erreur ou omission, il s’agit du premier polynéme avec accent dans le séminaire. Nous
avons vu polynome employé par Delsarte (archives Bourbaki, exposés 2-D et 2-I), Dieudonné
(1-D), Elie Cartan (1-F), Henri Cartan (4-B), Weil (1-H, 1-I, 2-J), Dubreil-Jacotin (4-I),
Dubreil (5-H), Chevalley (4-K, 5CD), et Pisot lui-méme (5-E).

Deux mots sur ce point minime d’orthographe : « nome » vient du latin nomen (nom,
terme) par le mot binome. Il n’y a aucune raison grammaticale ou étymologique de le munir
d’un accent circonflexe. Il en est pourtant affublé depuis 1798, pour des raisons de pronon-
ciation (« marquer la longueur de la voyelle et la protéger contre 'ouverture ») par analogie
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avec d’autres mots savants, d’origine grecque, comme symptéme. On trouve polynéme, avec
accent, dans la littérature mathématique, y compris manuscrite, bien avant le séminaire Julia
(par exemple, dans les lettres de Fatou citées dans [Aud09)])... mais, par exemple, André Weil
a écrit tres systématiquement polynome (1)... et a méme réussi 4 le faire passer dans certains
de ses articles imprimés (mais pas dans tous).

Cette note a été rédigée grace a l'aide de Bernard Cerquiglini (auteur de [Cer95]) et des
articles « nome » ; « binome » et « polynéme » du Trésor de la Langue francaise.
4. La encore la syntaxe n’est pas claire.
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