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ALGEBRES DE MATRICES

par Jean Dieudonné

A. Définitions. Anneaux de matrices

1.— Matrices. Soit o un anneau!!! ayant un élément unité. Une matrice de cet anneau
est un tableau de mn éléments de I'anneau :

11 12 ... O1m
A= Q21 22 ... Q2m _ (Olu)
Ap1 Op2 ... Opm

Une matrice est nulle si tous ses éléments sont nuls.
Soient deux matrices A et B ayant chacune le méme nombre de lignes et de co-
lonnes. On pose :

A+ B = (ayj + Bij)
Si A est un nombre de o, le produit AA est défini par :
A = (Aj) et de méme AN = (ay;\)

Enfin, soient A et B deux matrices telles que le nombre des colonnes de A soit égal
au nombre de lignes de B. On appelle alors produit AB la matrice

C = () M Yt = Y aniBBik

K2

Toutes ces définitions s’expliquent d’elles-mémes quand on considére une matrice
A comme définissant une substitution linéaire :

m
ﬂ:Zaijvj (i=1,...7n)
j=1

Une telle substitution peut d’ailleurs elle-méme s’écrire
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2 J. DIEUDONNE

Ui U1

U2 V2
U=AY ou U= . Y =

Up, Up,

On déduit immédiatement des définitions les régles suivantes :

A+0=A4
A+ (B+C)=(A+B)+C
MA+B)=)A+)\B
(A+ B)A= AN+ B
A-BC=AB-C
A(B+C)=AB+ AC
(B+C)A=BA+CA
lorsque les opérations effectuées ont un sens.

Dans la suite de cette conférence, nous ne considérerons plus que des matrices?
carrées d’ordre n.

2.—.Toutes les matrices carrées d’ordre n dans un anneau 0 forment un anneau, l’an-
neau de matrices complet (ou total) sur o.
Cet anneau admet o comme domaine d’opérateurs a droite et a gauche. Posons :

0 ... 0

eij=\|... 1 ... ] [le1estsurlaieme ligne et la jéme colonne]
0 ... 0

On peut écrire toute matrice sous la forme :
A= (o) =) ayeg =) eijay;
2/3 et inversement. On n’a A = 0 que si a;; = 0 quelque soient ¢, j. Les e;; sont dits

éléments de base de 'anneau de matrices par rapport a o.
D’apres la régle de multiplication des matrices, on a :

eijeny =0sij #h
€ij€jk = Cik

L’anneau de matrices admet un élément unité, la matrice :

1=(101 ... ...... =e11 +ex+- -+ enn
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3.—. Supposons maintenant que o soit un corps K. On désigne alors 'anneau de
matrices d’ordre n sur K par K,.

Théoréeme I. K, est un anneau simple, c’est dire qu’il n’existe pas d’autres idéauz
bilatéres que (0) et K,, lui-méme.l)

En effet, si a est un tel idéal et a un élément # 0 de a on a :
a = E Q5€45
ij
soit maintenant vy, 7 0, a contient aussi :

-1
a/\ﬂehxaeuk = €pk

quels que soient h et k, donc a = K,
Montrons que K, peut étre décomposé en une somme directe d’idéaux a gauche
minima. Il est facile d’avoir ici une telle décomposition :

01 = (e11 +e21 + -+ ep1) est un tel idéal.

En effet :

0 sik#£i
kil = ] _ donc epre;1 € £y
ep1 sik=i1

par suite aussi :

xl1 C £1 quel que soit z € K,
D’autre part ¢; est minimum, car si a € ¢1 et a # 0 soit a = Zaieil et siay #0,
contient aussi i

a;lema = ep1 quel que soit h.

Donc tout élément a de ¢; engendre tout 1'idéal, ce qui montre que ¢; est minima.
Méme raisonnement pour :

by = (e1x[+]eak[+] - [+]enk)
d’ott il suit que :
anél@€2@"'@én

somme directe de n idéaux a gauche.
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4 J. DIEUDONNE

B. Théoréme fondamental de Macclagan [Maclagen]-Wedderburn

4.—. L’intérét des anneaux de matrices réside dans le théoreme fondamental de
Macclagan-Wedderburn : Toute algébre simple est isomorphe d un anneau de
matrices sur um corps.

(Rappel de la définition d’une algebre simple : anneau sans radical satisfaisant a
la condition minimale pour les idéaux a gauche, et n’ayant pas d’autre idéal bilatere
que 0 et 'anneau lui-méme).

La démonstration que nous allons donner, diie [sic] & Artin et non publiée, se fait
en deux étapes.

5.— Premiére partie de la démonstration.

Définition. Un anneau o avec élément unité est dit posséder un systéme d’unités
matricielles e;; (1,7 =1,2,...,n) siles e;; sont dans o et satisfont aux conditions :

eijere =0 sij#k
@ €ijCjk = Cik
1

e11 + e+ -+ énpn

Théoréme. Siun anneau possede un systéme d’unités matricielles e;; il est isomorphe
a lanneau des matrices d’ordre n a coefficients dans le sous-anneau R de 0 composé
des éléments de o permutables avec tous les e;;.1)

Formons les éléments de K. Soit 2 € 0. Posons :

E €i1Teq;
i

Yejr = €j1Te1k = €5kY

y(z)

Donc y € K. Inversement, si y € K on a :
Z €i1Ye1i = Z €Yy =Y
i i

Ceci posé, a x € o faisons correspondre la matrice a coefficients dans R

T = (aij) Ol\l aij = y(euxejl)
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D’autre part,
ylerizejr) = Ze,\ixejA
A

! / /
Donc  y(eza’ejr) = E exizr'ejy = E exiTeprer ey
Ap

A
=D ylevwe)y(era’en)
m

et par suite z2’ = T2’ 5/6
Inversement, soit M = (a;;), une matrice de I'anneau des matrices sur K. Il existe
un seul élément = de o tel que T = M. En effet, si on écrit ’équation :

> " exi - wejn = ai;
A

on en tire
aijeij = e“-xejj
E Aij€i5 = E €iiT€j; = T
ij ij
Donc x — T est une homomorphie.

6.— Deuxiéme partie de la démonstration. Soit maintenant & une algebre
simple. Nous allons former un systéme d’unités matricielles dans &. D’apres le ler

(3]

théoreme de Macclagan-Weddeburn,'®) elle se décompose en une somme directe de n

idéaux a gauche minima.

&= Ge

avec €;€;

Nous poserons
Gij = 61663‘

C’est un module de &. (C’est méme un sous-anneau, mais si ¢ # j le produit de deux
nombres quelconques est 0).

Nous aurons a envisager des produits de modules. Il est clair, de fagon générale,
que si M et N sont deux modules d'un anneau o, les sommes de produits > af, 6/7
a €M, B € N définissent un nouveau module qu’on désigne par M. Ce produit est
associatif et distributif.
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a) Etude de G;;. D’une fagon plus générale, soit G un anneau, e un idempotent de &,
et considérons la module eGe qui est évidemment un sous-anneau de &, et n’est pas
nul puisqu’il contient e = e # 0. e est d’ailleurs unité de eGe.
Soit tv un idéal a gauche de eGe. On a
v = etv = e
d’ou G = Gew
et eGw = eGet = v
la correspondance 1w = Gto est donc biunivoque. Donc, si G satisfait a la condition
du minimum (ou du maximum) pour les idéaux a gauche, il en est de méme de eGe.
De plus,
Gw? = G - eGw = G - G = (Gw)?
donc, st & est semi-simple, eGe est aussi semi-simple.
Supposons maintenant que Se soit idéal a gauche minimum. On a :

G = Gwe C Ge

Donc
G =0 o =eGw =0 ou G = Ge o = eGe

Donc, les seuls idéaux a gauche de eGe sont 0 et eSe. Par suite eGe est un corps,
car, si 'on considére un élément a de eSe, I'idéal a gauche engendré par a est # 0
donc est identique a eGe. Par suite, il existe un b tel que ba = e, b C eGe

Autrement dit, il existe un inverse & gauche et une unité, donc eGe est bien un
corps R.

Construction des e;;. Supposons maintenant & simple. On a
Gijij = ei66j66k

Mais Ge;6 est idéal bilatere dans &, et différent de 0, puisqu’il contient e? =e; #0,
donc est =6

Gijgjk = Gik Giij,z = eiGGjekGGZ =0 (] 7& /f)
On a: 8 #0. Donc, 6;;6;; = 6;; # 0 et par suite &;; # 0 quels que soient e et j.

Posons e; = eq7. Choisissons dans &;; (i = 1,2,...,n) un élément e;; # 0. On a
ei1 € €,6e
ou €;1 = e;eq

Donc, eje;1 = e;aer =€
667;67;1 = 661‘1 7é 0
De plus, Ge;1 = Gejae; C Gey
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et Ge;p est idéal a gauche dans &, donc :

66“ = 661
Geieil = 661 6166i €1 = 61661 = 611

ou Gyse1 = 61y
Il existe donc dans &q; un eq; tel que

€1i€;1 = €11

Posons e;; = e;1e1;
On a €ij € 67;161j = Gij
Puis (j # k) ejjene € 6,61 =0
€ij€jk = €41€15€51€1k = €41€11€1k
Mais e;1e11 = e;ae1; = €41
Donc e;jer = e

Par suite % = e;;
et comme e;; € G;; le seul idempotent du corps &;; est e; donc e;; = e; et par suite :
Il=enn+en+--+em

Les conditions (I) sont toutes vérifiées. D’apres le théoréme d’Artinl® & est iso-
morphe a l'anneau des matrices d’ordre n sur le sous-anneau K& des nombres de &
permutables avec les e;;. Ici, il est facile de voir que £ est isomorphe a &1, donc est
un corps. En effet, si :

yeRC S  y=enye1 €611

et & yy' correspond ¥y, Ay + vy, y+ 7.
D’autre part, on a pour tout y C &1 en résolvant :

Y = enyer

On en tire Y enTer; = Y. eayer; = y.exy = y et la valeur de y obtenue est bien
dans K. Donc il y a bien isomorphie entre K& et G1; ce qui démontre completement le
deuxiéme théoréme de Wedderburn. Le centre 3 de & est contenu dans & d’apres la
définition de R.

En résumé, la recherche de la structure des algebres semi-simples est ramenée,
grace aux théoremes de Wedderburn, a celle des corps gauches.
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C. Systémes hypercomplexes

7.— Définitions. Soit P un corps commutatif. On appelle systéeme hypercompleze sur
P un anneau o qui est un P-module et dont les éléments sont permutables avec ceux
de P; autrement dit,

0o=bP+byP+---+b,P

tout élément de o ayant la forme
a=MAby + Aaby 4+ -+ A\pby, = 01N b Ao + -+ b A,

avec A\; € P et les b; étant linéairement indépendants par rapport & P (si a = 0,
A; = 0 quel que soit ).
n est le degré par rapport a P de o, les b; formant une P-base. Tout systéme de
n formes indépendantes en b; est une autre P-base de 0. La loi de multiplication des
b; donne celle de tous les nombres de o. Elle doit seulement satisfaire a la condition
d’associativité :
(bA ’ bu) by =0y - (bu ' bV)

8.— Produit de deux systémes hypercomplexes. Soient

01 :b1P+b2P++me

09 :clp+02P+~~~+cnP

deux systemes hypercomplexes sur P. On appelle
01 X 09 = Zb)\C#P
Ap

leur produit.”) C’est un systéme hypecomplexe ayant pour base les bxc, et ou les by
sont interchangeables avec les ¢,

bacubyc, = (baby) - (cucy) = (cucy) - (baby)
Tout élément du produit 07 X 09 s’écrit
D aababy =Y Wby = bady b, €01, €0y
et inversement. Donc v; X vy est indépendant des bases choisies. On a :
01 X 09 = 09 X 07 (01 @ 02) X035 = 01 X 03D 02 X 02 01 X (02X 03) = (01 X 02) X 03

Comme cas particuliers de systémes hypercomplexes figurent les surcorps finis
(commutatifs ou non) de P. Si A est un tel surcorps on a :

(1) 01 X A = by A+ boA + -+ by A = Aby + Abs + - -+ + Aby,

au lieu de 0 x A on écrit aussil® 0,. La définition (1) s’applique encore lorsque A est
un corps infini. On désigne encore 'anneau obtenu par oy ou 0 X A (ce qui n’est plus
un systéme hypercomplexe sur P).
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Un systeme hypercomplexe ou un produit de tels systémes satisfait toujours aux
conditions maximale et minimale.

9.— Systémes semblables. Soit & un systeme simple, R le corps formé des élé-
ments de & permutables avec les e;; et P le corps premier contenu dans & (ou plus
généralement un corps commutatif de £), on peut écrire :

G=Rx P,

Tous les systemes simples pour lesquels les corps £ correspondants sont isomorphes,
sont dits semblables. Si & et &’ sont deux tels systémes, on écrit :

S ~¢&

En particulier, on a & ~ &

La notion de produit de systemes hypercomplexes permet d’établir dans quelle
mesure la structure d’un systéme simple & dépend de celle du corps correspondant £,
en étudiant la maniére dont se modifie & quand on remplace & par un surcoprs X
de K, autrement dit quand on fait le produit & x X

On est donc amené a étudier les produits de systémes simples. On obtient les ré-
sultats suivants :

10.— a) produit de deux corps commutatifs S et ¥ sur P (& fini). Si & est de
plus séparable (ses éléments racines d’équations irréductibles dans P et sans racines
multiples) soit © un élément primitif de & (& = P + PO + --- + PO 1), o(z) le
polynome irréductible de P[z] dont © est une racine. Si ¢(z) se décompose dans X[z]
en r polynomes irréductibles 1,...,p,, & X X est la somme directe des r surcorps
de & engendrés par les racines de ces polynomes.

Si & n’était pas séparable, & x ¥ pourrait avoir un radical.

11.— b) Produit d’un corps non commutatif G de degré fini par rapport a
P par un corps commutatif >. On suppose que le centre 3 de & est un surcorps
séparable de P.

Le centre de & x ¥ n’est autre que 3 x 3. En effet, supposons d’abord ¥ fini par
rapport a P. Alors,

YX=01P+ ---+0,P o0; P-basedeX
etExX=06+---4+0,6
Soit @ un élément du centre de & x X
a=o01uy + -+ opup u; C S

a doit étre commutatif avec tous les éléments de & x ¥ en particulier, avec tous les
éléments de &. Si v € G est quelconque, on doit avoir :

o1uU1v + -+ opupv = o1vu + -+ op VU,

11/12
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d’oll u;v = vu; quels que soient 7 et v donc u; € 3, a € 3 x X. Inversement, si a est
un nombre quelconque de 3 x X, soit

IxET=5X+ -+2,% z; P-base de &
a = 2101+ 2,0,
alors si v = ojuy + -+ - + o ug u; P-base de &

est un nombre quelconque de & x ¥, on a évidemment

/ !
av = E O'iO'jZi’LL]': E UjO'i’LLjZi:’U(l

Soit maintenant ¥ infini algébrique sur P. Soit a un élément du centre de G x .
On peut écrire
4 =u o1 + -+ uuoy u; P-base de &
Mais o4, ...,0, engendrent un corps fini algébrique sur P, soit ¥; (P C ¥; C X).
Soit Aq,..., A, une P-base de ¥;. On peut écrire :

a=Av+- -+ Ao, v; €6
et on montre comme ci-dessus que
aC3XYLC3IXXT

et inversement, la démonstration ci-dessus établit que tout nombre de 3 x X fait partie
du centre.

On montre ensuite (Voir Van der Waerden, BD.II, p.175) que tout idéal bilatére de
S x X est engendré par un idéal bilatére de 3 x X, c’est & dire que si a est un idéal
bilatere de & x X, il existe ¢ nombres ¢, ls, ..., ¢, de 3 x X tels que a = (41,4, ..., 4,)
(tout nombre de a est de la forme ¢161 + - - - + £404, 64 € 6)

Si un idéal bilatere est simple dans & x X, I'idéal correspondant de & x ¥ est aussi
simple et inversement.

Cela étant, & x ¥ n’a pas de radical, sans quoi, le radical, étant bilatere, serait
engendré par un idéal bilatére nilpotent de ¥ x &, ce qui est impossible d’apres a).

Donc & X X est semi-simple. D’apres a) son centre 3 X 3 se décompose en une
somme directe de  (r < n = degré de 3 sur P) corps commutatifs sur . Donc & x X
se décompose en une somme directe de r algébres simples.

En particulier, si 3 = P, r = 1, & x X est une algébre simple isomorphe a un
anneau complet de matrices dans un corps K 2 3 de degré fini sur 3.

Si on prend, en particulier, pour ¥ le corps Q algébriquement fermé sur P, R est
un corps (gauche) de degré fini sur Q; mais un tel corps est nécessairement = ), car
si x est un de ses éléments, on a

x:/\1a1+~-~+)\pap A CQ
x satisfait a une équation de degré p + 1 a coeflicients dans €2,

f(@) = apz?™ + a1z + -+ apr =0
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non tous nuls. Mais f(x) se décompose en facteurs linéaires dans 2[z] et comme 8
n’a pas de diviseurs de 0, x annule un de ces facteurs, donc est dans Q.

Donc, & x §2 est une algebre de matrices d’ordre m a coefficients dans 2. Son degré
sur  est donc un carré m2. Comme c’est aussi le degré de & sur 3, on voit qu'un
corps gauche a toujours un degré carré parfait par rapport a son centre. m est I'indice
du corps.

12.— ¢) Produit de deux corps gauches finis S et X de centres 3 et 3’ (3,
3’ séparables). On voit comme ci-dessus que 3 x 3’ est le centre de & x X ; d’autre
part, on montre aussi que tout idéal bilatéere de & x X est engendré par un idéal
bilatére de 3 x 3’. Donc, & x X est somme directe d’algébres simples en nombre égal
au nombre de corps dont la somme directe forme 3 x 3’.

13.— d) Produit de deux algébres simples. Ona & = K x P, ¥ = & x P;, d’ou

GxY=8Ax A xP.x P,

Ona: P.x P, =P,.
En effet, P est engendré par les r? quantités eij, Ps par les s2 quantités el.p, donc
2.2 A _ /
P, par les r<s° quantités e;; x¢ = €ik€ly

1 /
avecl €45 kl€mn,pqg = eikejzempenq

o 1ot

= €CikCmpCikCng
0 sik#£moul#n
eipe;-q =eijjpg Sik=m,l=n

Soit « le numéro d’une paire ¢ j, allant de 1 a rs, 8 celui de la paire k £, et posons

€ij ke = €qg- On a
0 sig#~
EapErs =

eqs Sif=w
Donc, les eqg sont un systéeme d’unités matricielles. P, x P, est donc isomorphe
a P.
Si R et & sont finis sur P, on a, d’aprés b)
.ﬁx.ﬁ,:K;/ @K,;‘///EB
dou G xX= (K., ®K & ) x P
= K?’“’TS @ K':‘/”TS EB Tt
En particulier, supposons que P = 3, centre de 8, et de plus que (s = 1) X = &' soit
un corps algébrique commutatif (fini ou infini) sur 3. Alors, d’aprés b)
AxY=K, K 2%
Gx¥=FK,,

15/16
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donc une algébre simple & reste simple par extension algébrique % du centre 3. Le
corps associé & devient une algebre simple, anneau complet de matrices d’ordre r’
dans un corps £ D X’ et & devient un anneau complet de matrices d’ordre rr’ dans
le méme corps.

On voit en particulier, que toutes les algebres semblables se comportent de la méme
maniere lorsqu’on fait le produit par un corps X.

On peut continuer en prenant une extension 7' de ¥ (qui est le nouveau centre),
R’ devient un anneau de matrices d’ordre " dans & D T, & x T devient un anneau
de matrices d’ordre rr'r” dans le méme coprs.

Lorsqu’en continuant ainsi, on arrive a ), corps algébriquement fermé, G x Q
devient un anneau de matrices d’ordre mr dans © (m indice de £ sur 3)

En général, il existe un corps T' C ) pour lequel 8 x T est un anneau de matrices
dans T lui-méme.

AxT=TxP,

alors si U est un surcorps de T, on al’]

AXU=RAXTxU=TxUxP,=UxP,

C’est encore un anneau de matrices de méme ordre dans U, en particulier si U = )
on voit que n = m. T est dit corps de décomposition de R (et de & et en général de
toutes les algebres semblables a £). Ils jouent un grand rdle dans 1’étude des corps
gauches.

Rectification

(1) La démonstration donnée au paragraphe 4, indiquée comme inédite, se trouve a
quelques détails prés, dans un mémoire d’Arton [sic], publié dans les « Abhand-
lungen » du séminaire de Hambourg (1926).10]

(2) Pour se conformer a la terminologie adoptés dans les conférences suivantes,
remplacer partout le mot degré par rang lorsqu’il s’agit d’un systeme hyper-
complexe ou d’un corps non commutatz'f.[l”

Notes

1. Les références citées dans cet article sont des articles de Wedderburn [Wed05] et d’Ar-
tin [Art27]. Les caractéres ajoutés a la main ont été décryptés a I’aide des notations de van
der Waerden dans [vdW31].

2. Le texte dactylographié disait « matieres »...

3. Ce théoréme porte un numéro. Il y a un seul autre théoréeme dans ’exposé, et celui-la n’a
pas de numéro.

4. Cet énoncé, dont Dieudonné nous dit qu’il va exposer une démonstration due & Artin, est
appelé théoréme d’Artin a la page 9 (de 'exposé).
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5. I1 s’agit du théoréeme de Wedderburn présenté dans le §6 de I'exposé 1-C.

6. Il s’agit du théoréme (non numéroté) de la page 5 de I'exposé.

7. C’est le produit tensoriel qui est défini ici, sous cette notation (ambigué) X, qu’utilisait
déja van der Waerden. Elle suffira jusqu’a ce que Whitney étudie le produit tensoriel de deux
groupes commutatifs (Z-modules) dans [Whi38] et introduise la notation Ao B. Celle-ci sera
utilisée quelque temps aux Etats-Unis (par exemple dans [EM42]). En 1947, un article de
Dieudonné [Died7] et le chapitre III de I’algebre de Bourbaki [Bou48] (qui suivit immédiate-
ment) imposeront la notation ®, dont on peut donc attribuer la maternité & Bourbaki.

8. Cette notation, plus lisible pour les mathématiciens d’aujourd’hui, n’est plus utilisée dans
cet exposé, mais réapparaitra dans le suivant.

9. Les utiles remarques « T' X P, = T, (T pris comme corps de base) » et, pour la ligne
suivante, « U X P, =T, x U = U, (idem) » ont été ajoutées par un lecteur ou par 'auteur
sur ’exemplaire de I'THP.

10. En 1927, en fait, voir la référence précise dans la bibliographie. Cette rectification est
due & Weil. Voir les archives a la fin de I'exposé 1-E.

11. Cette rectification a été décidée a la suite d’une discussion lors de 'exposé 1-E. Voir les
archives ci-dessous.

Des archives du séminaire...

Compte rendu de la séance du 15 Janvier 1934

1. La séance est ouverte a 16h.30. Nouveaux venus : MM. de Pange, Chatelet,
Ullmo, Bauer, Proca.

2. M.Julia donne la parole & M.Dieudonné qui expose de 16h.30 a 17h.45 la théorie
des algebres de matrices.

3. M.Julia remercie M.Dieudonné de son exposé tres riche et tres net.

4. M.Cartan demande si Wedderburn considérait dans son mémoire des systémes
aussi généraux que ceux dont il a été question dans I'exposé. Il rappelle qu’en 1898
il a étudié les systémes hypercomplexes construits a partir de I’algebre des nombres
ordinaires et a ainsi démontré le théoréme de Wedderburn dans un cas particulier (V).

4 [sic]. Weil fait remarquer que la généralisation des systémes hypercomplexes consi-
dérés par M.Cartan était nécessaire pour leur application a I’Arithmétique. Encore
un exemple d’études dans un domaine qui ont leur répercussion dans un autre ®.

5. Thé. Conversations. La séance est levée & 18h.30 ®.

1. Les articles d’Elie Cartan sont [Car97a, Car97b, Car98]. Au début de son article [Wed0§],
Wedderburn expliquait trés clairement la situation : Cartan, dans son fundamental and far-reaching
memoir, avait utilisé des méthodes qui ne fonctionnaient que sur les rationnels. Il est plus qu’étonnant
que vingt-six ans apres, Cartan ait paru découvrir ces travaux.

2. Un credo de Weil.

3. Une page ronéotypée, archives de I'IHP.
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