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Séminaire de mathématiques 31 janvier 1938
Exposé 5-E, p. 1 à 15

LA THÉORIE ALGÉBRIQUE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES –
II

DIVISEURS – DIFFÉRENTIELLES
THÉORÈME DE RIEMANN-ROCH

par Charles Pisot

Diviseurs

Dans[1][2] ce qui suit, nous désignerons par K = k(x, y1, . . . , ys) un corps de fonc-
tions algébriques, c’est-à-dire une extension transcendante d’un corps de constantes k
suivie d’un nombre fini d’extensions algébriques.[3] Nous supposerons que k est le plus
grand corps de constantes figurant dans k, mais nous ne ferons aucune restriction sur
la nature de k.

Rappelons quelques propriétés établies dans la dernière conférence et qui vont
principalement nous servir dans la suite : Dans K il y a une infinité de valuations
et chacune est équivalente à un diviseur premier ou encore un point P de K. Une
valuation est une manière d’attribuer à toute fonction z de K un nombre entier
νP (z) appelé ordre de z en P , jouissant de certaines propriétés. Pour tout diviseur
premier P , il y a des fonctions u de K, appelées uniformisantes locales en P , dont
l’ordre νP (u) = 1. Toute fonction z peut alors se mettre quel que soit r, sous la forme :

z = αeu
e + αe+1u

e+1 + · · ·+ αru
r + xru

r+1

xr étant une fonction d’ordre 0 en P et α0, α1, . . . , αr étant des éléments d’un certain 1/2

corps de restes σ, extension algébrique de k, appelé corps des valeurs des fonctions
de K en P . Sous cette forme, l’ordre νP (z) est en évidence ; on a en effet νP (z) = e.
Le degré d = (σ : k) de l’extension σ est appelé le degré absolu d = n(P ) du diviseur
premier P .

Un diviseur premier d’un sous-corps de K, transcendant sur k, se décompose dans
K en un nombre fini de diviseurs premiers.

Définitions. De façon générale, on appelle diviseur A d’un corps K, un produit
formel, étendu à un ensemble de diviseurs premiers Pi de K, chacun avec un exposant
entier ei >< 0 et dont un nombre fini seulement est 6= 0

A =
∏
i

P ei
i
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ei est appelé l’ordre de Pi dans A et on le désigne par νPi
(A). Soit d?i = n?(Pi) le degré

du diviseur Pi relativement à un sous-corps K? de K, on appelle degré relativement
à K? du diviseur A l’expression :

n?(A) =
∑
i

d?i ei

Si di = n(Pi) est le degré absolu de Pi, n(A) =
∑
diei est le degré absolu de A.2/3

On appelle produit AA′ = B des diviseurs A =
∏
i

P ei
i et A′ =

∏
i

P
e′

i
i le diviseur

B =
∏
i

P
ei+e′

i
i . On en déduit immédiatement que :

n(AA′) = n(A) + n(A′)

Un diviseur B est dit multiple du diviseur A si l’on a νPi(B) > νPi(A) pour tout
diviseur premier Pi de B. On écrit alors B ≡ 0 (mod A).

Les diviseurs forment un groupe multiplicatif dont le diviseur unité E est caractérisé
par le fait que νP (E) = 0 quel que soit le diviseur premier P de K.

Un diviseur A est dit entier s’il est multiple du diviseur E, c’est-à-dire si νP (A) > 0
quel que soit P . Tout diviseur B peut se mettre sous la forme d’un quotient A

A′
de

deux diviseurs entiers A et A′. Ces diviseurs entiers A et A′ sont déterminés par B si
on les suppose premiers entre eux, c’est-à-dire si aucun diviseur premier [n’]a un ordre
non nul à la fois dans A et dans A′. Dans ce cas, A est appelé diviseur numérateur et
A′ diviseur dénominateur de B.3/4

Diviseur d’une fonction. Considérons d’abord une extension simplement transcen-
dante du corps de constantes k. Tout élément x n’appartenant pas à k engendre cette
extension lorsqu’on adjoint x à k. Il n’y a que deux valuations de k(x) donnant à x un
ordre non nul, correspondant aux diviseurs premiers A et A′ ; A correspond à x et A′

à 1
x

et l’on a νA(x) = −νA′(x) = 1 et n(A) = n(A′) = 1. On dira que B = A

A′
est le

diviseur de x dans k(x). Pour tout diviseur premier Q de k(x) on aura νQ(x) = νQ(B)
et d’autre part n(B) = 0.

Soit alors K une extension algébrique de k(x). Le diviseur A est la projection d’un
nombre fini de diviseurs premiers P1, P2, . . . , Pr de K, avec les ordres de ramification

e1, e2, . . . , er. Dans K on peut écrire A =
r∏
i=1

P ei
i . Par définition de la projection d’un

diviseur, on a νPi(x) = ei = νPi(A), et νP (x) > 0 et νP (x) > 0 que si [4]P est l’un
des Pi. De même, nous avons :

A′ =
∏
i

P
′e′

i
i et νP ′

i
(x) = −e′i = νPi

(A−1) < 0.

Nous dirons encore que A

A′
= B est le diviseur de x dans K et nous écrirons B ∼ x.4/5
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A et A′ étant premiers entre eux, A est appelé le diviseur numérateur et A′ le
diviseur dénominateur de x.

On voit immédiatement que pour tout diviseur premier P deK on a νP (x) = νP (B)
et par suite si x ∼ B, on a xx′ ∼ BB′. Nous allons également montrer que n(B) = 0.

Théorème. Si x ∼ A

A′
, on a n(A) = n(A′) = (K : k(x)).

Soit o l’anneau des fonctions t de k(x) pour lesquelles νA(t) > 0, A étant le diviseur

numérateur de x dans k(x). o est formé des quotients p(x)
p′(x) de polynomes p(x) et p′(x)

en x où p′(x) n’est pas divisible par x. Soit O l’anneau des fonctions y de K telles que
νPi

(y) > 0 pour tous les Pi figurant effectivement dans le diviseur numérateur A de x
dans K. Nous montrerons que O possède une base par rapport à o. La démonstration
est possible grâce à l’existence d’un anneau o′ = k

[ 1
x

]
des polynomes en 1

x
et de

l’anneau O′ des fonctions de K entières par rapport à o (c’est-à-dire vérifiant une
équation yr + x1y

r−1 + · · ·+ xr = 0, où les xi appartiennent à o′). 5/6

Posons ν?(y) = borne
Pi∈A

{
E

(
νPi(y)
νPi

(A)

)}
, E(a) étant l’entier immédiatement inférieur

à a. Si y appartient à O, on voit facilement que ν?(y) = 0. Toute fonction de K est
quotient de deux éléments de O′, on peut donc trouver n = (K : k(x)) fonctions
linéairement indépendantes par rapport à k(x) dans O′. Soit y1 une fonction de O′

telle que ν?(y1) = α1 soit le plus grand possible. De même, soit ym (m 6 n) un
élément de O′ linéairement indépendant par rapport à k(x) de y1, y2, . . . , ym−1 et tel
que αm = ν?(ym) soit le plus grand possible. y1, y2, . . . , yn forment alors une base de
K par rapport à k(x) et 0 > α1 > · · · > αn.

La définition de ν?(y) montre que zi = yix
−αi appartient à O. Si alors t1, t2, . . . , tn

sont des éléments de k(x) tels que
n∑
i=1

tizi appartienne à O, il en résulte que les ti

appartiennent à o. En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Il existe alors une

fonction y′ =
n∑
i=1

t′izi de O, l’une des fonctions t′i = pi(x)
p′i(x) n’étant pas dans o. p′i(x)

est alors divisible par x, et il existe une puissance positive h telle que la fonction y =
n∑
i=1

tizi où y = y′xh appartient à Ox, tandis que les fonctions ti = t′ix
h appartiennent 6/7

à o sans appartenir toutes à ox. On peut donc trouver des constantes εi ≡ ui (mod ox)

de k non toutes nulles telles que z =
m∑
i=1

εizi, εm 6= 0, soient contenues dans Ox, c’est-

à-dire que ν?(z) > 0. Il en résulte que ν?(xαmz) > αm, or zxαm =
m∑
i=1

εiyix
αm−αi est

contenu dans O et εm 6= 0, ceci contredit le choix de ym.
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Le système z1, z2, . . . , zm forme une base de l’anneau O par rapport à o. La base
y1, y2, . . . , yn correspondante de K par rapport à k(x) est dite base normale par
rapport au diviseur A.

Comme il y a ein(Pi) éléments de O linéairement indépendants (mod P ei
i ) on en

déduit

n(A) =
r∑
i=1

ein(Pi) = n = (K : k(x))

En remplaçant x par 1
x

on a de même

n(A′) =
(
K : k

( 1
x

))
d’où le théorème annoncé.7/8

Remarque. On déduit facilement du théorème précédent la proposition suivante :
K étant une extension finie d’un corps K de fonctions algébriques, P un diviseur

premier de K, P 1, P2, . . . , P r les diviseurs premiers de K se projetant sur P , ei leurs
ordres de ramification et di leurs degrés relatifs, on a :

r∑
i=1

diei = (K : K)

Cette proposition n’est en général plus vraie si K est un corps quelconque, on a

construit effectivement des corps K où l’on a
r∑
i=1

diei < (K : K).

Classes de diviseurs. Comme le diviseur de toute constante de k est le diviseur
unité E et réciproquement, toute fonction x de K est définie, à une constante de k
près, par son diviseur B. En effet, si x ∼ B, et x′ ∼ B, x

x′
∼ E donc appartient à k.

Les diviseurs des fonctions de K s’appellent principaux, ils forment un sous-groupe
G du groupe A de tous les diviseurs de K ; ils sont tous de degré 0. Les classes de8/9

restes A/G s’appellent classes de diviseurs. Tous les diviseurs d’une même classe L

ont même degré appelé degré de la classe, c’est le degré n(A) d’un diviseur quelconque
de L. Si A et A′ sont deux diviseurs d’une même classe L, AA′−1 appartient à G,
c’est-à-dire, il y a une fonction x de K dont le diviseur est AA′−1 et réciproquement.

Soient A1, A2, . . . , Ar des diviseurs de la classe L, A un diviseur quelconque de L.
Il y a donc des fonctions z1, z2, . . . , zr de K telles que zi ∼ AiA

−1. Soit A′ un autre
diviseur de L et z′i ∼ AiA

′−1. Si alors z ∼ AA′−1, on aura z′i = εizzi, εi étant
une constante de k. Les r fonctions zi et les r fonctions z′i sont donc simultanément
dépendantes ou indépendantes par rapport à k. On dira qu’il en est ainsi des diviseurs
A1, A2, . . . , Ar de L.

Désignons par L(A) l’ensemble des fonctions z de K multiples d’un diviseur A−1

(c’est-à-dire dont le diviseur est multiple de A−1). C’est l’ensemble des fonctions
z telles que νP (z) > −νP (A) pour tout diviseur premier P de K. Cette dernière
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définition montre immédiatement que L(A) est un module par rapport à k. Nous 9/10

démontrerons que ce module L(A) est de dimension finie `(A) ; `(A) est égal au
nombre de diviseurs entiers de la classe L de A, indépendants par rapport à k et
ne dépend pas du diviseur particulier A de L choisis. Le nombre `(A) s’appelle la
dimension de la classe L.

Soient donc z1, z2, . . . , zr r fonctions de L(A) linéairement indépendantes par rap-

port à k, z =
r∑
i=1

λizi est encore une fonction de L(A) si les λi sont des constantes

de k. Soit P un diviseur premier de K figurant alternativement dans A et u une
uniformisante locale correspondante. On aura :

z = αeu
e + αe+1u

e+1 + · · ·

les constantes αe, αe+1, . . . appartenant au corps des restes σ, de degré n(P ) par
rapport à k, et νP (A) = e > −νP (A).

Soit alors B un autre diviseur tel que A soit multiple de B. Cherchons à déter-
miner les constantes λi de manière que z appartienne à L(B). Nous avons à écrire
que νP (z) > −νP (B) (> −νP (A)), c’est-à-dire à annuler au plus νP (A) − νP (B)
des coefficients αe, αe+1, . . . Ces coefficients étant dans σ, nous avons donc au plus 10/11

n(P )[νP (A)−νP (B)] équations (S) à coefficients dans k pour chaque diviseur premier
P de A, et par conséquent au plus n(A) − n(B) équations de ce type. Il en résulte
que parmi ces fonctions z il y a au plus r − [n(A) − n(B)] fonctions linéairement
indépendantes appartenant à L(B) et par suite que :

`(B) > r − [n(A)− n(B)]

Prenons alors pour B l’inverse du diviseur dénominateur de A ou d’un multiple de
ce diviseur dénominateur. Le degré n(B) de B sera négatif et il n’y a aucune fonction
z multiple de B−1, donc `(B) = 0. Par suite, r 6 n(A) − n(B) et le nombre r des
fonctions de L(A) linéairement indépendantes par rapport à k est borné.

Si B est un diviseur quelconque dont A est multiple, la même démonstration montre
que

`(B) > `(A)− [n(A)− n(B)]

ou encore que
n(A)− `(A) > n(B)− `(B)

Genre du corps K. L’expression n(A)− `(A) + 1 est bornée supérieurement par un 11/12

nombre g qui ne dépend que du corps K et qui est appelé genre de K.
Pour démontrer ce théorème, nous allons prendre un élément quelconque x fixe

de K, et utiliser le corps auxiliaire k(x).
Soit d’abord A′ un multiple entier de A, P un diviseur premier figurant explici-

tement dans A′. P se projette sur k(x) en un diviseur premier Q de k(x), qui dans
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K est multiple de P , car Q se décompose dans K en un produit de diviseurs pre-
miers contenant en particulier P . Au diviseur A′ =

∏
P e correspond ainsi un diviseur

A′′ =
∏
Qe de k(x) qui dans K est multiple de A′. Au diviseur premier Q de k(x),

correspond un polynome irréductible f de degré α et f ∼ Q

Q′α
si Q′ est le diviseur

dénominateur de x dans k(x). Par suite :
A′′

Q′a
∼
∏

fe où a =
∑

αe

A′′ et Q′a envisagés comme diviseurs de K appartiennent à la même classe et n(A′′) =
n(Q′α), `(A′′) = `(Q′a). Par suite

n(A)− `(A) 6 n(A′′)− `(A′′) = n(Q′a)− `(Q′a)

On peut toujours déterminer un entier b et une base y1, y2, . . . , yn de K par rapport
à k(x) telle que tous les yi soient multiples de Q′−b. En effet si Q1 est le diviseur12/13

commun dans K d’une base quelconque y′1, y′2, . . . , y′n, on peut déterminer comme
plus haut un multiple Q′1 de Q1 tel que Q1

Q′b1
∼
∏
f ′e

′ . La base yi = y′i
∏
f ′e

′ satisfait

aux conditions.

Considérons alors les fonctions z =
n∑
i=1

yipi(x) où pi(x) est un polynome arbitraire

en x de degré d au plus, pi(x) étant multiple de Q′−d et yi de Q′−b, z appartient
à L(Q′d+b). Il y a (d + 1)n fonctions xdiyi, di 6 d, linéairement indépendantes par
rapport à k, donc `(Q′d+b) > (d + 1)n. D’autre part on a vu que, envisagé comme
diviseur de K, on a n(Q′) = n, donc n(Q′d+b) = (d + b)n. Donc dès que d > a − b,
Q′d+b est multiple de Q′a et

n(Q′a)− `(Q′a) = n(Q′d+b)− `(Q′d+b) 6 (b− 1)n

ce qui constitue la proposition énoncée.

On a, en particulier, n(E) = 0, `(E) = 1, donc si A est un diviseur entier

g > n(A)− `(A) + 1 > n(E)− `(E) + 1 = 0

Il existe donc au moins un diviseur entier G tel que13/14

n(G)− `(G) + 1 = g

Tout multiple d’un diviseur G est encore un diviseur G.
Si B est un diviseur quelconque, n(B)− `(B) + 1 6 g. Posons :

`(B) = n(B) + 1− g + r(B) alors r(B) > 0.

Cette formule nous donne la dimension d’une classe de diviseurs, en fonction de son
degré, dès que l’on connaît r(B). C’est ce nombre que nous allons déterminer dans la
suite.
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Différentielles

Définition de A.WEIL. Un diviseur quelconque B étant donné, considérons un
multiple de B qui soit un diviseur G. Reprenons encore les n(G)−n(B) équations (S),
linéaires dans k, que l’on obtient en écrivant qu’un z de L(G) appartient aussi à L(B).
Comme ici r(G) = 0, on a :

`(B) = `(G)− [n(G)− n(B)] + r(B)

r(B) est donc le nombre exact de relations linéaires distinctes existant entre les pre-
miers membres des équations (S).

Soit R(z) = 0 une telle relation et considérons le développement 14/15

z = αeu
e + αe+1u

e+1 + · · ·+ αru
r

en un diviseur premier P figurant effectivement dans G ou dans B, u étant une unifor-
misante locale correspondante. En utilisant une base du corps de restes σ, contenant
tous les coefficients αr, par rapport à k, on voit que αr apporte une contribution εr
à R(z), εr étant dans k. Ainsi R(z) s’écrit∑

P

(−νP (B)−1∑
r=−νP (G)

εr

)
= 0

Nous associerons donc à εr une constante ω−r−1 du corps σ telle que αtω−r−1 = εr.
Considérons l’expression

νP (G)−1∑
s=νP (B)

ωsu
s

comme étant les premiers termes du développement en P d’un nouvel être ω que
nous appellerons une différentielle du corps K.[5] Dans ces conditions la contribution
à R(z) = 0 des coefficients de z en P sera exactement le coefficient de u−1 dans le
produit formel zω. On appelle ce coefficient résidu de zω en P et on le notera

∮
P

zω. 15/16

La définition montre que c’est un élément de R. La relation R(z) = 0 elle-même sera
représentée par le symbole

∮
zω =

∑
P

∮
P

zω = 0. Comme L(G) forme un module,∮
zω = 0 sera évidemment vérifiée pour toute fonction z de L(G).
Nous allons démontrer que l’on peut obtenir le développement de la différentielle

ω aussi loin que l’on veut, en tout point P de K.
En effet, soit G′ un diviseur multiple de G. Nous dirons que la relation

∮
zω = 0 se

prolonge dans L(G′) et définit encore la même différentielle ω si pour toute fonction
z de L(G′) qui appartient aussi à L(G) la relation

∮
zω = 0 se réduit à la relation de

définition de ω. En effet on ne peut avoir deux relations distinctes se réduisant pour un
z de L(G) à la même relation, sinon il y aurait une relation se réduisant identiquement
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à 0 pour tout z de L(G) et ce serait une relation entre les équations exprimant qu’un z
de L(G′) appartient à L(G). Donc r(G) ne serait pas nul, contrairement à la définition
de G. D’autre part, r(B) ne change pas si on remplace G par G′, chaque relation dans
L(G′) est donc exactement le prolongement d’une relation dans L(G). Comme G′ est
un multiple arbitraire de G, nous pouvons prendre, en tout diviseur premier P de K,16/17

νP (G′) aussi grand que l’on veut.
Ayant ainsi défini une différentielle ω de K, soit x ∼ A

A′
une fonction donnée de K.

Pour tout z de L(G′), où G′ = GA′, zx appartient à L(G) ; donc
∮
zxω = 0 est une

relation vérifiée pour tout z de L(G) et par suite définit une nouvelle différentielle
que nous désignerons par xω. L’ensemble des différentielles de K forme un module et
on voit que ce module admet les éléments de K comme opérateurs.

Différentielles de première espèce. Si B n’est pas un diviseur G, il se peut que
pour certaines différentielles ω la relation

∮
zω = 0 se réduise identiquement à 0. On

dit alors que la différentielle ω est multiple de B.
D’après cette définition, aucune différentielle ne peut être multiple d’un diviseur G.

On a déjà remarqué qu’une relation
∮
zω = 0 se réduisant identiquement à 0 donne

une relation entre les équations (S) ; il y a donc exactement r(B) différentielles, li-
néairement indépendantes par rapport à k, multiples de B. Cette définition montre17/18

encore que si x est multiple de A et ω de B, la différentielle xω est multiple de AB.
Une différentielle ω est dite entière ou de première espèce si elle est multiple du

diviseur unité E. Comme r(E) = `(E) − n(E) − 1 + g = g, il y a g différentielles
distinctes de première espèce.

Diviseur d’une différentielle. Soit ω une différentielle, supposons-la multiple d’un
diviseur B. xω est entier si x appartient à L(B). Il y a `(B) fonctions x linéairement
indépendantes, donc aussi au moins `(B) différentielles entières xω, donc `(B) 6 g.
D’autre part n(B)−`(B)+1 < g (le signe = est exclu carB ne peut être un diviseurG).
On a donc :

n(B) 6 2g − 2
Il existe donc un diviseur Ω de degré maximum dont ω est multiple et tout diviseur

dont ω est multiple divise Ω. On appelle ce diviseur Ω le diviseur de la différentielle
ω et n(Ω) = n(ω) le degré de la différentielle ω. On a donc n(ω) 6 2g − 2.

Les diviseurs Ω de toutes les différentielles du corps K appartiennent à la même
classe g? de diviseurs appelée classe canonique.18/19

Pour le démontrer, nous montrerons que toute différentielle θ de K est de la forme
xω, ω étant une différentielle arbitraire donnée. Soit A un diviseur entier différent de
E, alors n(A) > 0 et `(A−1) = 0 donc r(A−1) = n(A) + g − 1. Supposons qu’il existe
deux différentielles ω et θ telles que, quelles que soient les fonctions x, y de K, on ait
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toujours xω 6= yθ. Prenons alors x dans L(AΩ) et y dans L(AΘ), Θ étant le diviseur
de θ. xω et yθ sont ainsi multiples de A−1 et il y aura au moins `(AΩ) + `(AΘ)
différentielles distinctes multiples de A−1. Donc

r(A−1) = n(A) + g − 1 > `(AΩ) + `(AΘ)

Or :
`(AΩ) = n(A) + n(Ω) + 1− g − r(AΩ) > n(A) + n(ω) + 1− g

et de même pour `(AΘ). Donc :

n(A) 6 3(g − 1)− n(ω)− n(θ)

Or A étant arbitraire, n(A) est aussi arbitrairement grand, ce qui nous donne une
contradiction.

Toute différentielle θ est donc de la forme xω, et si X est le diviseur de x, on a
Θ = XΩ d’où la proposition annoncée. Il en résulte en particulier que les diviseurs 19/20

des différentielles ont tous même degré.
Soit B un diviseur quelconque, toute différentielle multiple de B étant de la forme

xω, x est un multiple de BΩ−1 donc appartient à L(B−1Ω) et réciproquement. On a
donc r(B) = `(B−1Ω).

En particulier, pour B = E, r(E) = g = `(Ω) donc la dimension de la base
canonique g? est g.

De même, prenons pour B un multiple entier 6= E de GΩ−1. B étant entier,
r(B−1) = n(B) + g − 1 = `(BΩ) = n(B) + n(Ω) + 1 − g, car BΩ est multiple
de G. On en déduit que le degré n(Ω) de la classe canonique g? est 2g − 2.

De façon générale, on désigne par g?/b la classe du diviseur B−1Ω, b étant la
classe de B. g?/b s’appelle classe complémentaire de b. Elle n’existe que si n(B) =
2g − 2. Nous sommes maintenant en mesure de donner une réponse plus précise à
la question dont nous sommes partis, et qui était de déterminer la dimension d’une
classe quelconque de diviseurs. 20/21

Théorème de Riemann-Roch. La dimension d’une classe b de diviseurs de K est donnée
par la formule :

dim(b) = degré(b) + 1− g + dim(g?/b)

Différentielles de Hasse. Soit x =
∑
ν

ανu
ν et y =

∑
ν

βνu
ν les développements

de deux fonctions x et y de K avec une variable uniformisante u correspondant à
un diviseur premier P . Considérons la série

∑
νανu

ν−1 que nous désignons par le
symbole dx

du
. Nous appellerons différentielle y dx l’ensemble des séries formelles∑

ν

γνu
ν =

(∑
ν

νανu
ν−1
)(∑

ν

βνu
ν
)

pour toute uniformisante locale u et tout diviseur premier P .
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Cette définition des différentielles, contrairement à la précédente, n’a de sens que
si k est parfait. En effet, soit f(x, y) = 0 l’équation irréductible reliant x à y en tout
point P ; il en sera de même pour la relation f ′x

du

dx
+ f ′y

dy

du
= 0, les dérivées partielles

f ′x, f ′y d’un polynome f(x, y) étant définies formellement.21/22

Si K/k(x) n’est pas séparable, f ′y = 0, f ′x d’autre part n’est pas nul, sinon f(x, y)
serait une puissance pième d’un polynome, p étant la caractéristique de k, et par suite
réductible. Donc dx

du
= 0 quelle que soit la variable uniformisante u choisie.

Réciproquement supposons K/k(x) séparable et k parfait. Si pour une variable u
on a dx

du
= 0 on a nécessairement dy

du
6= 0, sinon les indices ν des coefficients des déve-

loppements des deux fonctions x et y seraient tous multiples de la caractéristique p.
D’autre part, K = k(x, y), il en serait donc ainsi de toutes les fonctions de K, ce qui
n’est pas pour la fonction u par exemple. Par suite, f ′y = 0, ce qui est en contradiction
avec l’hypothèse que K/k(x) est séparable.

Une démonstration analogue nous montre aussi que le rapport de deux différen-
tielles dx1 et dx2 est une fonction de K. Il suffit de considérer l’équation f(x1, x2) = 0
liant x1 à x2. Par suite toute différentielle de K se déduit de l’une d’elles par multi-
plication par une fonction de K.

Dans le cas d’un corps k parfait, les deux notions de différentielles coïncident.22/23

Pour démontrer ce fait, nous montrerons d’abord que le coefficient γ−1 de u−1 dans
la différentielle de Hasse y dx est indépendant de l’uniformisante u et ne dépend que
du diviseur premier P . Nous appellerons ce coefficient résidu de y dx en P . Ce n’est
différent de zéro que pour un nombre fini de diviseurs premiers et nous démontrerons
que la somme des résidus en tous les diviseurs premiers de K est nulle. On reconnaît
là exactement la définition de Weil de la différentielle dx, lorsqu’on écrit le résidu en
P sous la forme

∮
P

y dx et la somme des résidus en tous les diviseurs premiers sous

la forme
∮
y dx. or dans les deux définitions, toute différentielle de K se déduit de

l’une quelconque d’entre elles par multiplication avec une fonction arbitraire de K ce
qui montre bien l’identité des deux notions.

Résidu en un diviseur premier P . Soit
∑
ν

γνu
ν le développement de la différen-

tielle de Hasse y dx en un diviseur premier P . Soit v une autre uniformisante en P ,
on aura

u = λ1v + λ2v
2 + · · · avec λ1 6= 0

Le développement de y dx en v s’obtient par la substitution :23/24



(5-E) DIVISEURS, DIFFÉRENTIELLES, RIEMANN-ROCH 11

y
dx

dv
= y

dx

du

du

dv
=
[∑

ν

γν

(∑
µ

µλµv
µ−1
)ν][∑

µ

µλµv
µ−1

]
=
∑
ν

γνv
ν

Nous avons à montrer que γ−1 = γ−1. Remplaçons alors dans ces formules les quan-
tités γν et λµ par des variables cν et `µ algébriquement indépendantes par rapport à
l’anneau Γ des entiers rationnels ordinaires. L’égalité à démontrer est alors immédiate
et donne une identité entre polynomes en cν et `µ. Ces identités restent vraies si on
remplace Γ par le corps des restes Γp des entiers (mod p) et si on remplace alors cν
et `µ par γν et λµ qui appartiennent à une extension algébrique de Γp.

Théorème des résidus. La somme des résidus d’une différentielle de Hasse pour tous
les diviseurs premiers de K est nulle.

Une différentielle de Hasse y dx ne peut avoir de résidu 6= 0 qu’en un diviseur
premier P figurant dans le diviseur dénominateur de x ou dans celui de y, donc en
un nombre fini de diviseurs premiers.

Le théorème à établir dans le cas d’un corps simplement transcendant k(x) résulte 24/25

immédiatement de la décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples.
Nous allons ramener le cas général à celui-là. Pour cela, nous supposerons d’abord le
corps k algébriquement fermé (complet). Soit P un diviseur premier de K se projetant
en Q sur k(x), nous montrerons que :∑

P∈Q

∮
P

y dx =
∮
Q

S(y) dx

la somme au premier membre étant étendue à tous les diviseurs premiers P se pro-
jetant sur Q, et S(y) étant la trace de y par rapport à k(x), donc étant un élément
de k(x). Soit alors u une uniformisante pour P et KP le corps des séries formelles
en u à coefficients dans k ; de même, soit v une uniformisante pour Q dans k(x) et
kQ(x) l’anneau des séries formelles en v à coefficients dans k. kQ(x) est alors la somme
directe

∑
P∈Q

KP pour tous les P se projetant en Q et il suffit de montrer la relation :

∮
P

y dx =
∮
Q

SP (y) dx

où SP (y) représente la trace de y de KP par rapport à kQ(x).

Alors, y dx = y
dx

dv
dv et SP (y) dx = SP

(
y
dx

dv

)
dv car dx

dv
est un élément de k(x), 25/26

donc aussi de kQ(x). En utilisant le développement de y dx
dv

en u il suffit donc de
montrer pour tout ν que : ∮

P

uν dv =
∮
Q

SP (uν) dv
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Soit e l’ordre de ramification de P dans Q, alors 1, u, . . . , ue−1 est une base de
l’anneau KP /kQ(x) et on a :

ue

v
= g0(v) + ug1(v) + · · ·+ ue−1ge−1(v)

les gi(v) étant des séries formelles de kQ(x), et g0(v) une série unité, c’est-à-dire
g0(0) 6= 0. La relation :

ue = v
[
g0(v) + ug1(v) + · · ·+ ue−1ge−1(v)

]
est dite équation d’Eisenstein entre u et v.

1o) Supposons k de caractéristique 0. On peut alors trouver deux uniformisantes u
et v telles que l’équation d’Eisenstein qui les relie soit :

ue = v

On a

uν
dv

du
= euν+e−1 donc

∮
P

u dv =
{
e si ν = −e
0 si ν 6= −e

26/27

SP (uν) =
{
evν/e si ν ≡ 0 (mod e)
0 dans les autres cas

donc : ∮
Q

SP (uν) dv =
{
e si ν = −e
0 si ν 6= −e

Le théorème est donc démontré.
2o) Supposons k de caractéristique p 6= 0. En remplaçant au besoin u par l’uni-

formisante u

γ0(v) , γ0(v) étant une fonction de kQ(x) telle que [γ0(v)]e = g0(v)

(γ0(v) existe car k est complet), on pourra réduire l’équation d’Eisenstein à la
forme :

(1) ue = v
[
1 + ug1(v) + · · ·+ ue−1ge−1(v)

]
Dans gi(v) =

∞∑
µ=0

γi,µv
µ remplaçons alors les γi,µ par des variables ci,µ al-

gébriquement indépendantes par rapport à l’anneau Γ des entiers rationnels
ordinaires et considérons l’équation d’Eisenstein :

(2) ue = v
[
1 + ug1(v) + · · ·+ ue−1ge−1(v)

]
où gi(v) =

∞∑
µ=0

ci,µv
µ sont des séries entières en v à coefficients dans l’anneau27/28

Γ[ci,µ] des polynomes en ci,µ à coefficients entiers rationnels. Ces coefficients
sont donc des éléments du corps kQ(x) de toutes les séries en v à coefficients
dans le corps algébriquement fermé déduit du corps R(ci,µ), R étant le corps
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des nombres rationnels. L’équation d’Eisenstein (2) définit alors une extension
algébrique KP de kQ(x) de degré e et on montre que cette extension peut être
engendrée par une équation du type ue = v. Le théorème précédent y est donc
vérifié, c’est-à-dire pour tout ν on a les identités :∮

P

uν dv =
∮
Q

SP (uν) dv

Or, le fait que dans (2) g0(v) = 1 montre que les coefficients du développement
de v en série de u appartiennent à Γ[ci,µ], donc aussi les coefficients aµ de
dv

du
=
∑
aµu

µ. On a alors ∮
P

uν dv = a−ν−1

D’autre part, les formules de Newton pour les racines de (2) envisagée comme
équation en u montrent que les coefficients bν,µ du développement de 28/29

SP (uν) =
∑
µ

bν,µv
µ

en série de v appartiennent aussi à Γ[ci,µ]. On a ici
∮
Q

SP (uν) dv = bν,−1.

Nous avons donc l’identité des deux polynomes en ci,µ :

a−ν−1 = bν,−1

Elles restent vérifiées en remplaçant Γ par le corps des restes Γp modulo p, et en
y remplaçant les variables ci,µ par les quantités γi,µ de k, extension algébrique
de Γp. Comme les opérations effectuées sont algébriquement identiques dans les
deux cas, il en résulte le théorème des résidus.

Enfin, supposons k toujours parfait, mais non algébriquement fermé. Soit K
le corps obtenu en complétant algébriquement le corpsK. Tout diviseur premier
P de K de degré m se décompose dans K en m diviseurs premiers Pi de degré

1 et le résidu
∮
P

y dx =
m∑
i=1

∮
P i

y dx. Comme on a démontré le théorème des

résidus pour K, il est donc aussi vérifié dans K.
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La première définition des différentielles, ainsi que la démonstration exposée du
théorème de Riemann-Roch sont dues à A.WEIL et n’ont pas encore été publiées.

Pour la définition des différentielles dans un corps quelconque, on peut aussi voir :
H.HASSE und F.K.SCHMIDT Noch eine Begründung der Theorie der höheren
Differentialquotienten in einem algebraischen Functionkörper [sic] einer Unbes-
timmten J.de Crelle T.177 (1937) p.215-237
O.TEICHMÜLLER Differentialrechnung bei Characteristik p J.de Crelle T.175
(1936) p.89

Notes

1. Comme l’indique la bibliographie à la fin de l’exposé, la démonstration du théorème de
Riemann-Roch est celle d’André Weil, qui n’était pas encore parue (mais parut un peu plus
tard, comme [Wei38]). Nous l’avons dit dans l’introduction aux exposés de cette cinquième
année, ceci fut confirmé par Weil [Wei79, p. 545]. Les items cités sont le classique [DW82] de
Dedekind et Weber, et les plus récents articles de Hasse et F.K. Schmidt [Has34, Sch36, HS37]
et de Teichmüller [Tei36].
2. Charles Pisot, né en 1910 et entré à l’ens en 1929, s’apprêtait à soutenir sa thèse (en
mars 1938). S’il est probable qu’il a assisté au séminaire les années précédentes, ceci est son
premier exposé.
3. Une extension algébrique de k(x).
4. La syntaxe est parfois curieuse.
5. Dans [Wei79, p. 545], revenant quarante ans plus tard sur ces notions, Weil dit que
l’introduction des différentielles était la nouveauté la plus substantielle de se démonstration,
et il donne de ces différentielles une définition adélique.
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