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Séminaire de mathématiques 24, 25 et 26 mai 1937
Exposé 4-S, p. 1 à 15

NOMBRES TRANSCENDANTS

par Carl-Ludwig Siegel

On appelle[1][2] algébrique tout nombre qui est racine d’une équation à coefficients
entiers. Tout nombre qui n’est pas algébrique est appelé transcendant. L’existence (et
aussi une méthode de construction) des nombres transcendants a été montrée très
simplement par Cantor (1) en 1874, lorsqu’il a démontré que l’ensemble des nombres
algébriques est dénombrable tandis que l’ensemble des nombres réels a une puissance
supérieure au dénombrable. Mais déjà auparavant, Liouville (2) en 1844 avait construit
effectivement des nombres transcendants à l’aide de leur développement en fraction
continue.[3] En 1873, Hermite (3) a démontré que ex était transcendant si x est ra-
tionnel. Ensuite Lindemann (4) en 1882 étend ce résultat à toute valeur algébrique
de x. Donc π est aussi transcendant, sinon e2iπ = 1 le serait. Hilbert (5) a posé alors,
en 1900 le problème suivant :[4]

a étant un nombre algébrique distinct de 0 et de 1, et b un nombre algébrique
irrationnel, ab est-il transcendant ? La démonstration[5] en a été donnée en 1934 par
Gelfond (6) et peu de temps après par Schneider (7), ce dernier se basant sur une idée
que dès 1925 Siegel avait (8) appliqué[e] aux fonctions de Bessel.

Si l’on désigne par B(x) la fonction
∞∑
n=0

(−1)n

n!

(x
2

)2n
qui vérifie aussi l’équation

différentielle B′′ + 1
x
B′ + B = 0, et a étant un nombre algébrique non nul, B(a) 1/2

est transcendant et est algébriquement indépendant de B′(a). En particulier, la va-
leur de la fraction continue x+ 1

2x+ · · ·+ 1
nx+ · · ·

est transcendante[6] pour x = a,

car cette valeur est −i
B

(
2i
x

)
B′
(

2i
x

) . De même, les racines de B(x) = 0 sont aussi des

nombres transcendants. En 1936, Schneider a montré (9) que la valeur de toute inté-
grale elliptique de première et deuxième espèce, à coefficients algébriques, prise entre
des limites algébriques est transcendante si l’intégrale indéfinie correspondante ne se
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réduit pas à une fonction algébrique. En particulier le périmètre d’une ellipse est un
nombre transcendant, si les axes de l’ellipse sont algébriques. C’est ce théorème que
nous allons maintenant démontrer.

Soit y =
√
P (x), où P (x) est un polynôme du quatrième degré sans racines mul-

tiples et R(x, y) une fonction rationnelle quelconque. La surface de Riemann corres-
pondante a deux feuillets et quatre points de ramification. On appellera alors elliptique
l’intégrale

∫
C

R(x, y) dx prise le long d’une courbe C tracée sur la surface de Riemann.

Au voisinage ξ d’un pôle[7] de la fraction rationnelle R(x, y), on peut développer y en
série de Taylor en 1

x− ξ
ou en 1√

x− ξ
si ξ est un point de ramification. L’intégration2/3 ∫ z

a

R(x, y) dx peut alors introduire des logarithmes. Dans ce cas l’intégrale est dite de
troisième espèce. Dans le cas contraire, l’intégrale est dite de deuxième ou de première
espèce suivant qu’elle a des pôles ou non. Supposons le polynôme P (x) à coefficients
algébriques de même que la fraction rationnelle R(x, y), et l’intégrale

∫
R(x, y) dx de

1ère ou 2ème espèce. Le théorème que nous allons démontrer s’énonce alors :

Théorème. La valeur
∫ α1

α2

R(x, y) dx, l’intégrale étant prise le long d’une courbe tracée

sur la surface de Riemann est transcendante si les nombres α1, α2 sont algébriques.

Le théorème reste vrai si α1 = α2, c’est-à-dire si C est une courbe fermée, à
condition toutefois que C ne puisse être ramené[e] à un point par déformation continue
sur la surface de Riemann. Ainsi la longueur du périmètre d’une ellipse de demi-axes
A et B est

A

∫ +1

−1

√√√√√1−
(

1− B2

A2

)
x2

1− x2 dx

Une transformation bi-rationnelle ramène la courbe y2 = P (x) à la forme y2 =
4x3 − g2x − g3, et si les coefficients de P (x) sont algébriques, il en est de même de
ceux de la transformation et de g2 et g3. Posons alors I1(x) =

∫
dx

y
et I2(x) =

∫
x dx

y
.3/4

L’intégrale la plus générale de 1ère et 2ème espèce peut alors se mettre sous la forme
AI1(x)+BI2(x)+S(x, y) où A et B sont des constantes et S une fraction rationnelle.
Si les coefficients de P (x) et de R(x, y) sont algébriques, A et B et ceux de S(x, y) le

seront aussi. Il suffit donc de démontrer le théorème pour l’intégrale
∫ x2

x1

a+ bx

y
dx,

x1, x2, a et b étant algébriques.
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Posons
∫ x

∞

dx

y
= t, alors

x = ℘(t), y = ℘′(t) et I2(x) =
∫
℘(t) dt = −ζ(t)

(℘(t) et ζ(t) sont les focntions introduites par Weierstrass dans l’étude des fonctions
elliptiques).

Soit encore x1 = ℘(t1), x2 = ℘(t2) alors :

I =
∫ x2

x1

a+ bx

y
dx = a(t2 − t1)− b

[
ζ(t2)− ζ(t1)

]
Désignons maintenant par q(t) la fonction at−bζ(t) et posons t0 = t2−t1, y1 = ℘′(t1),
y2 = ℘′(t2). Le théorème d’addition de la fonction ζ(t) donne :

ζ(t2)− ζ(t1) = ζ(t2 − t1) + 1
2
℘′(t1) + ℘′(t2)
℘(t1)− ℘(t2)

et I = q(t0)− b

2
y1 + y2

x1 − x2
Or, x1, x2, g2, g3 étant algébriques, il en est de même de y1, y2, et par suite de 4/5

l’expression b

2
y1 + y2

x1 − x2
. Nous allons démontrer le théorème de Schneider par l’absurde

en supposant q(t0) algébrique.[8] D’après le théorème d’addition pour la fonction ℘(t),
on voit alors que ℘(t0) et par suite ℘′(t0), est algébrique, de sorte que les sept quantités
a, b, g2, g3, ℘(t0), ℘′(t0), q(t0) sont toutes algébriques. Ces quantités déterminent un
corps algébrique K et nous désignerons par s son degré. Soient K1, . . . ,Ks les s corps
conjugués de K. Si µ est un nombre algébrique quelconque de K, µh sera le conjugué
de µ dans le corps Kh. Nous désignons par la notation µ la plus grande des quantités
|µh|, h = 1, . . . , s. On dit que µ est un entier algébrique s’il est racine d’une équation
à coefficients entiers, le coefficient du terme de plus haut degré étant 1. On démontre
que la somme et le produit de deux entiers algébriques est [sic] encore un entier
algébrique, et dans tout corps K de degré s, il existe au moins un système β1, . . . , βs
de s entiers algébriques tels que tout entier algébrique α de K puisse se mettre sous
la forme α = x1β1 + · · ·+ xsβs, les x1, . . . , xs étant des entiers rationnels déterminés
univoquement par α. Ce système s’appelle une base des entiers de K.

Dans la suite, nous désignons par c1, c2, c3 . . . des entiers positifs rationnels dépen- 5/6

dant uniquement du corps K. Avant de commencer la démonstration du théorème de
Schneider, nous allons démontrer le lemme suivant

Lemme. Soient

yk =
2m∑
`=1

αk,`x` (k = 1, 2, . . . ,m)

m formes à 2m variables x`, les αk,` étant des entiers d’un corps K tels que αk,` 6 A,
A étant un entier rationnel positif. Il existe alors une solution des équations yk = 0
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(k = 1, 2, . . .m) en entiers x1, . . . , x2m non tous nuls du corps K, et l’on a x` 6
c1mA.

Soit d’abord K le corps des nombres rationnels, alors les entiers αk,` et x` sont des
entiers ordinaires. Soit g un entier rationnel quelconque et donnons à x1, . . . , x2m les
valeurs 0,±1, . . . ,±g ; on obtient ainsi (2g+1)2m systèmes x1, . . . , x2m différents. Les
nombres y1, . . . , ym correspondants sont entiers et l’on a

|yk| 6
2m∑
`=1
|αk,`|x` 6 2mAg.

Il y a (4mAg + 1)m systèmes de nombres entiers y1, . . . , ym différents, qui vérifient
ces inégalités. Si alors (2g+ 1)2m > (4mAg+ 1)m, il y a deux systèmes x′1, . . . , x′2m et
x′′1 , . . . , x

′′
2m différents donnant le même système y1, . . . , ym. Les entiers x` = x′` − x′′`

(` = 1, . . . , 2m) ne sont pas tous nuls et vérifient le système 0 =
2m∑
`=1

αk,`x` et de plus6/7

|x`| 6 2g. En prenant alors g = mA on a bien (2mA + 1)2m > (4m2A2 + 1)m et le
lemme est démontré avec la constante c1 = 2.

Dans le cas général, nous désignerons par β1, . . . , βs une base des entiers du corpsK.
Alors x` = x`,1β1 + · · · + x`,sβs les x`,1, . . . , x`,s étant des entiers rationnels. Les
quantités αk,`βr sont des entiers algébriques de K, on a aussi

αk,`βr = ak,`,r,1β1 + · · ·+ ak,`,r,sβs

les ak,r,`,1, . . . , ak,r,`,s étant des entiers rationnels. On a donc

yk =
2m∑
`=1

αk,`x` =
2m∑
`=1

s∑
r=1

s∑
u=1

ak,`,r,ux`,rβu

En écrivant alors yk = 0 (k = 1, . . . ,m) on obtient le système
2m∑
`=1

s∑
r=1

ak,`,r,ux`,r = 0
(
k = 1, . . . ,m
u = 1, . . . , s

)
de ms équations à 2ms inconnues x`,r entiers rationnels. D’après ce que nous venons
de voir, on peut déterminer un système de solutions non toutes nulles telles que
|x`,r| 6 2msA1, A1 étant le plus grand des entiers |ak,`,r,u|. Or si α(h)

k,` , β
(h)
r désignent

les conjugués de αk,`, βr dans le corps Kh, on a aussi :

α
(h)
k,`β

(h)
r = ak,`,r,1β

(h)
1 + · · ·+ ak,`,r,sβ

(h)
s

avec h = 1, . . . , s.7/8

On a ainsi s équations à s inconnues ak,`,r,1, . . . , ak,`,r,s et le déterminant
∥∥∥β(h)

r

∥∥∥
est 6= 0. Les ak,`,r,u sont donc des formes linéaires dont les coefficients ne dépendent
que de K, des quantités α(h)

k,` et par suite A1 = c2A. Nous avons donc |x`,r| 6 2msc2A

et par suite : x` 6 c3mA.
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Reprenons les sept nombres a, b, g2, g3, ℘(t0), ℘′(t0), q(t0) qui déterminent le corps
K de degré s. Posons ` = 18s. Soit n un entier positif divisible par 2`, nous poserons
n2

2` = r et n2 = h, de sorte que l’on a 2`r = h. ℘(t0) est un nombre algébrique
fini, d’après sa définition. Comme 0 est un pôle de ℘(t), t0 n’est pas une période
de ℘(t). Si parmi les multiples de t0, t0, 2t0, . . . , 2`t0, il y a des périodes, désignons
par g l’entier le plus petit tel que gt0 soit période. Toutes les périodes faisant partie
des quantités t0, . . . , 2`t0 sont alors multiples de gt0. Or g > 2, il y donc au moins `
quantités : u1, . . . , u` multiples de t0 qui ne sont pas périodes et par conséquent sont
finies. Désignons par u l’une quelconque de ces valeurs u1, . . . , u`.
℘(u), ℘′(u), q(u) sont alors des nombres de K. ℘(u) et ℘′(u) sont en effet des 8/9

fractions rationnelles de ℘(t0), ℘′(t0), g2, g3. D’autre part la fonction q(t) a le théorème
d’addition suivant :

q(t2)− q(t1) = q(t2 − t1) + b

2
℘′(t2) + ℘′(t1)
℘(t2)− ℘(t1)

qui montre que q(u) est aussi un nombre du corps K.
Considérons les n2 = h produits ℘λ(t)qµ(t) (λ, µ = 0, 1, . . . , n− 1) et désignons les

par f1(t), . . . , fh(t) ; f(t) sera l’un quelconque d’entre eux. Nous allons déterminer h
entiers algébriques ρ de K tels que la fonction ϕ(t) ≡ ρ1f1(t) + · · ·+ ρhfh(t) ait une
racine d’ordre r au moins en chacun des points t = u1, . . . , u`.

Il faut pour cela que ϕ(ν)(t) ≡ ρ1f
(ν)
1 (t) + · · · + ρhf

(ν)
h (t) s’annule pour t = u et

ν = 0, . . . , r − 1, (f (ν)(t) désignant la dérivée νième de f(t) par rapport à t). On a
r équations homogènes pour déterminer les h = 2r` entiers ρ1, . . . , ρh et on pourra
appliquer le lemme.

Les f (ν)(u) sont des nombres du corps K mais ne sont pas nécessairement entiers
algébriques. En effet l’on a

f (ν)(t) =
∑

a1+···+aλ+b1+···+bµ=ν

ν!
a1! · · · aλ! b1 · · · bµ! ℘

(a1)(t) · · ·℘(aλ)(t)q(b1)(t) · · · q(bµ)(t)

Or q′(t) = a+ b℘(t), il suffit donc d’avoir les dérivées successives de ℘(t). Démontrons 9/10

par récurrence que

℘(g)(t) =
∑

2α+3β+4γ=g+2
aα,β,γ℘

α(t)℘′β(t)
(
−g2

2

)γ
et
∑
|aα,β,γ | < (5g)g. La relation est vraie si g = 0. Supposons la vraie jusqu’à la

valeur g ; en dérivant et en remplaçant ℘′′(t) par (6℘(t)2 − g2

2 ) on obtient :

℘(g+1)(t) =
∑

aα,β,γ

(
−g2

2

)γ [
α℘α−1(t)℘′β+1(t) + β℘α(t)℘′β−1(t)(6℘2(t)− g2

2 )
]

=
∑

aα1,β1,γ1

(
−g2

2

)γ1

℘α1(t)℘′β1(t)
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avec 2α1 + 3β1 + 4γ1 = 2α+ 3β + 4γ + 1 = (g + 1) + 2 et∑
|aα1,β1,γ1 | 6

∑
|aα,β,γ | (α+ 6β + γ)

<
7
2(2α+ 3β + 4γ)

∑
|aαβγ | 6 5(g + 1)(5g)g < [5(g + 1)]g+1

Cette formule montre que f (ν)(u) est un nombre algébrique du corps K.
D’autre part, si c2 est un entier rationnel positif tel que

c2a, c2b, c2
g2

2 , c2℘(u), c2℘
′(u), c2q(u)

soient tous entiers algébriques du corps K (u = u1, . . . , u`), le nombre cg+1
2 ℘(g)(u) est

un entier du corps K, en effet α+β+ γ 6 g+ 1. De même le nombre cg+1
2 q(g)(u) sera10/11

un entier du corps K. Le nombre

f (ν)(u)ca1+1+···+aλ+1+b1+1+···+bµ+1
2

est donc un entier algébrique du corps K.
Or a1 + 1 + · · · + bµ + 1 = ν + λ + µ < ν + 2n donc cν+2n

2 f (ν)(u) est un entier
du corps K. D’autre part, les nombres ℘(u), ℘′(u), g2

2 étant donnés, on peut donc

écrire ℘(g)(u) 6 (5g)gcg3, car
∑
|aα,β,γ | < (5g)g et α + β + γ 6 g + 1, et de même

q(g)(u) 6 (5g)gcg3 et par suite :

f (ν)(u) 6 (λ+ µ)ν(5ν)νcν+2n
3

en effet
∑ ν!

a1! · · · bµ! = (λ+ µ)ν et g 6 ν

De même on a :
cν+2n

2 f (ν)(u) 6 (c4r)
3
2 r

en effet ν < r et n =
√

2`r
En multipliant alors les fonctions ϕ(ν)(t) par cν+2n

2 on pourra appliquer le lemme
et on aura des entiers ρ1, . . . , ρ` tels que

ρ 6 c1r`(c4r)
3
2 r

Les fonctions ϕ(t) ainsi déterminées ne peuvent pas être identiquement nulles,11/12

sinon on aurait une relation algébrique entre ℘(t) et q(t) ce qui est impossible, q(t)
n’étant pas une fonction doublement périodique.

Nous allons maintenant démontrer à l’aide de l’intégrale de Cauchy, que l’on peut
choisir n, c’est-à-dire aussi r, assez grand pour que, si ϕ(t) admet la racine u avec
l’ordre de multiplicité ν > r, elle admette cette même racine avec l’ordre ν + 1. Ceci
entraînera que la fonction ϕ(t) est identiquement nulle, d’où la contradiction cherchée,
qui ne peut être levée qu’en faisant l’hypothèse que l’une au moins des sept quantités
a, b, g2, g3, ℘(t0), ℘′(t0), q(t0) est transcendante.

Nous supposerons donc dans la suite ν > r.
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Comme ϕ(ν)(u) = ρ1f
(ν)
1 +· · ·+ρhf (ν)

h (u) les limitations précédentes nous donnent :

ϕ(ν)(u) 6 hc1r`(c4r)
3
2 r(2n)ν(5ν)νcν+2n

3 6 c5ν
3ν

en effet r 6 ν et h = n2 = 2`r 6 2`ν. On a de même :

cν+2n
2 ϕ(ν)(u) 6 c6ν

3ν

Soit alors C la courbe fermée suivante : on considère dans le plan des t complexes,
le cercle sur lequel |t| = ν

1
6 . Soit d’autre part σ le module de la plus petite période 12/13

de ℘(t) et construisons autour de chaque pôle de ℘(t) comme centre un cercle de
rayon σ

3 . Ces cercles γ seront deux à deux sans point commun. C sera la courbe
formée par les arcs de Γ[9] extérieurs aux cercles γ, complétés chaque fois par le plus
petit des deux arcs découpés par Γ dans un cercle γ. C est tout entière dans la région
ν

1
6 − 2

3σ 6 |t| 6 ν
1
6 + 2

3σ, sa longueur est inférieure à π ·2πν 1
6 et la distance des points

de C aux pôles de ℘(t) est supérieure ou égale à σ

3 . De plus, ℘(t) étant périodique,
sur toute la courbe C on aura |℘(t)| < c7, et comme q′(t) = a + b℘(t), on a aussi
sur C : |q(t)| < c8ν

1
6 . Enfin, le nombre des pôles α de ℘(t) intérieurs à C est inférieur

à c9ν
1
3 .

Désignons par Q(t) et R(t) les polynômes suivants : Q(t) =
∏
uk 6=u

(t− uk)ν , le pro-

duit étant étendu à toutes les valeurs u1, . . . , uh, sauf à l’une d’entre elles, u [uk],
R(t) =

∏
(t − α)3n, α prenant toutes les valeurs intérieures à C pour lesquelles ℘(t)

a un pôle. La fonction : 13/14

ψ(t) = ϕ(t)R(t)
(t− u)νQ(t)

est alors holomorphe dans C, si nous supposons n assez grand pour que tout [sic] les
points u1, . . . , u` soient intérieurs à C. En effet, f(t) = ϕλ(t)qµ(t) a pour t = α un
pôle d’ordre 2λ + µ < 3n, donc ϕ(t) a pour t = α un pôle d’ordre inférieur à 3n.
D’autre part, pour t = u1, . . . , uh, ϕ(t) a une racine d’ordre ν. L’intégrale de Cauchy
donne

ψ(u) = 1
2iπ

∫
C

ϕ(t) dt
t− u

et par suite

|ψ(u)| 6 1
2π · π · 2πν

1
6 max

C

∣∣∣∣ ϕ(t)
t− u

∣∣∣∣
Or sur C

|ϕ(t)| 6 ρ cλ7 (c8ν
1
6 )µ < 2`νc1ν`(c4ν) 3

2νcn7 (c8ν
1
6 )n

|R(t)| 6 (c10ν
1
6 )3nc9ν

1
3

∣∣(t− u)ν+1Q(t)
∣∣ > (ν 1

6

2

)`ν+1
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et nous supposons n assez grand pour que la distance de C au plus proche des points
u1, . . . , u` soit plus grande que la moitié du rayon ν 1

6 de Γ. En tenant alors compte
de ce que n <

√
2`ν il vient :14/15

|ψ(u)| 6 cν11ν
3
2ν−

`
6ν

Or en développant ϕ(t) en série de Taylor autour de t = u qui est racine d’ordre ν,
on a :

ϕ(t) = (t− u)ν

ν! ϕ(ν)(t) + · · ·
donc

ψ(t) = R(t)
Q(t)

ϕ(ν)(t)
ν! + (t− u)[· · · ]

et
ψ(u) = R(u)

Q(u)
ϕ(ν)(u)
ν!

d’où ∣∣∣ϕ(ν)(u)
∣∣∣ 6 cν11ν

( 3
2−

`
6 )ν(ν!)Q(u)

R(u)
Mais ν! < νν , |Q(u)| 6 cν12 car les u1, . . . , u` sont des constantes ; et |R(u)| > c3n

13 car
il n’y a qu’un nombre borné de pôles α dans le voisinage de la valeur u. Nous avons
donc : ∣∣∣ϕ(ν)(u)

∣∣∣ 6 cν14ν
( 5

2−
`
6 )ν

et par suite l’entier algébrique cν+2n
2 ϕ(ν)(u) est tel que :∣∣∣cν+2n

2 ϕ(ν)(u)
∣∣∣ 6 cν15ν

( 5
2−

`
6 )ν

En combinant cette inégalité avec celle obtenue précédemment pour les conjugués de
cet entier, on obtient∣∣∣N (cν+2n

2 ϕ(ν)(u)
)∣∣∣ 6 cν15ν

( 5
2−

`
6 )ν(c6ν

3ν)s−1 6 cν16ν
− ν2

car ` = 18s, N(a) désignant la norme du nombre a, c’est-à-dire le produit de a par15/16

tous ses conjugués. La norme d’un entier algébrique est un entier ordinaire, qui ne
peut être nul que si l’entier algébrique l’est lui-même. Or si l’on choisit n assez grand
pour que r > c2

16 l’inégalité obtenue montre que pour tout ν > r on a cν16ν
− ν2 < 1,

donc ϕ(ν)(u) = 0, d’où la contradiction annoncée.
En particularisant les valeurs des constantes dans l’intégrale étudiée, on obtient

divers résultats. Prenons par exemple a = 2, b = 0, t0 = ω

2 , ω étant une période de

la fonction ℘(t) dont les invariants g2 et g3 sont algébriques. ω2 étant supposé non

période, ℘
(ω

2

)
est racine de l’équation x3 − g2x − g3 = 0, donc est algébrique, et

℘′
(ω

2

)
= 0. Il en résulte que q

(ω
2

)
= ω est transcendant.

La méthode précédente permet également de démontrer le théorème suivant : Soient
℘(t) et ℘(t) les fonctions de Weierstrass correspondant aux invariants algébriques g2,
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g3 et g2, g3 ; de plus supposons ℘(t) et ℘(t) algébriquement indépendants (c’est-à-dire
il n’existe aucune relation algébrique à coefficients constants entre ℘(t) et ℘(t) qui
soit identiquement nulle). Si alors t0 est une valeur quelconque, non période de ℘(t), 16/17

ni de ℘(t), l’une au moins des quantités ℘(t0) et ℘(t0) est transcendante.
On fera jouer, dans la démonstration précédente, à la fonction ℘(t) le rôle de q(t).

Considérons alors la fonction modulaire :

J(z) = g3
2

g3
2 − 27g2

3

g2, g3 étant les invariants d’une fonction ℘(t) pour z = ω2

ω1
, ω1 et ω2 étant deux

périodes de ℘(t). Si z = ω1

ω2
est algébrique, J(z) est algébrique si z est une irrationalité

du 2ème degré, et J(z) est transcendant si le degré de z dépasse 2. En effet, soit j

un nombre algébrique quelconque, posons g2 = 1, g3 =
√

1− 1
j

27 . g2 et g3 sont donc
algébriques. Si ω1 et ω2 sont deux périodes de la fonction ℘(t) correspondante, on aura

J(z) = j. Supposons ω2

ω1
non irrationnel du 2ème degré et soit ℘(t) = ℘

(
ω2

ω1
t

)
. ℘(t)

et ℘(t) sont algébriquement indépendants, car ω2

ω1
n’est ni rationnel, ni irrationnel du

2ème degré, et on a

g2 =
(
ω2

ω1

)4
g2 g3 =

(
ω2

ω1

)6
g3

Donc si ω2

ω1
est algébrique, il en est de même pour g2 et g3. Prenons t0 = ω1

2 , alors 17/18

℘(t0) est algébrique et ℘(t0) = ℘
(ω2

2

)
l’est aussi, il y a donc contradiction qui montre

que ω2

ω1
= z est transcendant.

On retrouverait aussi par la même méthode les résultats de Hermite et de Linde-
mann. a étant un nombre algébrique, si ea était également algébrique, il en serait de
même de eat et de toutes les dérivées de eat pour t = 1, 2, . . . , n, . . . ; et toutes ces
valeurs appartiendraient au corps contenant a et ea. En prenant les fonctions t et eat
au lieu de ℘(t) et q(t) on obtient la contradiction cherchée.

Fonctions de Bessel (8). Dans la méthode précédente, la propriété caractéristique
est le théorème d’addition de la fonction ℘(t). Dans les recherches suivantes, on consi-
dère des fonctions entières E(x) vérifiant une équation différentielle linéaire dont les
coefficients sont des polynômes en x, le développement de

E(x) = c0 + c1
x

1 + · · ·+ cn
xn

n! + · · ·

ayant les trois propriétés suivantes :

(1) Les nombres c0, c1, . . . , cn sont rationnels 18/19
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(2) Le plus petit commun dénominateur de c0, c1, . . . , cn reste en valeur absolue
inférieur à (n!)ε où ε > 0.

(3) Le numérateur de cn reste en valeur absolue inférieur à (n!)ε.
ex est une fonction E(x). De même la fonction∫ 1

0
(1− t)λ−1etx dt = 1

λ
+ x

λ(λ+ 1) + · · ·+ xn

λ(λ+ 1) · · · (λ+ n) + · · ·

pour λ rationnel et différent d’un entier négatif ou nul.
Il en est encore ainsi de la fonction∫ 1
0 t

K−1(1− t)λ−K−1etx dt∫ 1
0 t

K−1(1− t)λ−K−1 dt
= 1 + K

λ

x

1! + · · ·+ K(K + 1) · · · (K + n− 1)
λ(λ+ 1) · · · (λ+ n− 1)

xn

n! + · · ·

pour K et λ rationnels et non entiers négatif ou nul [sic].
Enfin la fonction

Γ(λ+ 1)
(x

2

)−λ
Bλ(x) =

∞∑
n=0

(−1)n

(λ+ 1) · · · (λ+ n)n!

(x
2

)2n

pour λ rationnel non entier négatif, est encore une fonction E(x). Bλ(x) est ici la
fonction de Bessel vérifiant l’équation différentielle :

B′′λ(x) + 1
x
B′λ(x) +

(
1− λ2

x2

)
Bλ(x) = 0.

Nous allons donner l’idée générale de la méthode dans le cas particulier de la19/20

fonction

B(x) = B0(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(n!)2

(x
2

)2n

et l’appliquer au nombre b = B(a)
B′(a) , a étant algébrique.

Formons les h produits

f1(x) = B′
h−1(x), . . . , fk(x) = Bk−1(x)B′h−k(x), . . . , fh(x) = Bh−1(x).

Ces produits vérifient un système différentiel du premier ordre linéaire. En effet

f ′k(x) = (k − 1)Bk−2B′
h−k+1 + (h− k)Bk−1B′

h−k−1
(
−B − 1

x
B′
)

donc :
f ′k(x) = (k − 1)fk−1(x)− (h− k)fk+1(x)− h− k

x
fk(x)

Soient alors P1(x), . . . , Ph(x), h polynômes en x à coefficients entiers, posons :

L(x) = P1(x)f1(x) + · · ·+ Ph(x)fh(x)

Alors :

L′(x) =
h∑
k=1

[P ′k(x)fk(x) + P (x)f ′k(x)]
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et par suite
xL′(x) = Q1(x)f1(x) + · · ·+Qh(x)fh(x)

lesQ1(x), . . . , Qh(x) étant encore des polynômes en x à coefficients entiers. L’opération
x
d

dx
transforme donc L(x) en une expression du même type, et de plus, si L(x) a 20/21

une racine d’ordre r pour x = 0, il en sera de même pour l’expression obtenue par
l’application de l’opération x d

dx
.

Supposons alors les polynômes P1(x), . . . , Ph(x) de degré 2n − 1, les coefficients
étant des inconnues. L(x) est alors une forme linéaire homogène en ces 2nh inconnues.
Cherchons à les déterminer de façon que le développement de L(x) en série de Taylor
commence par un terme en xhn ; c’est-à-dire que les coefficients de x0, . . . , xhn−1 sont
nuls, ou encore que L(x) a pour x = 0 une racine d’ordre hn. Nous aurons donc nh
équations linéaires et homogènes pour déterminer les coefficients de P1(x), . . . , Ph(x).
Le développement de B(x) ayant des coefficients rationnels, ces équations auront
des coefficients rationnels. En calculant des bornes pour les plus petits communs
dénominateurs et pour les numérateurs de ces coefficients, on pourra appliquer le
lemme qui fournira en même temps une borne supérieure pour les coefficients cherchés
des polynômes P1(x), . . . , Ph(x).

Si alors le nombre b = B(a)
B′(a) est algébrique, a et b déterminent un corps algé-

brique K. On aura fk(a) = B′h−1(a)bk−1, donc le nombre

B′1−h(a)L(a) = P1(a) + bP2(a) + · · ·+ bh−1Ph(a)

est algébrique et appartient à K. En général ce nombre ne sera pas un entier du 21/22

corps K. Or, soit c un entier rationnel tel que ca et cb soient entiers algébriques. Le
nombre α = c2n+h−2B′1−h(a)L(a) est alors entier algébrique. En remplaçant L(a)
par son développement qui commence par un terme en ahn on peut montrer que le
nombre α devient très petit si h et n sont assez grands. En calculant encore des bornes
pour les valeurs absolues des conjugués de α, on pourra démontrer que pour h et n
suffisamment grands |N(α)| < 1, donc α = 0 et L(a) = 0.

Si l’on peut alors montrer que l’on peut construire une fonction L(x) qui n’a pas
la racine x = a, on aura une contradiction. C’est là la difficulté principale de la
démonstration. Le principe de cette démonstration est le suivant :

On calculera les expressions

xrL(r)(x) = Pr,1(x)f1(x) + · · ·+ Pr,h(x)fh(x)

où L(r)(x) est la dérivée rième de L(x). Les Pr,k(x) (k = 1, . . . , h) sont des polynômes
en x à coefficients entiers pour la valeur absolue desquels on peut calculer des bornes
supérieures. Soit alors ∆(x) = ‖Pr`,k(x)‖ le déterminant formé par les coefficients
Pr`,k(x) (k = 1, . . . , h) des fonctions f(x) dans h expressions xr`L(r`)(x) (` = 1, . . . , h) 22/23

différentes. ∆(x) est un polynôme en x et on peut montrer que l’on peut trouver des
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r` tels que ∆(a) 6= 0. Il y a donc au moins une expression xr`L(r`)(x) qui n’est pas
nulle pour x = a et c’est à cette expression que l’on fera jouer le rôle de L(x) de tout
à l’heure.

On déduit de ce théorème que pour tout x 6= 0 algébrique, la fraction continue :

x+ 1

2x+ 1

3x+ · · ·+ 1
nx+ · · ·

= −i
B
( 2i
x

)
B′
( 2i
x

)
est transcendante.

Pour étudier la transcendance de B(a) il faut généraliser le problème. On montrera
que les nombres B(a) et B′(a) sont algébriquement indépendants, c’est-à-dire qu’il
n’existe aucune équation à coefficients rationnels entre B(a) et B′(a). En particulier
B(a) est transcendant.23/24
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Notes

1. Dans cet exposé, les références bibliographiques sont appelées, de façon presque modernes,
par des chiffres (1), (2), etc. renvoyant à une bibliographie à la fin de l’exposé. Celle-ci cite
les classiques de la transcendance, à savoir l’article [Can74] de Cantor, ceux ([Lio44a, Lio44b]
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et [Lio51]) de Liouville, cinq articles et plusieurs notes aux Comptes rendus d’Hermite, tous
reproduits dans [Her12], les articles [Lin82c], [Lin82b], [Lin82a] de Lindemann. Elle cite aussi
une version de la liste des problèmes de Hilbert [Hil00], et surtout les travaux plus récents
de Gelfond [Gel34a], [Gel34b], Schneider [Sch34] et [Sch36], ainsi le propre article [Sie29] de
l’auteur.

Il est difficile de ne pas comparer cette série d’exposés au cours donné par Siegel à Prince-
ton au printemps 1946 et qui fut la source du petit livre [Sie49], dans lequel l’indépendance
algébrique des ea1 , . . . , eap pour des ai algébriques linéairement indépendants est présentée
comme une conséquence du fait que la fonction exponentielle est solution d’une équation
différentielle linéaire, une idée qui sert à démontrer ensuite les théorèmes de Gelfond et
Schneider.
2. Ces exposés ont été rédigés par Charles Pisot. Deux ans plus tard, invitant Helmut Hasse
à donner des exposés, Julia lui demanda (1) :

Il faudrait me dire si vos conférences seront rédigées à
l’avance ou si vous désirez que je demande à un de mes étu-
diants de les rédiger, ou si vous désirez qu’elles ne soient pas
rédigées du tout.

La pratique était très courante. Julia lui-même avait commencé sa carrière en rédigeant des
cours de Bôcher et de Borel, et presque tous ses livres ont été rédigés par des auditeurs des
cours correspondants.
3. Si ce sont des nombres transcendants définis par leur développement décimal (comme∑

10−n!) que l’on appelle « nombres de Liouville », ce sont bien d’abord des développements
en fraction continue qu’il a considérés (dans l’« article » [Lio44a]). La remarque est que
si α est racine d’une équation algébrique de degré n à coefficients rationnels, et si µ est
un quotient incomplet de son développement en fraction continue, alors µ < Aqn−2, où q
est le dénominateur de la réduite précédente ; il suffit alors, pour construire des nombres
transcendants, de fabriquer des µ qui croissent trop.
4. Il s’agit du « septième problème de Hilbert », posé par Hilbert à Paris au congrès de 1900.
La référence bibliographique donnée par Siegel est à [Hil00], une version allemande de la
conférence de Paris.
5. Il s’agit de la démonstration de la réponse affirmative à la question, bien sûr.
6. Les fractions continues dans cet exposé sont tapées comme on le voit ci-dessous.

7. Le ξ n’a pas été inséré au bon endroit, c’est bien sûr « au voisinage d’un pôle ξ » qu’il
faut lire.
8. Comme Siegel le dit dans son livre [Sie49, p. 90], il suffit de montrer que si a, b (non
tous deux nuls), g2, g3, ℘(t0) sont algébriques, alors q(t0) = at0 + bζ(t0) est transcendant. Il
suppose donc q(t0) algébrique.
9. Γ est bien sûr le nom du cercle considéré. La courbe C est représentée en gras sur la
figure :

1. Lettre du 21 avril 1939, Nachlass Hasse.
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10. L’année n’était pas terminée. En particulier, Car Ludwig Siegel et Gaston Julia se re-
trouvèrent à la fin du mois de juin à Göttingen où l’université fêtait — dans les fastes d’une
de ces grandes cérémonies dont le régime nazi était friand — son bicentenaire. Gaston Julia
y représentait l’Académie des sciences. Voir son discours dans [Jul70].
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