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Séminaire de mathématiques 10 mai 1937
Exposé 4-K, p. 1 a 12

LES REPRESENTATIONS DES ALGEBRES DE LIE

par Claude Chevalley

On désigneral!! dans ce qui suit par k un corps algébriquement fermé de caracté-
ristique 0 et par A une algebre de Lie sur k.

Rappelons qu’on appelle représentation de A une homomorphie de A avec une
algebre de Lie composée de transformations linéaires d’un espace linéaire 90t par rap-
port & k. 901 s’appelle espace de représentation ; sa dimension s’appelle le degré de la
représentation.

@ étant un élément de N, nous désignerons en général par X @ lélément qui s’en
déduit par application de la transformation linéaire qui correspond a I’élément X
de A ; autrement dit, nous donnons le méme nom aux éléments de A et aux transfor-
mations linéaires qui leur correspondent.

Si on choisit dans 91 une base minimal? | les transformations linéaires de 9 se
représentent par des matrices et on obtient une représentation de A par des matrices.

L’ensemble B des éléments de A qui sont représentés par la transformation 0 consti-
tue une sous-algebre invariante de A. On dit que B, ou tout élément de B, ou toute
partie de B, est annulé par la représentation.

Si B = {0}, la représentation est dite fidéle. Dans le cas général, la représentation
fournit une représentation fidele de A/B.

Un sous-espace 2 de M est dit invariant si, pour tout X € A, on a X9 C M. I
en est notamment ainsi si pour tout X € A, on a X9 = {0}, auquel cas on dit que
M ou tout élément de N est annulé par la représentation.

L’espace de représentation 9t (ou la représentation elle-méme) est dire [sic] irré-
ductible 8’1l n’y a pas d’autre sous-espaces invariants que {0} et 91.

O étant un sous-espace invariant, O et N/ sont évidemment de nouveaux espaces
de représentation. On démontre qu’on peut toujours choisir une chaine My = {0} C
M C Oy C - C Ny, = M de sous-espaces invariants tels que les espaces M1 /M,
soient irréductibles. Le théoréeme de Jordan-Holder s’applique a ces chaines : deux
d’entre elles ont la méme longueur h et les espaces quotients 9;41/M; qu’elles four-
nissent sont les mémes, a l'ordre pres.
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2 C. CHEVALLEY

L’espace de représentation 9t (ou la représentation elle-méme) est dite compléte-
ment réductible si N est une somme directe de sous-espaces invariants irréductibles.
Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi
est qu’a tout espace invariant 91 on puisse en faire correspondre un autre Dt tel que
M=NSN.

Théoréme 1. Soit H la plus grande sous algébre invariante résoluble de A, et soit A’
Ualgébre dérivée de A. Toute représentation irréductible de A annule H N A’ 13!

En effet, H étant résoluble, il existe dans 9 un vecteur g tel que, pour tout
H € H, on ait He_o> = )\He_o> ou Ay est une fonction de H a valeurs dans k. Soit Ot
I’espace engendré par les vecteurs A jouissant de la propriété suivante : il existe pour
chacun d’eux un entier N tel que

(H=-X2g)Ne =0

On voit facilement que 91 est invariant : donc 91 = 9. Si d est la dimension de N,
la trace de la transformation linéaire fournie par H est donc dAg. Or cette trace est
nulle si H € A’; on a, dans ce cas, Ag = 0. L’espace D3 des éléments de 2 qui sont
annulés par tous les éléments de H N.A’ étant évidemment invariant et contenant e_o>7
on a Oy = M, ce qui démontre le théoreme.

Il en résulte que, s’il existe une représentation fidele completement réductible de A,
ona HNA ={0}; A est somme directe de A’, qui est semi-simple, et d'une algebre
commutative, dont les éléments sont d’ailleurs représentés par des multiples de la
transformation unité (Cartan). Ceci démontre, en particulier, le théoréme de Jacobson
énoncé dans l'exposé précédent.

Inversement, une algebre qui est somme directe d’une algebre semi-simple est d’une
algebre commutative admet évidemment des représentations fideles complétement
réductibles. Mais en général, elle admet aussi des représentations non complétement
réductibles.

Par contre, nous allons maintenant démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 2. Toute représentation d’une algébre semi-simple est complétement réduc-
tible.

9N étant un espace de représentation de A, choisissons une base minima
(X1,X2,...,X,) de A, et formons le déterminant |Son(X;X;)|, o Son représente la
trace de la transformation linéaire de 9.1°) Ce déterminant s’appelle le discriminant
de la représentation.

Lemme 1. Le discriminant d’une représentation irréductible # 0 d’une algébre simple
est # 0.

Si ce discriminant était nul, il y aurait un X # 0 tel que, pour tout Y € A, on
ait Son(XY) = 0. Les X jouissant de cette propriété formeraient une sous-algebre
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invariante de A, donc égale a A. Il nous suffit donc de démontrer qu’il existe un X et
un Y tels que Son(XY) # 0.

Nous mettrons l'algebre A sous forme réduite par rapport a une sous-algebre com-
mutative maxima C. Soient «, —a, ... les racines # 0 et soit F, un élément apparte-
nant a la racine a.

Nous dirons qu'un vecteur € possede un poids A s’il existe une forme linéaire A =
A(H) définie sur C, a valeurs dans k, telle que, pour tout H € € on ait He =\ge.
Il existe au moins un vecteur # 0 qui posséde un poids. De plus, si e possede le
poids A, E,¢ possede le poids A + «. Il en résulte que I'espace 9 est engendré par
des vecteurs qui ont des poids.

@ étant un vecteur différent de 0 ayant un poids on peut évidemment l'insérer

dans une suite finie €], €1, ..., ef, de vecteurs # 0 tels que :
1) E_qef =0
2) &t = BEoe (i=0,1,...,h—1)
3) Baef =0

On voit facilement par récurrence sur ¢ que

ot A est le poids de & et ot Ay et a, représentent les valeurs prises par A pour
H=H,= [EQ,E_OJ. D’ou

h
Aa + §Oéa =0
et Dk
B .E.? - W%? G —a
1)(h —
Or w est un nombre rationnel > 0, qui n’est nul que si A = a, d’ou

E,€ = 0. Comme oy, #0,0n a Sym(F_oFE,) # 0, ce qui démontre le lemme.

Lemme 2 (de Whitehead). Ot étant un espace de représentation d’une algébre simple,
faisons correspondre a chaque X € A un élément ex € M. Les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’il existe un vecteur e tel que, pour tout X, ex = X sont
que :
1) la correspondance X — e_X> sott linéaire
2) on ait
v - X& - vaR

Les conditions sont évidemment nécessaires. Pour montrer qu’elles sont suffisantes,
envisageons plusieurs cas :

1) La représentation donnée par 9 est la représentation 0. Dans ce cas, on a

exy] = 0; A étant simple, donc égale & sa dérivée, on a ex=0¢t @ =0 est

une solution.

5/6

6/7



7/8

8/9

4 C. CHEVALLEY

2) La représentation donnée par 9 est irréductible et # 0. Soit d son degré.

prenons une base minima (X1, Xs,...,X;) de A. Le discriminant |Son (X;X;)|
étant # 0, il existe une base « complémentaire » (X!, X2,..., X") telle que I'on
ait

1 sii=j
0 sii#j

Par suite, X étant un élément quelconque de A, on a

s (X3 X9) = {

X = Zn:ng(XXi)Xi

i=1

T
Posons U = Z X; X' X étant un élément quelconque de A, on a
i=1

(XU =D 1%, X X'+ ) X[X, XT] =
> S (X, X X)X X+ Sm([X, X X)) X, X7 =0

.5 ,J
comme il résulte tout de suite des propriétés des traces.
D’autre part, on a Son(U) = 7 # 0; il en résulte, I’espace étant irréductible,
T
que U = 81’ ou 1 représente la transformation linéaire unité. On voir alors tout

de suite que € = 3. X’ex’ donne la solution cherchéel6).

3) Dans le cas général, nous procédons par récurrence sur la dimension d de 9. Le
lemme étant déja démontré pour des représentations de degrés < d, supposons
Pespace M réductible ; il admet un sous-espace invariant 91 de dimension d’ < d;
M /N est espace de représentation de dimension d — d’ < d. 1l existe donc un
vecteur € tel que

ex =X¢'  (modMN)
Posons ex' = éx — X @' ; les vecteurs ex’ de 9 satisfont encore aux conditions
1), 2), du lemme. Il existe donc dans 90 un vecteur € tel que ex’ = Xex”. Le

vecteur @ = €’ + € fournit une solution.

Le lemme de Whitehead est encore valable pour les algebres semi-simples A. Nous
le démontrerons par récurrence sur l'ordre r de A. Supposons-le vrai pour toutes
les algebres semi-simples d’ordres < 7. Soit 9 un espace de représentation de A.
Choisissons dans A une sous-algebre invariante simple A;. Il existe une algebre inva-
riante semi-simple A, telle que A = A; @ As. 1l existe dans 9T un vecteur e tel que
e_Xl> = X1€> si X1 € Ay ; si nous posons &)’ = e_X> — X?, nous obtenons de nouveaux
vecteurs satisfaisant encore aux conditions du lemme. De plus, si X; € Ay, X5 € As,
on a [X; Xy =0, d'ott Xiex,’ = 0; les ex,’ sont dans le sous-espace invariant 9 de
M qui est annulé par A;, or, I est espace de représentation de As; il existe donc
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un €’ € N tel que ex,’ = Xy €. Le vecteur € + €’ fournit alors une solution du
probleme.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 2.

Soit M un espace de représentation de 'algebre semi-simple A, et soit 91 un sous-
espace invariant. Déterminons un espace linéaire M tel que M = N G N, ¢ btant
un élément de 9, posons X € =Ux € +Vx € onUx € €N, Vx € € N. Ux et Vy
sont des applications linéaires de 2 dans N et dans 9. On a

VxUX =0 et
Uxy) =UxUy —UyUx + UxVy — Uy Vx
Vixy) = VxVy — VyVx

Or les applications linéaires U de 9t dans 91 forment elles-mémes un espace linéaire
U; en posant X (U) = UxU — UVx on fait correspondre a chaque X € A une trans-
formation linéaire de U, et on voit facilement que cette correspondance est une repré-
sentation. En vertu des formules qu’on vient d’écrire, on a

Uxy) = X(Uy) - Y(Ux)

Par suite, en vertu du lemme de Whitehead, il existe un élément Uy € U tel que, pour
tout X, Ux = X (Up). On en tire X(€ —Upe) = Vx € —Up(Vx €). Il en résulte que
les vecteurs € — UO?, pour ¢ € O, forment un sous-espace invariant DM tel que
M =NDN” ce qui démontre le théoréme 2.

On peut déduire de la une généralisation du lemme 1. A étant une algebre simple,
soit M =My &My ® -+ - B My, un espace de représentation de M [A], les M; étant
des espaces de représentation irréductibles. On a Son(E_oEqo) = > Son, (E—oFo) =
> pia, les p; étant des nombres rationnels > 0, et p; n’étant nul que si 9M; donne
la représentation 0. On en déduit que le discriminant d’une représentation # 0 d’une
algebre simple est # 0. On en conclut facilement que :

Le discriminant d’une représentation fidéle d’une algébre semi-simple est # 0.

Détermination des représentations irréductibles d’une algébre simple

Considérons une algebre simple A que nous mettrons sous forme réduite par rapport
a une sous-algebre commutative maxima C, «, 3,... désignant les racines, on peut
supposer que les nombres «, sont rationnels. Soit 9 un espace de représentation
irréductible. Il résulte de la formule (1) que pour tout poids A, les nombres A, sont
rationnels. Prenons n racines linéairement indépendantes, a1, as,...,a,, n étant la
dimension de €. A pourra étre considéré comme une combinaison linéaire > p;c; de ces
racines. En vertu de ce que nous venons de dire, les coefficients p; sont nécessairement
rationnels.

Ceci va nous permettre de définir une notion d’ordre dans ’ensemble fini des poids.
Soient A = 3" pia;, A = piay; deux poids. Nous dirons que A’ est supérieur & A
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6 C. CHEVALLEY

si, a étant le plus petit indice tel que pl, # pa, on a p), > p,. Comme il n’y a qu’un
nombre fini de poids, il y en a un, Ag, qui sera plus grand que tous les autres. Il
s’appelle le poids dominant.

Ceci posé, M.Cartan a démontré le théoréme suivant :

Théoréeme 3. Une représentation irréductible est entiérement déterminée (d une iso-
morphie prés) par son poids dominant.

La démonstration s’appuie sur les considérations suivantes : A étant une algebre de
Lie, prenons-y une base (X1, Xs,..., X,.) et considérons les X; comme des variables
avec lesquelles on construit des polynomes non-commutatifs ¢(X;). Les ¢; j étant
les constantes de structure, considérons ’ensemble linéaire 2 engendré par tous les
polynomes de la forme 0(X; X; — X;X; — > ¢; ;s Xx)0'. Il est clair que tout polynome
 peut se mettre sous la forme 1 + w2 ol o € A, et ol 1 est un polynome dont
tous les monomes sont de la forme aX;, X;, --- X, , avec i1 <ig < -+ iy

Si 91 est un espace de représentation de A, et si ¢ est un vecteur de M, on définit
immédiatement le vecteur ¢ €. On a g3 €@ =0, si o € A, dotl o€ = 1 €.

A étant supposée semi-simple, et mise sous forme réduite par rapport & une sous-
algebre commutative maxima € nous rangerons les éléments d’une base minima de
A en mettant d’abord les F, qui correspondent a des racines o < 0, puis ceux
correspondant a des a > 0; puis les éléments d’une base minima Hy, Hs,..., H,
de C. Nous appellerons poids d’un monome la somme des racines qui figurent en
indices dans les facteurs de ce monome. Nous dirons qu’'un polynome ¢ est isobare
de poids w si tous ses monomes sont de poids w. Si @ est un vecteur de poids A
d’un espace de représentation, <p€> est alors nul ou de poids A + w. Si on met de la
maniere indiquée plus haut, ¢ sous la forme @1 + @2, 2 € A, 1 et o sont isobares
en méme temps que ¢ et de méme poids que lui.

Ceci posé, prenons un espace de représentation 9 et un vecteur eg de poids domi-
nant Ag. On a le lemme suivant :

Lemme. ¢ étant un polynome isobare de poids 0, on a <pe_0> = pa;, ot p est un élément
de k qui ne dépend que du polynome .

Mettons ¢ sous la forme ¢1 + @2 indiquée plus haut. On a goe_o> = gole_g. Un monome
de ¢ est de la forme aEyEg--- ExH;, H;, - - H;, avec
o 4_[3 +.o A= 0, a < /3 <o
Si le monome contient au moins un E,, on a A > 0. Le vecteur H;, H;, - - Hise_O) est
nul ou de poids Agp; Ag + A n’étant pas un poids, on a EyH;, H;, -~-Hise_0> =0. On
en conclut que p est la valeur prise par ¢; en y remplagant les E,, par 0 et les H; par

les nombres Ag(H;) ce qui démontre le lemme.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 3. Soient I, M’ deux espaces
de représentation irréductibles admettant le méme poids dominant Ag. Prenons-y
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des vecteurs e—g,e—g’ de poids Ag. 9 étant irréductible, est évidemment identique &
I’ensemble des vecteurs Lpe_g. Considérons tous les polynomes @ tels que @e_g =0. Les
vecteurs @e_g’ forment évidemment un sous-espace invariant 9 de 9. Montrons que
Y ¢ M. En effet, si on avait @e_g =0, @e_g' = ¢¢/, les mémes formules seraient vraies
en remplagant @ par la somme @ de ceux de ses monomes qui sont de poids 0. Mais
on aurait alors en vertu de lemme Bej = peg, peg’ = peg’, ce qui est impossible. 2
étant irréductible, on a 9 = {0}. M et M’ jouant des rdles symétriques, on voit que
la correspondance gpe_g > <pe_0>’ est une isomorphie de M et de M, ce qui démontre le
théoreme de M.Cartan.

Il résulte de 1a que la recherche des représentations irréductibles d’une algebre
simple est ramenée aux problémes suivants : trouver tous les poids dominants pos-
sibles — trouver pour chaque poids dominant une représentation irréductible 'admet-
tant. Ces problemes ont été entierement résolus par M.Cartan pour chacun des types
d’algebres simples. Nous nous contenterons de donner quelques indications rapides
sur la solution.

Les quantités a, sont connues dés qu’on connait la structure de l'algébre semi-

simple. D’autre part, si A est un poids dominant et si « est une racine > 0, on

h
doit avoir, en tenant compte de ce que A + « n’est plus un poids, Ay, = —ag, h

étant un entier > 0. M.Cartan a démontré que les formes linéaires A qui satisfont a
cette condition sont toutes les combinaisons linéaires a coefficients entiers > 0 de n
d’entre elles, Ay, Ao, ..., A, qu’on peut appeler les poids dominants fondamentaux. Il a
également montré que, dans chaque cas, chacun de ces poids dominants fondamentaux
est effectivement le poids dominant d’une représentation irréductible qu’il a construite.
D’autre part, on peut montrer que :

Si A et A sont les poids dominants de deux représentations irréductibles, A + A’
est le poids dominant d’une nouvelle représentation irréductible.

Soient, en effet, 9t et I des espaces de représentation comportant les poids do-

- / e — = — g i
minants A, A’. Prenons des bases minima (ef,e3,...,e,) et (f1, f2,..., fn) de M
et de 91, composées de vecteurs ayant des poids, el étant de poids A et f1 de

: — — Y ry :
poids A’. Posons Xe; = ZGM(X)@\ et Xf; = ij#fﬂ. Prenons un espace li-

A

néaire P de dimension mn admettant une base g_l; (1<i<m,1<j<n)et posons
X g.lj> = Z aixb; #gTH) . P devient, au moyen de ces formules, espace de représentation
de A; la représentation ainsi obtenue est appelée produit kroneckerien des repré-
sentations fournies par M et M'. Le vecteur g5 est de poids dominant A 4+ A’; en
prenant le plus petit espace invariant contenant ce vecteur, on obtient un espace de
représentation satisfaisant aux conditions imposées.

Il en résulte que toute combinaison linéaire & coefficients entiers # 0 des poids
dominants fondamentaux, est le poids dominant d’une représentation irréductible, et
qu’on obtient ainsi toutes les représentations irréductibles.
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Théoréme de Lévi. Des méthodes analogues a celles qui lui ont servi a démontrer

la complete réductibilité des représentations des algebres semai-simples ont permis a
M.Whitehead de donner une démonstration du trés important théoréme suivant di a

Levi :

16/17 Théoréme 4. A étant une algébre de Lie, H sa plus grande sous-algébre invariante
résoluble, A contient une sous-algébre isomorphe da A/H.

17/18

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme. Soit 9 un espace de représentation d’une algébre semi-simple A. A chaque
couple (X,Y) d’éléments de A, faisons correspondre un vecteur fxy € 9. Les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que ces vecteurs puissent se mettre sous la forme

fxy =XEy — Yex — €x,y], ou les ex soient des vecteurs dépendant linéairement
de X, sont que :

—
1) fxy dépende linéairement de X et deY ;

2) on ait

— s — — —
fxy+frx=0 Zixy + Xfvz+Yfzx = fixyi,x + fiv,z1,x + fizx),vy

On voit tout de suite que ces conditions sont nécessaires. Inversement, supposons-

les remplies. Nous allons envisager divers cas :

1) La représentation donnée par 90 est la représentation 0. Formons un espace

linéaire 91 dont les éléments sont en correspondance bi-univoque avec ceux de A,
et formons ’espace 9M P N. g—y> étant I’élément de 9T qui correspond a Y, posons
Xgy = fxy tgx,y)et X f =0si f €. On obtient une représentation de
A dans laquelle 90t est sous-espace invariant. Il existe donc un.; autre sous-espace
invariant 91; de 9 & N tel que M ® N = M d Ny. Soit g{ I'élément de My
e N
qui est congru (mod.9) a gy.Ona Xgy = Xgy = Ix,y +gix,y] € 915 donc
fxy = gfxy] — gix,y] ne dépend que du crochet [X,Y], ce qui démontre le
lemme dans ce cas.

Supposons que 9t donne une représentation irréductible fidele. Dans ce cas, le
discriminant de la représentation est # 0. Prenons une base (Z1,Zs,...,Z,)
de A, et la base complémentaire (Z!,Z2,...,Z"). On voit comme plus haut
que la transformation linéaire Y Z;Z% est égale a 21, si d est le degré de la

représentation. Posons :

N d L
(3

= - A2

ex = E fz.x



(4-K) LES REPRESENTATIONS DES ALGEBRES DE LIE 9

La condition 2) donne
ey
fxy =X& —Yex —éxy + - {ZZfYZ]X Mz y le,x}

+o {Z Zif[Zi,X],Y - Z[ZiaX]JTZZ}

Or, si nous posons [Y, Z;] = > b; ;Z;, nous avons

bij = Sm([Y, Z:]Zj) = Sm([27,Y)Z;), don [Z',Y] = b;iZ;

de sorte que les deux termes entre accolades sont nuls, ce qui démontre le lemme
dans ce cas.

3) Supposons maintenant seulement 91 irréductible. On a A = A; @ Aq, A étant
annulé par M et M fournissant une représentation irréductible fidele de As.
Il en résulte qu'on peut trouver des vecteurs e’X>, tels que l'égalité fxy =
Xe_y> — Ye_x> — qx—ﬂ> soit vraie quand X et Y sont a la fois contenus dans A,

ou dans A,. Posons fg(,y = fxy 7X5/>+Yc§>+e[x,y]. Ces nouveaux vecteurs
vérifient encore les conditions du lemme. Prenant XY € Aq, et Z € Ao, il
vient f[/x v,z = 0. L’algebre A; étant sa propre dérivée, on a fé{,Y = 0 pour

—
X e Ay, Z € Ay, donc fg(’y = 0 quels que soient X,Y. Le lemme est encore
démontré dan ce cas.

4) On passe au cas général en procédant par récurrence sur le degré de la repré-
sentation exactement comme pour le premier lemme de Whitehead.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme de Lévi. Nous le ferons par ré-
currence sur 'ordre 7 de A. Supposons le théoreme démontré pour toutes les algebres
d’ordre < r. Si l'algebre dérivée H' de H est # {0}, A/H' est d’ordre < 7, donc
contient une sous-algebre A; /H’ isomorphe & A/H. Comme H' # H, Ay est d’ordre
< r, et contient par suite une sous-algébre isomorphe & A; /H' et & A/H. Supposons
donc H" = {0} : H est commutative et constitue un espace de représentation de
lalgébre semi-simple A/H. A contient un espace linéaire A* tel que A = H & A* et
il existe une correspondance linéaire biunivoque X «+» X* entre A/H et A*. Posons
Hxy = [X*,Y*] = [X,Y]*. Les éléments H|y,y) de H ainsi déterminés satisfont aux
conditions du lemme. Il existe donc des éléments Hx € J dépendant linéairement de
X tels que

Hxy = [X*,Hy] — [Y*,HX} - Hixy
Il en résulte que les éléments X* — Hx forment une sous-algebre de A, isomorphe
aA/H.

Représentation linéaire des algebres de Lie quelconques

M.Ado a tout récemment démontré le théoréme suivant :

18/19

19/20
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20/21 Théoréme 5. Toute algébre de Lie posséde une représentation linéaire fideéle.

21/22

22/23

La démonstration de ce théoréme étant fort longue est compliquée, et étant pro-
bablement susceptible de simplifications importantes, nous ne ferons qu’en indiquer

quelques aspects.

1.

Si nous considérons d’abord une algebre A de rang 0 (nilpotente), on démontre
qu’on peut construire une algebre B (également de rang 0) telle que A soit iso-
morphe a I’algebre quotient de B par une sous-algebre invariante € qui contient
le centre Z de B. Comme la représentation adjointe de B est une représentation
fidele de B/Z, on voit que A est isomorphe & une algebre quotient (B/2)/(€C/Z)
d’une algebre qui posséde une représentation fidele. L’existence d’une représen-
tation fidéle pour une algebre de rang 0 se déduit alors du lemme suivant :

Lemme. Toute algébre quotient d’une algébre de Lie qui admet une représenta-
tion fidéle admet aussi une représentation fidéle.

La construction de ’algebre B dont nous venons de parler se fait par exten-
sions centrales successives : les extensions centrales étant définies de la maniere
suivante : on appelle extension centrale d’une algebre A une nouvelle algebre
Aj telle que A soit isomorphe au quotient de A; par une sous-algebre de A qui
fasse partie a la fois du centre et de I'algebre dérivée de A;. M.Ado démontre
qu'une algebre de rang 0 admet toujours une extension centrale non triviale,
qui est encore de rang 0, et que 'on peut former a partir de A une chaine
A AL, ... Ay, = B d’algebres de Lie dont chacune est extension centrale de la
précédente, et dont la derniere jouit des propriétés énoncées plus haut.

Quant au lemme, le principe de sa démonstration est le suivant : considérons
une algebre de Lie A composée de substitutions linéaires portant sur n variables
Z1,%2,...,ZTy. On voit facilement que les polynomes en les x; de degrés bornés
par un nombre d forment encore un espace de représentation de A. Soit main-
tenant € une sous-algeébre invariante de A dont on suppose d’abord qu’elle est
de rang 0 et contenue dans 'algebre dérivée de A. M.Ado montre alors que, si
d est assez grand, on peut trouver une famille linéaire de polynomes qui soient
annulés par tous les éléments de C et par ceux-la seulement. Cette famille de
polynomes fournit alors un espace de représentation fidele de A/B. Ceci fait, il
est assez facile de généraliser pour une sous-algebre invariante quelconque, et
de démontrer ainsi le lemme.

M.Ado démontre que, dans toute algebre de Lie A existe une sous-algebre inva-
riante T' de rang 0 maxima (qui contient toutes les autres). Les éléments de A
définissent alors des automorphies de I'. Par extensions centrales successives, on
passe de I' a une nouvelle algebre de rang 0, I'1, qui permet de construire une
représentation linéaire de I'. Or on démontre que toute automorphie de I' peut
étre prolongée par une automorphie de I';. On en déduit qu’on peut fabriquer
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une algebre A* composée de transformations linéaires contenant I' comme sous-
algebre invariante, et telle que toute automorphie de I' puisse étre engendrée
par un élément de A*. De cette maniére se trouve établie une correspondance
entre les éléments de A, considérés comme produisant des automorphies de T,
et certains éléments de A*, qui engendrent une algebre Aj. A7 n’est pas en
général isomorphe & A ; mais on montre qu’on peut par un artifice déduire de
A7 une algebre isomorphe a A qui admette une représentation fidele.

Notes

1. Cet exposé ne contient aucune référence bibliographique. On pourra consulter celles de
'exposé précédent, pour les travaux d’Elie Cartan [Car94, Carl4, Car29], notamment, et le
théoreéme de Jacobson [Jac35]. Le théoréeme d’Ado était paru récemment [Ado36]. Chevalley
a utilisé des travaux récents de J.H.C. Whitehead, et notamment son article [Whi36]. Dans
ce dernier est donnée, selon le recenseur de Zentralblatt,

an algebraic proof by induction of Killing’s theorem

lequel est, comme ne le dit pas ce recenseur (un Américain, M.S. Knebelman) mais comme
le précise clairement la toute premiere phrase de 'article de Whitehead,

a remarkable theorem, announced by W. Killing and first pro-
ved by Eugenio-Elia Levi, according to which any infinitesimal
group G, in the sense of Lie, contains a subgroup which is sim-
ply isomorphic to the factor group G/T", where I" is the greatest
integrable invariant subgroup of G.

Les raisons qui conduisirent, en 1937, un recenseur américain ou un journal allemand a oublier
le mathématicien italien E.-E. Levi sont laissées a la sagacité des lecteurs. Les articles de
Killing et Levi sont cités dans celui de Whitehead, il s’agit de [Kil90] et [Lev05]. Les relations
avec les travaux d’Elie Cartan sont aussi précisées dans cet article.

2. La notion de « base » (tout court) d’un espace vectoriel n’est pas encore tout a fait fixée.
3. Dans cet exposé, les énoncés sont présentés de fagon « moderne », c’est-a-dire clairement
identifiés comme tels.

4. Il s’agit des résultats énoncés (sans référence précise) aux pages 26 et suivantes de l'ex-
posé 4-J.

5. Chevalley utilise toujours la notation allemande pour la trace. Voir les notes des exposés
de la premiére année.

i—\ d - . . .
6. ¢ = ( > X’exi) —, comme l'indique une correction manuscrite sur ’exemplaire de I'IRMA.
T
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