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Séminaire de mathématiques 26 avril 1937
Exposé 4-J, p. 1 4 19

ALGEBRES DE LIE (SUITE)

par Paul Dubreil

I.— Propriétés des racines d’un groupe semi-simple ou simple. On a vul!l
dans la conférence précédente qu'une algebre de Lie g admet une décomposition en
sous-espaces vectoriels

g=g0+8atgs+-

ol go est d’ordre n, est sous-groupe nilpotent maximum et ou les sous-espaces
go sont invariants par tout élément de go. On peut choisir dans g une base

(hi, ..oy hn,ug, b, ... ug, u%, ...) telle que la matrice H correspondant & un élément
quelconque h = A'h; de go dans la représentation adjointe soit de la forme
0
0 0
0 0
o * *
H= a *
0 «
*
0 B
04

les racines o étant des formes linéaires par rapport aux A, o = a;\’. Les vecteurs
Uq, Ug, - .. sont les vecteurs de poids a, 3, ...

La classification des groupes simples, qui est 'objet de cette conférence, repose sur
les propriétés que possedent ces racines «a lorsque g est semi-simple ou simple. Nous
allons les déduire du second critére de Cartan : op(x) = tr.X? n’est pas dégénéréel?l
ou z est un élément général de g :

z=xz0+» o =Nhi+ Y (% + U, +--)
a#0 a#0
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2 P. DUBREIL

On a:
oa(z) = tr X? = tr X2 + ZtrXaX_a
a#0
=P\ + Y (£ UaU—a+ &2 trUU , +-++)
a#0
car trU,Ug # 0 si a+ B # 0 puisque U,Up transforme un vecteur de g, en un vecteur
de gpta+s-

La forme quadratique oo n’étant pas dégénérée, contient effectivement les r va-
riables &, n, cela nous donne :

1) puisque ®()\) est la somme des carrés des racines « : il y a exactement n racines
a linéairement indépendantes. Ces racines ne s’annulent toutes que pour A' =
-+ = A" =0, c’est-a-dire pour h = 0. Or on a vu qu’elles sont nulles pour tout
élément de gj. On a don g{, = 0 : go est abélien.

2) tous les £€* doivent figurer, donc : —a est racine en méme temps que «, et les
quantités tr UoU_qo,tr U U, ... ne sont pas toutes nulles : soit U* , celui des
éléments de base de g_, tel que tr U, U*, # 0.

Pour pouvoir donner les deux derniéres propriétés des racines des groupes semi-
simples, & savoir : « est racine simple et ma (o[t m est un nombre fixe # +1,0)
n’est pas racine, nous avons besoin de quelques propositions préliminaires, qui seront
d’ailleurs fondamentales pour la suite; en particulier, il nous faut avoir la valeur de
tr U,U* .. Pour cela, considérons une racine p différente de «, et supposons que p — «
n’est pas racine mais que p + pa est racine pour p entier positif ou nul, jusqu’a une
certaine valeur P. L’ensemble de ces racines sera appelé une suite —(«).

Soit v9 = u, le vecteur de poids p dans go. Prenons la suite de vecteurs :

vo, V1 = [uqvo] = Ugvoy...... Upt1 = U Up, . ..
Si v est un vecteur de poids A, U,v est un vecteur de poids A + «, puisque :
H -Uyw=[HUylv+U,Hv=(a+A) -Uyv
On a donc :
(1) Hup, = (p + pa)vp
Appliquons a vp41 la transformation U*, :
UZX Upy1 = [u*_a [Ue vp]} =— [ua (vp uia]} — [vp [u*, ua]}
ou, en posant h¥ = [us u* ] :
(2) UZX upg1 = [ua [ux, vp]} — Hv,
Mais [u* , vo] étant nul, (2) s’écrit pour p =0 :

* * *
U ,v1 = —Ej vy = —p vo

—Q



(4-J) ALGEBRES DE LIE (SUITE) 3

en désignant par 9% la valeur que prend pour h = h une forme linéaire ¢)(\). On en
déduit de proche en proche :
3) UZ qvp1 = UZUatp = pip+1p

avec

Mo =—pg

* * * -
Hp+1 = Up — (poc +pao¢) = _(p + 1) (pa + 50[04)

Avant d’utiliser ces formules, nous devons remarquer qu’elles subsistent a de tres
légeres modification pres, si on fait les hypotheses :

(4)

p=a vy = ul, (2éme vecteur de base de g,,)
On a cette fois la congruence :
(1) Huvy = avg  (mod uy) soit : Hvg = avg + kug
et on voit sans peine que :
(1) Huv, = (p+ 1)av, pour p > 1

D’autre part, la relation (2) pour p = 0 donne ici, en remarquant que [u* , vg] est un
élément h' de go, la congruence :

(3 U*, v = vy = —ajvg  (mod ug)
On a ensuite les égalités :

1 2
CEDEHD o ey

Revenons aux premiéres hypothéses. Soit £ > 0 le plus petit entier tel que 'on ait :

(3") UZ Upt1 = pp+1Up = —

vet+1 = 0; £ sera appelé la longueur de la suite («) considérée. La relation (3), pour
p =/, donne :

pe1 =0

d’ou
2 *
5) t=-72
aa

et si 8 = p+ pa est une racine quelconque de la suite on a :
2 *
fgp 2
«

*
< est donc un entier. De plus, les quantités 3 — ka ou Uentier k prend

[e3

Le nombre

*
[e3

toutes les valeurs comprises entre 0 et sont des racines : ce qont les racines de

la suite (o) comprises entre 3 = p + pa et ' = p+ (£ — p)a :1%
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4 P. DUBREIL

p‘ ﬁ P+'eof

D'epreés (3), ls trensformstion U_dU¢ laisse in-

D’apreés (3), la transformation U* U, laisse invariant ’espace Ry = (vg, v1,. .. ,vp)
et sa trace dans cet espace est

[ ¢
p(l —p+1) af LU+1)(0+2)
p=1 p=1
On peut maintenant faire le méme raisonnement dans ’espace facteur g/R; ; on
6/7 aura dans cet espace (ou les poids sont toujours des racines de g) une nouvelle suite

(a) de longueur ¢ > 0, et ainsi de suite. On voit ainsi que
*
(6]

*
(a3

1) les propriétés précédentes des nombres sont valables pour toute racine 3 ;

2) la trace de la transformation U* U, dans l'espace g lui-méme est :

af = L0+ 1)(0+2)
7Zf

la sommation étant étendue aux suites —(«) considérées successivement dans

trU* Uy =

g, g/R1, etc... Comme on a
trU U, = trUZ, Uy #0

il vient
ar #0

Nous allons en déduire que la racine « est nécessairement simple. En effet s’il
en était autrement, g, admettrait au moins un deuxiéme vecteur de base u), Z 0
(mod.uy). La suite des v formés & partir de vg = u], ne comprendrait d’aprés (3"”) que
des vecteurs différents de 0 quel que soit p > 0, ce qui est absurde. Toutes les racines
7/8 sont donc simples, et on a :

U, =U_q trUU_ =Ny #0 ol = g g #0

Enfin, si ma, —ma (m > 2) étaient racines, mais non (m + 1)a, —(m + 1)a, on
pourrait construire la suite définie par le vecteur vy = u_a (# 0). Cette suite,
puisque «, # 0 serait de longueur 2m et le premier vecteur pouvant étre nul serait
Vam+1. OF Uy étant de poids «, est un multiple de uy €t V42 = [Ug, Vmy1] est nul.
On a donc :

2m+1<m+2 c’est-a-dire m<1
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et aucun multiple entier de o n’est racine. Il est impossible de plus que ka soit racine,
k étant un nombre fixe quelconque différent de £1 et de 0. Si on avait en effet 5 = ka,

il en résulterait

284 2 2
2Pa o 208 _2

Qi ﬁ@ k

2
2k et — devant étre entiers et 2« et 23 n’étant pas racines, il reste la seule possibilité
k=+1.
En résumé, un groupe semi-simple a une base de la forme

G=(hi,...,hn,Ua,U_q,Uug,U_g,...)
et sa structure est définie par les relations :
[hi hg] = 0, [hua] = aug, a=a;\,
[ug U_o] = ho = —a'hy, [ua ug] = Nopliats

(Ngo = —Nag, Nopg=0 si o + 8 n’est pas racine.)

et on a
oa(w) = B(N) + ) Nag6°
a#0
o L0+ 14+ 2
N, =trU,U_, = RXa M
2 6
avec

(N =) a® =g\

2.— Classification des groupes simples. Chacun des vecteurs uq,U—q,ug, . .-
n’étant défini qu’a un facteur pres, on pourra les normer de maniére a simplifier
les constantes Ny, INo5. Nous choisirons u,, u_, de maniere que 'on ait

N, =-1
Qg est alors négatif et rationnel. Cela fait, on pourra encore multiplier u, par un
1
facteur arbitraire pq, & condition de multiplier u_, par —.
«
La forme o9 étant invariante par le groupe adjoint, on a pour tout z :
B#0
o2 ([ua x), ) =0
Or
[ug 2] = =€~ -a'h; — au® + Z NopPuars

pr—a
d’ot les deux relations importantes :

(6) d(a’, \F) = gipa' \F = a = ap \F

8/9
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(7) Y. Nt =0
a+B+v#0
Utilisons d’abord la premiére ; nous avons :
ap = gz‘kai
de sorte que les ay, et les a® sont les composantes du méme vecteur a par rapport au
tenseur fondamental g;, : ce vecteur a de I'espace & n dimensions qui correspond de
mani¢re biunivoque a la racine a = a; A" sera appelé vecteur-racine. Comme hg =
—b’h;, on peut écrire :
ag = —a;b" = —(ab)
(a,b) désignant le produit scalaire des deux vecteurs a et b; de 14 résulte la propriété
de symétrie ag = S,.
Considérons maintenant n racines linéairement indépendantes : (¥, ... a(™ dont
toute autre racine p est une combinaison linéaire

p=ria®
Désignons par a”) et r les vecteurs-racines correspondant a a(?) et p, et par w?
I’entier 2% on voit facilement que le déterminant |wf| est différent de zéro;
les n coefﬁ((zzien%s r, peuvent se déterminer au moyen des n relations :
ral®
(é(i) a(i))) =i

et les ry sont réels et rationnels. Nous pouvons donc choisir dans l'espace a n di-
mensions des vecteurs a un systeme de coordonnées tel que toutes les racines soient
réelles : la forme quadratique ®(\) = " a? = g A\ A* est alors réelle et définie posi-
tive, et la métrique définie par le tenseur g;;, est une métrique euclidienne ordinaire.!*!

On peut achever de normer les vecteurs de base iu, du groupe g de facon que
les constantes Nog elles-mémes deviennent réelles. Pour établir ce point, on peut
remarquer d’abord que la relation (7) entraine

(8) Ngy = Nyo = Nog dés que a+ B +v=0.

D’autre part, si 8 appartient a la suite («) :
B—ja,....0—a,B,8+a,...,0+ka

on a d’aprés (3)

+ 1)k
[u_a [t uﬁ]] = % U
d’oli, en tenant compte de (8) :
(9) NogN_o,—p = Rap
ou la quantité
(J+ Dk

Raﬁ = - 9 Qg
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est rationnelle et positive, des que o+ 3 est racine (k > 1), ce qui entraine Nog # 0.

De plus, les racines étant des formes linéaires réelles, on peut les ordonner : cela
permet de normer de proche en proche (en multipliant u, et en divisant u_,, par le
méme facteur u,) de maniére que l'on ait

Nop = N-a,—p

Alors, d’apres I'équation (9), les constantes de structure Nyg sont réelles. On constate
en outre que les nombres N,g sont déterminés d’une maniere unique par le systeme
Y., des vecteurs-racines a,b,.... Il en est évidemment de méme de I'ordre du groupe
g puisque 3, se compose de r — n vecteurs.

Nous nous proposons maintenant d’indiquer la méthode qui permet de former tous
les systemes %, correspondant aux groupes simples. D’apres les propriétés établies,
ces systemes satisfont aux quatre conditions suivantes :

1°— ¥, contient —a en méme temps que a, mais non ka (k # 0, £1).

b
20— 2 Ea )) = 2’8—0‘ est entier. Par conséquent, si ¢ désigne I'angle des deux vecteurs
aa Qo
aetb ona:
9 (ab)? 11 3
=7 0 =, = 2
O aaye) a2 My

et  ne peut étre que = 90°, 60°, 45°, ou 30° (ou leurs suppléments, mais, en
remplacant un vecteur par son opposé, on peut toujours se ramener au cas d’un
angle non obtus). Les différentes possibilités, en supposant que a est le plus
petit des deux vecteurs, sont données par le tableau suivant :

(ab)|(ab)| (bD)
(@a)|(40)| (aq)

3 1

30°| = = 3
2 2
1

45°| 1 - 2
g 2
1 1

60°| - - 1
2 2

90°| 0 0 |quelconque

De ce tableau résulte que, du rapport des longueurs de deux vecteurs non per-
pendiculaires, on peut déduire leur angle.

12/13
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8 P. DUBREIL

3°— X, contient en méme temps que a et b, tous les vecteurs b — ka, ou lentier k

(ab)
(aa)

14/15 1) Sia etb font un angle de 60°, on a 2

. Cela entraine les conséquences suivantes :

(ab)
(aa)

ot £ -0=2¢ sppartient su systeé-

prend les valeurs 0,...,2

=1

me , In Introdulsant les vecteurs op-
poséa, on & lg aystéme Az decs six

rayons 4'un hexasgone régulicr,

et b—a = c appartient au systéme. En introduisant les vecteurs opposés, on
a le systéme A, des six rayons d'un hexagone régulier.

2) Sia etb font un angle de 45°, on a QEZZ; =2

ot Jcs doux veeteurs C= £-4

d- = 8 - 3 0. apnarticnnent su sys-
téme, cu qu!t donne, avec les vecteurs

oppos:s, un systéme Ba de huit vec-

teurs ‘ormant les dcmiediagonales ct

los deai-médistrices d%un esrré |

et les deux vecteurs ¢ = b — a, d = b — 2a appartiennent au systéme, ce qui
donne, avec les vecteurs opposés, un systeme By de huit vecteurs formant
les demi-diagonales et les demi-médiatrices d’'un carré.

(ab)
(aa)
c=4d-a , ¢=4-20  f=8-z20

3) Sia etb font un angle de 30°, on a 2 =3

Comme 4 fait avce -? un shgle de
60° , nous avons c¢ncorc néccssaire-
ment lc veeteur d = { +? complé=-

tant 1'hexagonc, On s donc finalement

avce Q@ ct e un syrstéme GE. de 12

d’ou les trois vecteurs ¢ = b —a, e = b — 2a, f = b — 3a. Comme b fait avec
— f un angle de 60°, nous avons encore nécessairement le vecteur d = b + f
complétant ’hexagone. On a donc finalement avec a et b un systeme Go
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de 12 vecteurs formant une sorte d’étoile qui résulte de la réunion de deux
hexagones de type As.[5
4°— Le groupe g étant simple, ¥, ne se décompose pas en deuxr systemes partiels
perpendiculaires l'un a ’autre, car on voit sans difficulté que le sous-espace de
g engendré par les vecteurs u, correspondant aux vecteurs-racines a d’un des
systémes partiels, et par les crochets [u, u_q] serait sous-groupe invariant de g.
Cela étant, il y a un seul systéme X7, constitué par deux vecteurs opposés :

Q
-0 € - —3 o

le groupe simple correspondant est a trois parametres.

Les systémes Yo peuvent étre construits a partir d’un couple a et b faisant I’angle
minimum, a étant le plus petit des vecteurs du couple. On obtient ainsi, pour les
valeurs 60°, 45°, 30° de ’angle minimum, les systemes Ao, By, G2, qui sont visiblement
complets. Les groupes simples correspondants ont 8, 10 et 14 paramétres.!®

Voyons maintenant les différents systémes X5 possibles; ils proviennent de G2, Ba,
ou As.

Extension de G5. Cherchons a adjoindre a G un vecteur r non perpendiculaire a
son plan : nous pouvons le supposer non perpendiculaire & a, b, ¢, d. On a (en prenant
a de longueur 1)

(rr) 1 1
=(rr)=2>,3,-,2 ou L.
(rr) (rr) 1 1
- = _-.,3,-,20ul
on 3 3 hpPou

d’out (rr) =3 ou 1.

1) (rr) = 3 entraine ar = ¢r = 30°, mais les cones de révolution d’axes a et c et
de demi-angle au sommet 30° n’ont en commun que la ligne d’action de b. Ce
cas est donc impossible.

2) (rr) =1 entraine br = dr = 30°, et ce cas est impossible pour la méme raison.
Donc :

Le systéme Go n’admet pas d’extension da plus de deux dimensions et aucun systéme

Y pour n = 3 ne contient d’angle égal a 30°.

Extension de B;. Nous adjoignons & By un vecteur r que nous pouvons toujours

supposer non perpendiculaire a a et b. De (aa) =1, (bb) = 2, résulte (rr) =2 ou 1.
1°) Cas (rr) = 2. On a alors 7a = 45°, b = 60°

et r est la demi-diagonale du carré construit sur a dans le plan perpendiculaire

a By (fig.1). De a et r on déduit les vecteurs ez et r1; de b et r le vecteur

ro (diagonale du carré —c, e3), de —d et r (ou de —c et r3) le vecteur rs.

15/16
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10 P. DUBREIL

Avec les vecteurs opposés, on a un systéme que nous appellerons Bs. On ne
peut adjoindre a ce systéme aucun vecteur sans augmenter la dimension, car il
contient déja toutes les solutions r du type (rr) = 2, et nous verrons qu’il ne
peut contenir une solution du type (rr) = 1.

Si nous prenons dans l’espace a trois dimensions les vecteurs fondamentaux

e1 = a, ez = ¢, et ey, les vecteurs de B3 sont les vecteurs te; et te; £ e;.

2°) Cas (rr) = 1. On a cette fois : 7a = 60°, 7b = 45° et r est la demi-diagonale

18/19 du carré construit sur b dans le plan perpendiculaire & By (fig.2).

On en déduit successivement les différents vecteurs portés sur la figure qui,
avec les vecteurs opposés, forment un systéme a trois dimensions Cs. Il est
impossible de combiner C5 avec Bs, car 'un contient un vecteur ¢ de longueur
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V2 porté par la perpendiculaire au plan Bs, tandis que l’autre contient un
vecteur de longueur 1 porté par la méme droite.

Si on rapporte I'espace aux vecteurs : e; = —, €3 =

d
2 2

14
, €3 = 2 les vecteurs

de C3 sont tous les vecteurs :

i26i et + €; + €j.

Extension de A;. L’angle minimum du systéme étant 60°, nous ne pourrons avoir
ici que des angles de 60° ou 90°. On a (aa) = 1, (bb) = 1 et nécessairement (rr) = 1.
Si, comme on peut toujours le supposer, r n’est perpendiculaire ni & a ni a b, il
forme avec ces vecteurs un tétraedre régulier et il est perpendiculaire & ¢ (fig.3). En
associant 7 & a et & b on obtient les nouveaux vecteurs r; et ro. Avec les vecteurs

7]

opposés, on a un systéme Az qui est représentée [sic] ci-contrel”l par sa projection sur

le plan de Az (et non plus en perspective). Comme autres vecteurs possibles, nous ne

fig,3

pourrions avoir que les symétriques des précédents par rapport au plan de A, ; & eux
seuls ces vecteurs constituent un systéme équivalent a A3. Mais si 'on remarque que
le symétrique de —r par exemple, fait avec 71 et ro des angles inférieurs a 7175 = 60°,
on voit qu’il est impossible de combiner les deux systémes.

Pour avoir rencontré toutes les circonstances remarquables qui se présentent dans
la construction des systémes ¥,,, il nous reste a mettre en évidence ’existence de suites
infinies de systémes d’un méme type : c’est ce que nous ferons pour les systemes B,,.

Soit donc B,, le systéme constitué par les vecteurs +e;, e; &+ e; dans un espace
euclidien a n dimensions rapporté a n vecteurs unitaires rectangulaires e;. Nous ad-
joignons dans l'espace & n 4+ 1 dimensions, un vecteur r = (ry,r9,...,7p41) DON
perpendiculaire & B, et non contenu dans I’hyperplan B,. On a (rr) = 1 ou 2.
Prenons (rr) = 2. On peut toujours supposer que r fait un angle aigu avec e; ; on

19/20

20/21
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a alors (re;) = = +1, re; = 45°. On a ensuite (re;) =7, = 0 pour i = 2,...,n,

21/22 car autrement r ferait avec e et e;, qui sont perpendiculaires, des angles de 45° ou
135°, donc serait dans leur plan. Par suite, on a r,%ﬂ =2—7? =1, d’ol, par exemple,
r=(1,0,...,+41). De r et ey, on déduit :

r—e; =ent1 =(0,0,...,0,1)

et
r—2e; =(-1,0,...,0,1)

Enfin, n = e; £ ¢; est un vecteur de ¥,, pour lequel (nn) = 2; r, qui ne lui est pas
perpendiculaire, fait avec 1 un angle de 60°, d’ou le vecteur

r—n=(0,...,£1,0,...,0,1)

C’est le vecteur construit a partir de e; comme r & partir de ey : toutes les possibilités
sont donc épuisées pour les vecteurs de carré 2, et le systeme B,, 41 obtenu se compose
lui aussi des vecteurs te;, fe; - e;.
Le cas (rr) = 1 ne peut se présenter que pour n = 4 et conduit & un systéme
exceptionnel Fy, non prolongeable (comme G5).
Bornons-nous maintenant a indiquer les résultats complets au moyen du tableau
22/23 suivant® :

Ay By Cq

e | |
Gy +— Ay By =—— ()
| | |

A3 ——— D3 Bg Cs

| LN |

Ay Dy By Fy+—Cy
T A
IS S

6 ~ 6 6
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On a, en outre, les relations d’inclusion :
D4 —_— F4

D, —— B,
} faciles a vérifier sur les figures pour n = 3
D, —— C,

Les cinq groupes exceptionnels correspondants a Go, Fy, Eg, F7, Fg, ont respective-
ment 14,52,78,133 et 248 parameétres. Les groupes correspondant & A,,, B,,Cy, D,
ont respectivement n(n + 2),n(2n + 1), n(2n + 1), n(2n — 1) parameétres, et on peut
les réaliser de la maniére suivante : pour A,, on a le groupe projectif a n variables;
pour B, et C, les groupes projectifs d’une surface du second degré a 2n et 2n — 1
variables ; pour D,,, le groupe projectif d’'un complexe linéaire & 2n — 1 variables.

3.— Propriétés concernant la nature du corps. Les résultats obtenus jusqu’a
présent sur les algebres de Lie supposent, comme il a été dit, le corps K algébri-
quement fermé, ce qui a permis de faire intervenir toutes les racines de 1’équation
caractéristique. Mais certains des théoremes établis dans la précédente conférence,
dont I’énoncé ne fait pas intervenir ces racines, s’étendent facilement au cas d’un
corps quelconque.

Soient : g une algebre de Lie sur un corps K quelconque, 2 'extension algébrique-
ment fermée de K, g* l'algebre de Lie, extension de g dans 2, c’est-a-dire 'algebre
engendrée par les éléments de de la forme aa, o C Q, g et g* sont intégrables en
méme temps, car (g*)/ = (g’)*. On voit aussi qu’elles sont nilpotentes en méme
temps. Donc le théoréeme de Engel est valable pour un corps quelconque. Le premier
critere de Cartan s’étend d’une maniére analogue, tout au moins dans le cas d’un
corps infini.

Le second critere de Cartan résulte du premier par des raisonnements rationnels :
dong, il est valable aussi pour un corps quelconque (infini).

Le second critere de Cartan étant valable, la semi-simplicité est indépendante du
corps : g et g* sont semi-simples en méme temps. On ne peut pas en dire autant
pour les groupes simples : il est évident que si g admet un sous-groupe invariant b,
g admet le sous-groupe invariant h* : donc si g* est simple, il en est de méme de g.
Mais si g est simple, g* est soit simple, soit semi-simple. Cette seconde circonstance
peut effectivement se produire : si, par exemple, g est un groupe simple a parametres
réels, g* s’il n’est pas simple, peut étre et peut seulement étre la somme directe de
deux groupes simples imaginaires conjugués :

g =0l +9
Si le groupe simple g7 est a s parametres, g* est a 2s parametres, et il se déduit de
g} d’une maniere triviale.

Les remarques précédentes conduisent a examiner deux catégories de problemes
bien distinctes. En premier lieu, il semble désirable, au point de vue algébrique, d’avoir
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pour les théoremes fondamentaux des démonstrations rationnelles, c’est-a-dire ne fai-
sant pas sortir du corps K : nous indiquerons a ce sujet comment on peut établir
rationnellement le théoreme de Engel, en utilisant la notion d’algebre enveloppante.
En second lieu, on peut chercher a obtenir, & partir des classes de groupes simples
complexes précédemment déterminées, les différents types possibles de groupes simples
réels.

1. Démonstrations rationnelles. On a la propriété fondamentale suivante : si g est
une algebre de matrices nilpotente il en est de méme de l'algébre enveloppante a et
inversement.

Par définition, une algebre associative a est dite nilpotente s’il existe un entier N
tel que a’V = 0, c’est-a-dire si le produit de N éléments quelconques de a est nul. I
faut évidemment pour qu’il en soit ainsi que tous ses éléments soient nilpotents — c’est
également suffisant car une algeébre non nilpotente contient, d’apres un théoréme de
Wedderburn, un élément idempotent. !

Cela étant, si a est nilpotente, toutes les racines de ’équation caractéristique d’une
matrice A quelconque de a sont nulles et g est nilpotent[e]‘[w]

Inversement, supposons que dans g toutes les matrices ont A" = 0 comme équation
caractéristique. Montrons que a est nilpotent [e].[n] Il suffit pour cela de montrer que
toutes les matrices de a ont une trace nulle, car s’il n’en résultait pas que a est
nilpotent, il existerait dans A une matrice U # 0 idempotente (U? = U) qui pourrait
se mettre sous la forme

dont la trace h est différente de 0, d’ott contradiction.

Or, un calcul direct et élémentaire permet de calculer pour un groupe infinitésimal
quelconque de matrices la trace d’'une matrice de l’algebre enveloppante a en fonction
des coefficients de I’équation caractéristique des éléments de g.

D’abord les traces des matrices A C g sont connues ainsi que les traces des matrices
AP en fonction rationnelle des coefficients de ’équation caractéristique de A. On
connait par conséquent de méme la trace des matrices ) A;, A, --- Ay, ou ) indique
la, somme étendue a toutes les permutations des indices 71,2, ..., i, car c’est la forme
multilinéaire associée a tr AP.
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Pour calculer tr A; As - - - Ay, on remarque que :

tr(A1As - A1 Ap 1 A Agyo - Ap — A1Ag -+ Ay)
=tr Ay Ap—1 [Apgr Ak Apg -+ Ay

Mais [Ak+1 Ak] est un élément de g. On a donc au second membre la trace d’un
produit de p + 1 facteurs seulement. On arrive ainsi a une relation de la forme :

1
(10) trAlAQ"'Ap:HtrZAilAiz"'Aip"",u

ol u est une somme de traces de produits de moins de p facteurs. Si g est nilpotent,
tr AP = 0, donc tr)  A; A, -+ A;, = 0 et comme tr A; = 0, la formule (10) montre
par récurrence que la trace de toute matrice de a est nulle, donc que a est nilpotente.

On peut donner d’autre part, pour une algebre de Lie une deuxiéme définition
de nilpotent, équivalent a celle de la précédente conférence, et qui, étant analogue a
celle des algebres associatives, se trouve plus maniable dans les démonstrations faisant
intervenir 'algebre enveloppante. Appelons [f)l, [’)2] I’algebre de Lie engendrée par les
crochets d’un élément de h; avec un élément de ho, by et ho étant des sous-groupes
invariants d’'un méme groupe g. On peut définir les puissances d’une algebre de Lie
par les formules suivantes :

g"™ = [g,9"] > g®

Une algébre de Lie g sera alors dite nilpotente si une puissance de g est nulle : g* =0 :
une telle algebre est visiblement intégrable.
Mais un élément générateur quelconque de g* s’écrit :

a1 [ag [ - lag—1ag] - ]H a; éléments quelconques de g

et cette quantité est précisément égale a
AjAg - Aprag

ou A; est la matrice de la représentation adjointe correspondant a a; ; ceci montre que
st une puissance de l’algébre de Lie est nulle, l’algébre enveloppante est nilpotente et
inversement. De ceci résulte que nous avons montré rationnellement :

1) Péquivalence des deux définitions de nilpotent,

2) qu’une algébre nilpotente est intégrable.[1?

Pour montrer rationnellement qu’inversement le premier dérivé d’un groupe inté-
grable est nilpotent, on s’appuie sur le théoreme suivant dont nous ne donnerons pas
la démonstration :
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Je rappelle d’abord qu’'une algebre associative est dire semi-simple si elle ne contient
aucune sous-algebre nilpotente invariante # 0. Soit alors g une algébre de Lie de
matrices, I' son sous-groupe intégrable invariant maximum, a [’algébre enveloppante
de g. Si a est semi-simple

g=Ion
ou I' est abélien.

Supposons alors g intégrable : g = I'. Soit I le radical, c’est-a-dire la sous-algebre
invariante nilpotente maximale de I’algebre enveloppante a de g. Les congruences g, =
h1 (mod.N), g2 = he (mod.N) entrainent [g; g2] = [h1 k2] (mod.N). Les éléments de g
pris modulo 91 forment donc une algebre de Lie v homomorphe a g, donc intégrable,
dont I'algebre enveloppante est a/91. Celle-ci est semi-simple, donc d’apreés le théoréme
précédent, v est abélien.® On a donc pour tout couple d’éléments g, et gy de g :

[9192] =0 (mod.M) c’est-a-dire g’MN

donc g’ est nilpotent.

Le théoreme s’étend sans peine a une algebre de Lie abstraite. Si g est intégrable,
la représentation adjointe est en effet une algébre de Lie de matrices dont le dérivé
est contenu dans une algebre nilpotente. 11 existe donc ¢ tel que A1 As--- Ay = 0 pour
tous A; dans g'; donc pour tout x de g, on a AjAs---Ayx = 0; or ceci s’écrit en
revenant aux éléments de l'algeébre abstraite : [al lag -+ [aa]-- H, ou, en prenant
dans g’ :

(g,)t+1 —0
C.Q.F.D.

2. Détermination des groupes simples réels. D’apres ce qui a été vu précédemment, le
probléme consiste a trouver tous les groupes réels d’ordre r correspondant a chacun des
groupes simples complexes g* d’ordre r déterminés ci-dessus. Or la méthode que nous
avons utilisée dans cette détermination nous a permis, en nommant convenablement
les vecteurs de base de g* de donner & ce groupe une structure réelle, (Nog réels) et
de mettre la forme quadratique oy sous la forme :

gy = B(N) =Y g

oit ®(N\) = gixA\*A* est définie positive.

De 1a résulte déja qu’a g* correspondent deux groupes réels simples évidents :

D’abord le groupe obtenu en remplacant les parametres complexes de g* par des
parametres réels; pour ce groupe la forme quadratique oo contient certainement des
carrés positifs (provenant de ).

Puis, on peut remarquer que cette forme o5 serait définie négative si on donnait aux
A% des valeurs imaginaires pures et & £, £~% des valeurs imaginaires conjuguées. Or
on vérifie bien aisément que le crochet de deux éléments de g* dont les coordonnées
sont de cette nature, est encore un élément de ce type. Comme tous ces éléments
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s’expriment linéairement au moyen de la base (ih1, ..., th,, ta +U—_q, i(Ua—U_q), ... )
avec des parametres réels, leur ensemble est un nouveau groupe simple réel g déduit
de g* et pour lequel la forme quadratique o9 est définie négative. V)

Les deux groupes ainsi obtenus se distinguent par leur caractere §, c’est-a-dire par
la différence entre le nombre des carrés positif[s] et le nombre des carrés négatifs
dans os.

L’existence d’un groupe réel simple pour lequel oo est définie négative entraine
des conséquences importantes, mais qui sortent du point de vue algébrique, qui fait
I’objet de ces conférences. On peut en effet montrer directement & partir de cette
propriété, que le groupe adjoint I' du groupe continu g engendré par le groupe infini-
tésimal considéré est clos. On en déduit ensuite que g lui-méme est clos en montrant
qu’a une transformation de I' ne correspondent dans g qu’un nombre fini d’éléments,
circonstance due encore au fait que oo est définie.

Cela étant, Monsieur Cartan a montré en outre qu’étant donné un groupe simple
ouvert a parametres réels, on peut toujours trouver un groupe clos de méme structure.
Et la recherche des groupes réels ouverts d’une structure simple donnée revient a celle
des substitutions isomorphiques involutives du groupe clos de la structure donnée. Les
différents types de groupes simples réels ainsi obtenus se distinguent les uns des autres
par leur caractére. Enfin c’est a ce probléme de la détermination des différentes formes
réelles qu’est susceptible de prendre un groupe simple de structure complexe donnée
que se ramene la recherche des espaces de Riemann dont la courbure est conservée
par le transport paralléle.
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1. Les résultats sur lesquels on s’appuie ici étant valables pour un groupe semi-simple, on voit
qu’a tout groupe semi-simple & parametres complexes correspond un groupe semi-simple & parametres
réels pour lequel la forme o3 est définie négative.
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N.JACOBSON. Rational methods in the theory of Lie algebras (Annals of math. 36
(1935), p.875).M14

Notes

1. Les articles cités dans cette conférence sont celui [Wey26] d’Hermann Weyl (nous n’avons
pas identifié la référence & Princeton), celui [vdW33] de van der Waerden, la thése [Car94]
et les articles [Car14, Car29] d’Elie Cartan, ainsi que celui [Jac35] de Jacobson.

2. Tout au long de son exposé, Dubreil note la trace tr., j’ai supprimé le point dans la suite.
3. Toutes les figures illustrant ’exposé sont reproduites ici telles quelles.

4. La page 12 est manquante dans I’exemplaire de 'TRMA.

5. Les figures représentant les systémes de racines en rang 2 étaient parues pour la premiére
fois dans un article de van der Waerden [vdW33] en 1933.

6. Les noms des systémes A2, By et G2 sont sur les figures des pages précédentes.

7. Le ci-contre aurait di étre un « ci-dessus » dans 'original.

8. Voici le tableau copié dans loriginal (lui aussi vient de Darticle [vdW33] de van der
Waerden) :

Tl 1 LN Y
Ay Dy B, P& Cf
|
Alg\)ﬁ's Bls‘ 05
| |,
A A A
GV
Ay o3 By 30y
A
Le— EE‘EDJ?
;9 D

9. Voir l'exposé 1-C.

10. La page 27 manque dans l'exemplaire de 'IRMA.

11. Clairement, I’auteur pense a g comme & un groupe, d’ou ’accord au masculin dans cette
partie. Je ne corrige plus.

12. C’est-a-dire : une algebre de Lie nilptotente est résoluble.

13. Voir la note 11.

14. Un lecteur a rajouté & la main, dans 'exemplaire de 'IRMA, des références a [Jac38] et
a [Jac37).



(4-J) ALGEBRES DE LIE (SUITE) 19

Références

[Car94] E. CARTAN — « Sur la structure des groupes de transformations finis et
continus », These, Faculté des sciences, Paris, Nony et Co, 1894.

[Carl4] , « Les groupes réels simples, finis et continus », Ann. Scient. Ec.
Norm. Sup. (8) 31 (1914), p. 263-355.

[Car29] , « Groupes simples clos et ouverts et géométrie riemannienne »,
Journ. de Math. (9) 8 (1929), p. 1-33.

[Jac35] N. JACOBSON — « Rational methods in the theory of Lie algebras », Ann.
of Math. (2) 36 (1935), p. 875-881.

[Jac37] | « Simple Lie algebras of type A », Proc. Nat. Acad. Sci. USA 23
(1937), p. 240-242.

[Jac38] , « Simple Lie algebras of type A », Ann. of Math. (2) 39 (1938),
p. 181-188.

[vdW33] B. VAN DER WAERDEN — « Die Klassifikation der einfachen Lieschen Grup-
pen », Math. Z. 37 (1933), p. 446-462.

[Wey26] H. WEYL — « Theorie der Darstellung kontinuierlicher halbeinfacher Grup-

pen durch lineare Transformationen II », Math. Z. 24 (1926), p. 328-376.



	Notes
	Références

