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Séminaire de mathématiques 14 décembre 1936
Exposé 4-C, p. 1 & 15

SYSTEMES DE PFAFF (SUITE)

par Henri Cartan

Cet exposé!!] fait suite au précédent, auquel nous renvoyons le lecteur (Voir Der-
ratum). Dans le présent exposé 'abondance de la matiére nous oblige & passer sous
silence la plupart des démonstrations (qu’on trouve en général dans le livre de Kéhler).

Etant donné un systéme de Pfaff, on se propose de déterminer toutes les variétés
« intégrales ». La méthode de E.Cartan que nous avons commencé d’exposer, consiste
a ramener la recherche (locale) des variétés intégrales (& un nombre donné de di-
mensions) a la formulation de systémes de Cauchy-Kowalewski, qui peuvent étre des
systemes différentiels ordinaires; une fois ces systemes formés, on leur applique le
théoreme connu d’existence et d’unicité locales. Pour former ces systémes, il est com-
mode de déterminer(?! tout d’abord les « éléments intégraux » de toutes dimensions.
Nous avons vu que les éléments intégraux de dimension p se répartissent en familles
analytiques irréductibles, et que la recherche des variété intégrales a p dimensions peut
s’effectuer séparément pour chaque famille irréductible d’éléments intégraux a p di-
mensions. Parmi toutes ces familles, nous avons appris a distinguer, lorsqu’elle existe,
une famille dite « générale » (partie V du précédent exposé) ; 'étude des familles gé-
nérales de toutes dimensions constitue la théorie des « systeémes en involution » de
E.Cartan.

Le présent exposé comprend essentiellement deux parties. La premiere se rapporte
aux systemes en involution; elle concerne donc la détermination des variétés inté-
grales dont les éléments de contact appartiennent a une famille générale d’éléments
intégraux. Dans la deuxieme partie est abordée I’étude d’une famille quelconque d’élé-
ments intégraux ; des opérations de différentiation et d’élimination ramenent toujours
I’étude d’une telle famille & celle de familles générales de systémes de Pfaff convenables,
déduits du systéme donné par prolongement (Cf. parg.IIT du précédent exposé).

En résumé, il existe toujours des procédés algébriques réguliers qui permettent de
transformer les systémes de Cauchy-Kowalewski donnant les variétés intégrales. Tel
est, avec les restrictions nécessaires que nous indiquerons plus loin, le résultat essentiel
de la théorie de E.Cartan.
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2 H. CARTAN

I.—Systémes en involution

Le systéme de Pfaff étudié définit un idéal J que nous supposons différentiel (c’est-
a-dire : si la forme w appartient a J, dw appartient aussi a J). En outre nous supposons
que les formes de degré zéro de I'idéal constituent une base pour I'idéal premier (dans
Panneau des fonctions holomorphes) relatif & la variété Vg des points intégraux, variété
que nous supposons irréductible.

Dans ces conditions, nous avons défini des entiers s; et r; qui satisfont au systéme
d’égalités et d’'inégalités

s<r, r—s—1=rq, s=r—r;—1,
51 <1, r— 81 —1=ry, s+s1=1r—r9—2,
sp < Tp, Tp—Sp — 1 =1pt1, s+s1+--+sp=r—rp1—(p+1)
Sn =Tn st+s1+--F+sp,=r—nm

L’entier n s’appelle le genre du systéme, qui est dit « en involution » pour chaque
dimension p < n. Quel que soit p < n, il y a des éléments intégraux « généraux » a
p dimensions; ils constituent, dans ’espace des éléments a p dimensions, une variété
analytique irréductible V), (en particulier, V; est la variété des points intégraux, qui
sont tous généraux par définition). Parmi les éléments intégraux généraux & p dimen-
sions, sont « ordinaires » ceux par lesquels passent exactement co™+! (0 si p = n)
éléments intégraux a p + 1 dimensions; les éléments intégraux a p + 1 dimensions qui
passent par un élément général ordinaire & p dimensions sont généraux.

Il ne faut pas confondre les éléments généraux ordinaires avec les éléments généraux
réguliers. Nous avons donné des éléments réguliers une définition qui revient a celle-ci :
est régulier tout élément intégral général F, dans lequel on peut trouver une chaine
de sous-éléments E,_1, ..., Ey (Ey est le point d’appui de E},),

E()CElC"'CEpflCEP

tels que chaque Ej (0 < k < p — 1) soit ordinaire (et par suite régulier). Une telle
chaine sera dite chaine réguliere.

Tout élément intégral suffisamment voisin d'un E, régulier est général et régu-
lier ; tout élément intégral suffisamment voisin d’un F, régulier ordinaire est régulier
ordinaire.

Les éléments réguliers E, sont ceux au voisinage desquels est valable le théoreme
d’existence (théoréme 3 du précédent exposé); en effet, ce sont ceux au voisinage
desquels les variétés intégrales a p dimensions sont données par un systeme de Cauchy-
Kowalewski régulier. C’est ce que nous allons voir maintenant avec plus de précision.
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Etude du systéme donnant les paramétres de position des éléments inté-
graux voisins d’un élément intégral régulier. Soit I, un élément intégral par-
ticulier a p dimensions, et E, un élément intégral arbitraire, voisin de I,,. Définissons
I, par des équations

P
dv; — Y Adze =0  (i=p+1,...,7)
a=1

ce qui est possible a condition de supposer dxi AdzaA- - -Adx, # 0 sur I ; les quantités
¢ sont les parametres (indépendants) qui fixent l'orientation de I,,. Pour des raisons
qu’on apercevra plus loin, il est préférable de substituer a ce mode de représentation,
un procédé plus général : au lieu de dxq,...,dx,, considérons r formes du premier
degré indépendantes wi, ..., w,; en supposant wy Awa A -+ Awy, # 0 sur I, I, peut
étre défini par des équations

p
wi_z)\?wazo (l:P‘f'laﬂ")
a=1

Soient £ les coordonnées du point d’appui de [,,. Si on exprime qu’un élément voisin
E,, de point d’appui x et d’équations

P

w; — Z Llw, =0

a=1

est intégral, o trouve un systeme d’équations
(1) @p(xﬂglv"'ﬂgp) :07
algébriques par rapport aux coordonnées ¢ de I’élément E,, et linéaires (non homo-
génes) par rapport & la série des variables ¢ (comme d’ailleurs & la série des variables
£« pour chaque valeur de «). Le systéme (1) admet par hypothese la solution = = &,
=\

Dans tous les cas (que le systéme de Pfaff étudié soit ou ne soit pas en involution
pour p) les équations (1) entrainent en particulier celles qui expriment que le sous-
élément F,_; de E,, défini par w, = 0, est intégral ; soient

()Op—l(xaela s ’gp—l) =0
ces équations. Ce systeme entraine a son tour les équations

()O;D—Q(xaela s ’gp—Q) =0
qui expriment que le sous-élément F,_o de E,_;, défini par w,_1 = 0 est intégral...
et ainsi de suite jusqu’a

o1(x, 1) =0
et enfin
wo(z) =0

(équations de la variété des points intégraux).
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4 H. CARTAN

Ainsi la considération des formes wy,...,w, nous amene & associer :
d’une part a chaque élément E, une chaine de sous-éléments

EpDEp_lj"'DEleo

d’autre part au systéme (1) une chaine de sous-systémes dont chacun est sous-
systeme du précédent.
Considérons en particulier la chaine

I,>L,.1D>---D151 Dl

relative & Pélément I,. Je dis que 'examen du systéme (1) et de ses sous-systémes
permet de reconnaitre s’il y a involution pour la dimension p et si la chaine Iy C I; C
.-+ C I, est réguliere. On a en effet les deux théoremes suivants :

1.—. Si la chaine Iy C --- C I, est réguliére, alors en tout point intégral x voisin de
&, les équations

®1 (.17, gl) =0
linéaires en (%, sont compatibles; leur rang est s et il y a (ri + 1 — p) inconnues
arbitraires ; pour toute solution (x,¢!) voisine de (&, A1), les équations

<p2(x,€1,€2) =0,

linéaires en £2, sont compatibles ; leur rang est s+ s et il y a (ro —2—p) inconnues £2
arbitraires ; et ainsi de suite, jusqu’a : pour toute solution (z, ¢!, ..., ¢?~1) du systéme

(pp_l(l’,fl, s aépil) =0
(pourvu qu’elle soit assez voisine de &, A1, \P~1) les équations
gop(x,ﬁl, LT Py =0

linéaires en ¢7, sont compatibles ; leur rang est s+s1+4---+5s,_1, et il y a 7, inconnues
(P arbitraires.

En résumé, la résolution du systéme (1) se rameéne a des résolutions successives
d’équations linéaires.

2.— Théoréme réciproque. Soit (£, A\!,..., \P) une solution du systéme (1) jouis-
sant des propriétés suivantes : en tout point intégral z voisin de &, les équations
(linéaires en 1)
o1(z, 0" =0

sont compatibles et ont un rang o, indépendant de  (si l'on pose r —o —1=py,ily
a p; — 1 — p inconnues ¢! arbitraires) ; pour toute solution (x,¢!) voisine de (£, A1),
les équations (linéaires en ¢2)

o, 01 0*) =0
sont compatibles et ont un rang o+o01, indépendant de (z, 1), (si 'on pose p1+01 = p2,
il y a po+2—p inconnues £? arbitraires) ; et ainsi de suite, jusqu’a : pour toute solution
(@, 0%,...,P~1) du systéme
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@p—l(xaéla s aépil) =0
(pourvu qu’elle soit assez voisine de &, A1, ..., \P71) les équations en ¢?
op(x, 0. P P) =0
sont compatibles et ont un rang o + o1 + - -+ + 0,1 indépendant de (z, ¢*,... P71)
si I'on pose p,_1 — 0,1 = p, il y a p, inconnues (P arbitraires).
Pp p Pp Pp
S’il en est ainsi,

1°— le systeme de Pfaff proposé est en involution pour la dimension p

2°— la chaine Iy C I, C --- C I, définie par (§,\',...,\P) et par les sections
wp=0,... wp="--=wy =0 est réguliére

3°— les entiers p; et o; sont respectivement égaux aux entiers r; et s; du systéme de
Pfaff.

Les deux théorémes précédents, dont la démonstration est simple (bien que celle
du second ne soit pas triviale) montrent que le seul examen du systéme (1) permet
de décider si une chaine est réguliere, et fournit en outre les entiers r; et s;.

Si ’on n’a en vue que la résolution du probléme restreint : Y a-t-il involution pour
la dimension p ? on procédera ainsi : on regardera le rang o du systéme

01(c, ) =0
d’équations en £' pour le point intégral  « le plus général » ; puis le rang o + o1 du
systeme

oz, 01, %) =0

d’équations en ¢2 pour la solution (z,¢') « la plus générale » du systéme ¢; = 0; et
ainsi de suite. Pour qu’il y ait involution, il faut et il suffit que les systémes linéaires
envisagés successivement soient toujours compatibles; ou plutot, il doit en étre ainsi
pour le choiz le plus général des formes wi,...,w, (la compatibilité pouvant cesser
pour certains choix particuliers, correspondant a des chaines non réguliéres). Nous
venons de parler de la solution « la plus générale » d’un systéme; cette expression
a un sens précis, parce que tout est analytique et que les solutions envisagées sont
prises dans une famille irréductible de solutions.

Complément : numérotation des w; (i =p+1,...,r). Supposons le systéme de
Pfaff en involution pour la dimension p, et la chaine Iy C I; C --- C I, réguliére. Alors
on peut numéroter les w; (i > p) de telle sorte que, pour chaque valeur de l'entier v
(1 < v < p) les équations
o, ... 077 )y =0

linéaires par rapport aux ¢Y, n’établissent aucune relation entre celles des ¢} pour
lesquelles @ < r, + v (les £¢ correspondantes sont appelées paramétriques) et per-
mettent de calculer les autres £Y (r, +v < i < ), dites principales, en fonction des
paramétriques. En voici brievement la raison : les relations linéaires homogenes entre
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6 H. CARTAN

les wy (o < p) et les w; (i > p) qui expriment qu'un élément linéaire engendre, avec
I,_1 un élément intégral peuvent étre résolues par rapport a s + s; + - - + S,_1 des
w; (en effet, elles ne peuvent entrainer aucune relation entre les seules w,, puisque
sur I, les w, sont indépendantes); d’autre part, ces relations contiennent celles qui
expriment que 1’élément linéaire engendre avec I,,_5 un élément intégral (ceci dans le
cas ot v > 1). La possibilité de numéroter les w; comme il a été dit s’ensuit facilement
par récurrence par rapport a v.

Appliquons ceci a la formation du systeme de Cauchy-Kowalevski, qui détermine les
variétés intégrales a p dimensions dont les éléments de contact sont voisins de 1’élément
I,, supposé régulier ; nous supposons en outre que la chaine Iy C Iy C --- C I, est
réguliere, et que 'on a w, = dz,, w; = dz; (ce qui peut toujours étre réalisé par un
choix convenable du systéeme de coordonnées; nous prenons le point & pour origine
z = 0. Il s’agit de déterminer une variété intégrale M, qui passe par une variété
intégrale M,_1, supposée connue et située dans le plan x, = 0. Les quantités £; sont
ici les dérivées partielles

8LE1

— a=1,...,p; = 1,...,r
7. ( p p+ )

des fonctions inconnues x; des variables x,. Supposons qu’elles satisfassent au systéme
op—1(x, 01, ..., ¢P~1) = 0 (par hypothese elles y satisfont pour x, = 0), et écrivons les
équations qui donnent les ¥ principales en fonction des paramétriques. Cela donne

Ox; O
pour 87332 (¢ > rp + p) des fonctions linéaires des 871@1 (¢ < rp +p), & coefficients
P P

fonctions des 3 2 (j quelconque, a < p — 1). Donnons-nous pour les z; (i < r, + p)
i3

[e3
des fonctions arbitraires de x1,...,zp,, pourvu toutefois qu'elles se réduisent, pour
x, = 0, aux fonctions correspondant a la variété M,_;. Il reste alors, pour i > r, +p

o0x; ox;
’L_—Fi 7 j y =1..., 1
O0xyp (33:@) G>mt+p @ p )

les F; dépendant bien entendu de toutes les variables x. Tel est le systéeme de Cauchy-
Kowalewski qui donne la variété intégrale M,, correspondant & M,_; et au choix des
fonctions arbitraires (c’est effectivement une variété intégrale, en vertu du théoréme 2
relatif aux idéaux différentiels — Cf. exposé précédent —; pour plus de détails, voir
Kéhler).

Si maintenant I’on regarde, par le méme procédé, I’arbitraire dont dépendent M,_1,
puis Mp_s, etc..., on arrive & la conclusion suivante : moyennant les hypotheses rela-
tives & la régularité de la chaine Iy C --- C I, et & la numérotation des z; (¢ > p), il
existe, au voisinage de 1’élément intégral I,, une variété intégrale et une seule

€Tr; = fi(xl,...,xp)
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correspondant au choix arbitraire des fonctions suivantes :

filz1,...,2p) pour p<i<r,+p
filz1,...,2p-1,0) pour rp+p<i<rp,_1+p—1

ce qui fait

s1 fonctions arbitraires de 1 variable

s constantes arbitraires.
13/14

Tel est, dans toute sa précision, le théoréme d’existence et d’unicité locales relatif
aux systemes en involution, — ou, si ’on veut,, aux variétés intégrales dont les éléments
de contact appartiennent & une famille générale d’éléments intégraux. Ce théoreme
vaut en particulier si p est égal au genre n. Dans ce cas, 7, = s,,.

Exemple : La condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme 2, de degré
quelconque, soit (localement) la dérivée d’une forme I1 est que dQ2 = 0.
La condition est évidemment nécessaire. On voit qu’elle est suffisante en résolvant
le probleme :
Q= Z Yit,oyin dxil A A dxik
T yeenylke

étant donnée, déterminer
H: Z Z’il,u~77§1«+1 dl‘il /\"'/\dl’ik_'_1
G5yt 1
de facon que
(2) dll—Q=0

Les y sont des fonctions données des variables x, les z des fonctions inconnues des x; 14/15
lon doit résoudre le systéme de Pfaff (2) aux variables z et z, et d’une fagon précise,
chercher les variétés intégrales & p dimensions (p étant le nombre des variables z) sur
lesquelles dz1 A -+ - A dxy, # 0.
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On posera donc
P
_ o4
dzi1;<-~77;k+1 = E :Kil,...,ikﬂ dxe
a=1

et I'on obtiendra le systeme ¢, (z, ¢, ..., ¢P) = 0 en portant ces valeurs des dz dans
léquation (2) (Ici la forme dII — € sert de base a I'idéal différentiel, puisque d’apres
Ihypothése df2 = 0, sa dérivée est nulle). Le systéme obtenu est linéaire par rapport
a tous les ¢, et son examen montre facilement que le systeme de Pfaff étudié est en
involution pour la dimension p.

Ici Vintégration du systéeme de Cauchy-Kowalewski se réduit a de simples quadra-
tures, et les résultats subsistent méme si les données du probléme ne sont pas analy-
tiques (il suffit de supposer que les y sont des fonctions continument différentiables
des x).

Cas o1 le théoréme d’existence est muet. Le théoreme d’existence et d’unicité locales,

relatif aux variétés a p dimensions dont les éléments de contact appartiennent a la

famille générale V}, des éléments intégraux & p dimensions, ne vaut qu’au voisinage

d’un élément intégral général régulier. Les éléments non réguliers constituent, dans

Vp, une ou plusieurs sous-familles (analytiques irréductibles) dont la dimension est

moindre que celle de V},; au voisinage d’un tel élément, le théoréme est muet.
Prenons un exemple : soit ’équation de Pfaff a deux variables z et y,

xdy —ydr =0

le systeme est en involution pour p = 1, et les éléments intégraux a une dimension
sont tous générauzr. Parmi eux, sont réguliers ceux dont le point d’appui n’est pas
x =y = 0. or, on peut obtenir la courbe intégrale relative & un élément non régulier
en appliquant le théoreme d’existence au systeme prolongé

zz—y=20 dy — zdx =0,

et il est naturel de se demander si la circonstance qui se présente ici n’est pas suscep-
tible d’étre généralisée a tous les cas.
Il n’en est rien, comme le prouve le systéme

rdxr —ydy = 0;

autant de fois qu’on le prolonge, les deux éléments intégraux a une dimension ayant
lorigine pour point d’appui restent non réguliers pour le prolongement. Par suite;
I’existence des courbes intégrales passant par 'origine ne peut étre établie, dans ce
cas, par 'application du théoréme d’existence au cas régulier.

En définitive, I’étude de I’ensemble des variétés intégrales au voisinage d’un élément
intégral non régulier peut nécessiter I'usage de théoremes d’existence plus compliqués
que le théoreme de Cauchy-Kowalewski dans le cas régulier. Nous laisserons cette
question complétement de coté.
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Cas des points non simples des variétés intégrales. Dans le précédent exposé, nous
avons défini ce qu’il faut entendre par variété intégrale dans le cas d’une variété
analytique irréductible quelconque. Or, le théoreme d’existence relatif aux éléments
réguliers ne nous fournit que des variétés a points simples, et 'on est alors en droit
de se demander comment on obtiendra les points non simples des variétés intégrales.
Bornons-nous a l'indication suivante : un point non simple d’une variété intégrale a p
dimensions peut étre, au moins dans certains cas, obtenue comme point simple d’une
variété intégrale d’un prolongement (& p dimensions) du systéme de Pfaff étudié. Ou
plutot, dans le prolongement, chaque point multiple de la variété donne naissance a
une infinité de points de la variété prolongée ; et il est probable qu’un nombre suffisant
de prolongements finit par décomposer chaque point multiple en points simples. Il y a
la une question qui mérite d’étre étudiée; elle n’est pas encore complétement résolue
méme dans le cas des variétés algébriques.

II.— Etude d’une famille quelconque d’invariants intégraux

Nous avons déja défini 'intégrale générale a p dimensions d’un systéme de Pfaff
(fin du précédent exposé). Est dite générale toute variété intégrale dont les éléments
de contact principaux sont générauzx, et qui, en outre, possede au moins un élément
de contact régulier. La partie I de cet exposé a été consacrée au théoreme d’existence
relatif aux variétés intégrales générales & p dimensions. — avec la restriction indiquée
plus haut pour le cas des éléments non réguliers.

Si une variété intégrale & p dimensions (que p soit inférieur, égal ou supérieur
au genre n) n’est pas une variété intégrale générale, ses éléments de contact appar-
tiennent & une famille F (analytique, irréductible) non générale d’éléments intégraux
a p dimensions.

Pour déterminer toutes les variétés intégrales a un nombre donné p de dimensions,
nous sommes donc ramenés a étudier successivement toutes les familles d’éléments
intégraux.

Nous nous bornerons au cas ou la famille & & étudier est définie par des relations

(3) p(, ) =0

entre les parametres ¢ des éléments intégraux a p dimensions

p
(4> W; — Z E?wa =0
a=1

(Cf. partie I du présent exposé). Nous nous proposerons de trouver les variétés inté-
grales a p dimensions correspondantes, c’est-a-dire les variétés intégrales a p dimen-
sions du systeme de Pfaff (3), (4), sur lesquelles

wl/\wg/\~~/\o.)p7é0

Le résultat essentiel peut étre formulé ainsi :

17/18
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Théoreme de prolongement. Chaque variété intégrale peut étre considérée comme va-
Tiété intégrale générale d’un prolongement convenable du systéme (3), (4).

Autrement dit, par des opérations algébriques bien déterminées, en nombre fini,
on est amené a former de nouveaux systemes de Pfaff, et a déterminer leur intégrale
générale par les procédés de la lere partie.

Nous devons nous borner a quelques indications sur la démonstration de ce ré-
sultat essentiel, qui met en évidence, a posteriori, 'importance des systemes « en
involution ».

Le systeme de Pfaff (3), (4), est d’un type particulier. Il définit un idéal différentiel
auquel on peut donner pour base

o(z, ), de, 0;, = w; — Zé‘f‘wa, do;

c’est-a-dire des formes de degrés 0, 1 et 2. En changeant les notations (et en appelant
de nouveau z toutes les variables) on a :

1°— des formes a(x) de degré 0

2°— des formes 61, ...,0; de degré un

3°~ des formes de degré 2

p
%‘: § WiaWa
a=1

ol wi,...,wp ont la méme signification que plus haut, et ol les w;, sont des
formes du premier degré.

Nous supposons, bien entendu, que les formes a(x) constituent une base pour I'idéal
premier de la variété des points intégraux, supposée irréductible; et que les formes
01,...,0s sont indépendantes. Cela étant, nous nous proposons d’étudier le systéme
de Pfaff :

a=0, 0;=0 (i=1,...,s), @:Zwmw:o (i=1,...)

et d’une facon précise, de déterminer les variétés intégrales a p dimensions sur les-
quelles w1 A -+ ANwp # 0.

Or voici en bref, comment E.Cartan traite les systémes de ce type, que nous ap-
pellerons le type (C).

Tout d’abord, si les formes 6; et w, sont dépendantes, c’est-a-dire s’il existe une
identité a coefficients holomorphes

> tawa + > bt =0
@ j

on a nécessairement s, = 0 (o = 1,...,p) sur les variétés intégrales cherchées, puisque
w1, ...,wp sont indépendantes sur ces variétés. Les équations

aq =0
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sont alors a joindre aux équations a = 0 de la variété des points intégraux, qui peut
ainsi se décomposer en variétés de dimension moindre. Dans ce cas, il faut reprendre
le probleme pour chacune de ces variétés; et il se peut qu’on soit amené, par le méme
procédé, a réduire de nouveau leur dimension. Ces opérations auront nécessairement
une fin, et on sera finalement amené a étudier des systémes de Pfaff du type (C) pour
lesquels les formes w, et 6; seront indépendantes. (ou alors, s’il ne subsiste aucun
tel systeme, c’est que le systéme initial ne posséde pas de variétés intégrales du type
cherché).

Les p + s formes w, et 0; étant désormais supposées indépendantes, on peut leur 21/22
adjoindre ¢ = r —p — s (r désignant toujours le nombre total des variables) formes @w”
(p=1,...,q), telles que les wy,, les 0; et les @, forment une base pour les formes du
premier degré. En particulier, les w;, s’expriment comme combinaisons linéaires des
Wa, 05 et W,, a coefficients analytiques

q p
1
Dia = Y dipalp + By D cCiapws+ ()0 (Ciap = —Ciga)
p=1 B=1

ici, attention : les coeflicients a;qs €t ciop peuvent avoir des péles. Ils seraient holo-

morphes dans le cas ol les w, et les 0; seraient non seulement indépendantes, au sens

absolu, mais indépendantes en chaque point. Or, en un point particulier (z) = (),

les formes w, et §; peuvent étre indépendantes sans 1'étre identiquement : dans ce
cas, (x)0 peut étre un péle pour les coefficients a;ng, Ciag.
Avec ces notations, on a
Y, =x; (mod.0;)
en posant
Xi = Z CiapW pWa + Z %cia@waw/g;
et le systeme de Pfaff peut s’écrire 22/23

SOZO, 0]':07 X’L:O

Un élément intégral a p dimensions est défini par les coordonnées £
_ o o
W, = E lowa, 0; =0
[0

en portant dans x; = 0, on trouve

() Y (aiagly —aigply) = ciap (a0 < B <p);
P
telles sont les équations que dans la premiere partie nous avons nommées

op(z, 0t ... P) =0

Ici ces équations sont linéaires par rapport a toutes les inconnues 4. Il faut étudier ce
systeme linéaire, et tout d’abord écrire qu’il est compatible. Cela donne, éventuelle-
ment, des relations entre les variables x du systéme de Pfaff initial ; ces relations sont
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a joindre aux relations a = 0, et il faut alors tout recommencer. De méme que plus
haut, on repart sur de nouveaux systémes de Pfaff du type (C), et on recommence
jusqu’a ce qu’il ne reste plus que des systémes pour lesquelles [sic] les équations (5)
23/24 soient compatibles.
Supposons donc désormais les équations (5) compatibles, nous pouvons, en dési-
gnant par A7 une solution particuliere, prendre les formes

— [
Wy — E ApWa
[}

comme nouvelles formes @,, cela revient & supposer que le systéme (5) admet la
solution £ = 0; donc que
Ciap = 0
C’est ce que nous admettrons désormais.
Le systeme de Pfaff est alors caractérisé par le systeme des fonctions aiqg; s’il
est en involution, et si les formes wy,...,w, définissent des chaines régulieres. Nous
formerons, pour chaque valeur de v (v < p) le sous-systéme qui était désigné par

pu(z, 0. 7)) =0

et qui, ici, se réduit & celles des équations (5) pour lesquelles 5 < v. Nous obtenons
ainsi une chaine de sous-systémes dont le seul examen permet de reconnaitre s’il y a
involution pour la dimension p.

E.Cartan substitue aux inconnues €‘p" d’autres inconnues, savoir les ¢;,5 définies

Wiq = Z eiaﬁw,@
B

les relations qui lient les £;05 aux £ sont évidentes et conduisent aussitot aux équa-

24/25 par

tions déterminant les ¢;,3. Ces équations sont de deux sortes :
1o~ linp = liga (équations traduisant les équations (5));

2°— toute relation linéaire qui existe entre les w;, doit, pour chaque valeur fixe de 3,
exister entre les ¢;,3 correspondantes (ces relations entre les ¢;,3 expriment les
conditions de compatibilité des équations donnant les £, en fonction des ling).

En définitive, la formation du systeme d’équations (linéaires) en ¢;,3 se rameéne a
l’étude de la dépendance des formes du premier degré wW;,. Et la condition pour qu’il
y ait involution fait intervenir uniquement les relations linéaires qui existent entre
les Wy -

Nous arrétons ici notre exposé, renvoyant pour la suite au mémoire original de
E.Cartan (Ann.Ec.Norm.1904), dans lequel on trouvera une démonstration du théo-
réme de prolongement énoncé plus haut.

Nous avons voulu conduire le présent exposé jusqu’au point ol apparait nettement
la méthode de E.Cartan : elle consiste a raisonner sur des systemes de formes de

25/26 Pfaff (du premier degré) et ne fait intervenir que les relations linéaires qui existent
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entre ces formes; on peut ensuite normer des systémes par des substitutions linéaires
convenables.

La structure du systeme de Pfaff étudié se trouve ainsi mise en évidence, et il n’est
pas étonnant que cette méthode se soit montrée féconde en géométrie différentielle et
soit adaptée a ’étude des groupes continus.

Compléments
Quelques types importants de systémes en involution

1.— Systémes complétement intégrables.

Définition. Par un Ej intégral passe (en général) un E,, intégral et un seul (n = genre
du systéme). Condition équivalente :

§1 ="+ =8, =0, Ss=r—n

Autre condition équivalente : au voisinage du point intégral le plus général on peut
donner & l'idéal différentiel J une base formée de (r — n) formes indépendantes du
premier degré wy,...,w,_n

(on a done dw; =0 (mod. w;))
Réciproquement, des équations du premier degré w; = 0 telles que
dw; =0 (mod. w;)

définissent un systéme completement intégrable.

Propriété caractéristique : par chaque point intégral passe (en général) une variété
intégrale M, et ne seule; les M,, dépendent donc de s = r —n constantes arbitraires.
Si on résout par rapport a ces constantes, on trouve s intégrales premiéres, dont les
différentielles totales constituent une base pour I'idéal J.

Méthode d’intégration : basée sur la propriété caractéristique : tout lieu de courbes
intégrales qui s’appuient sur une variété intégrale est une variété intégrale. Par
exemple, on cherche un lieu de courbes intégrales passant par un point fixe et
dépendant de n parametres.

2.— Systémes pour lesquels s, =--- =5, = 0. Pour p = 0, ce sont les systémes
complétement intégrables. Pour p quelconque, ce sont les systémes jouissant de la
propriété : par un E, intégral passe (en général) un F, intégral et un seul.

Alors par une variété intégrale M, passe, en général, une variété M,, et une seule
(Cf. V'indétermination de Uintégrale générale, partie I de cet exposé). On en déduit
une méthode d’intégration qui généralise celle des systemes completement intégrables
(voir E.Cartan, Ann.Ec.Norm.1901).

26/27

27/28
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3.— Systémes admettant des caractéristiques de Cauchy. Ce sont ceux pour
lesquels les E,, intégraux qui passent par un point intégral ont en commun des éléments
linéaires (formant nécessairement une variété linéaire F,,_, nous désignerons par n—p
le nombre de ses dimensions). On a alors

Serl:“':Sn:O

et I'on est donc dans un cas particulier du cas 2.

Pour qu’un élément linéaire (passant par un point intégral) appartienne a la variété
F,_, (relative & ce point), il faut et il suffit qu’il engendre, avec chaque E,,_; intégral,
un élément intégral. D’oti un procédé pour former les équations de F;,_, : un E,, étant
défini par les coordonnées d’un F,,_; et par les parametres dxq,...,dz, d'un Fy, on
écrit que F,, est intégral; entre les équations obtenues on élimine les coordonnées de
E, 1, et il reste (si possible) des relations linéaires entre dxi,...,dz,. Ce sont les
équations cherchées de F),_,.

Le systéme différentiel ainsi obtenu (appelé systéme caractéristique) est compléte-
ment intégrable. Autrement dit, il existe une variété a n — p dimensions et une seule,
tangente en chaque point intégral a Fj,_,. Cette variété est commune a toutes les
M, passant par ce point. D’oul génération des variétés intégrales M,, par les variétés
caractéristiques & (n — p) dimensions.

Le systéeme de Pfaff initial peut s’écrire de fagon a ne faire intervenir que les in-
tégrales premieres du systeme caractéristique et leurs différentielles. Les équations
ainsi obtenues indiquent la loi suivant laquelle les variétés caractéristiques doivent
étre associées pour engendrer une variété intégrale.

Bibliographie

Outre les ouvrages cités dans ’exposé précédent :

E.CARTAN.— Sur la structure des groupes infinis de transformations (Ann.Ec.Norm.,
3eme série, 21, 1904, p.153-206) ; la premiére partie du mémoire est relative a notre
sujet, et contient une démonstration du « théoréme du prolongement ».

Notes

1. La bibliographie en fin d’exposé renvoie & celle de I'exposé précédent (c’est-a-dire & [Car01]
et [Kih34]. Elle ajoute un autre article [Car04] d’Elie Cartan (ces deux articles sont invoqués
dans le cours de I'exposé).

2. Nous avons corrigé d’apres Perratum, relié apres 'exposé G dans ’exemplaire de 'IRMA.
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