LE SEMINAIRE DE MATHEMATIQUES
1933-1939

édition réalisée et annotée par

Michele Audin

4. Année 1936-1937

Travauzr d’Elie Cartan

André Weil

Formes différentielles extérieures
Séminaire de mathématiques (1936-1937), Exposé 4-A, 9 p.

<http://books.cedram.org/MALSM /SMA_1936-1937__4__A_0.pdf>

[(cCOETTHEM Cet article est mis & disposition selon les termes de la licence
CREATIVE COMMONS ATTRIBUTION — PAS DE MODIFICATION 3.0 FRANCE.
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/fr/

cedram

Exposé mis en ligne dans le cadre du
Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/


http://books.cedram.org/MALSM/SMA_1936-1937__4__A_0.pdf
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/fr/
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/

Séminaire de mathématiques 16 novembre 1936
Exposé 4-A, p. 149

FORMES DIFFERENTIELLES EXTERIEURES
par André Weil

Le calcul™ des formes différentielles extérieures a pris & 1'’époque moderne une
importance considérable, grace surtout aux travaux de M.E.Cartan ou il joue un réle
essentiel. Ce calcul présente deux aspects, I'un purement algébrique, c’est le calcul
de Grassmann ;23] Pautre aspect est proprement différentiel, et sous cette forme, ce
calcul est principalement I'ccuvre de M.Cartan. Nous allons examiner successivement
ces deux calculs.

1.— Calcul de Grassmann

Il a été découvert par Grassmann qui I'a exposé dans son « Ausdehnungslehre » 4!
ou il en a donné toutes sortes d’applications géométriques. Soit k un corps (le corps
des constantes) et soit k™ un espace vectoriel & n dimensions sur k; en choisissant

dans k" une base de n vecteurs indépendants e;, k™ apparait comme ’ensemble des
n

vecteurs x = inei, les x; étant dans k.
1
On appellera algébre extérieure ou algeébre de Grassmann sur k™, un systéeme hy-
percomplexe sur k, G = G(k™) avec les propriétés suivantes :

1°~ G contient un élément unité (désigné par 1) et tous les éléments de k™ ; et G
est engendré par ces éléments.

2°— Si x, y, sont deux éléments de k™, leur produit dans G obéit a la loi : yr = —xy.
(Si k n’est pas de caractéristique 2, il en résulte que :

3°~ quel que soit = dans k™, zz = 0; si k est de caractéristique 2, on ajoute 3°
comme axiome).

4°— Les éléments de G ne satisfont pas a d’autres relations qu’a celles qui se dé-
duisent de 2° et 3°.

La multiplication dans G porte le nom de multiplication extérieure; chaque fois
que ce sera utile pour éviter des confusions, on la désignera par le signe A.
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2 A. WEIL

En vertu de 1°, tout élément de G est une combinaison linéaire (avec coefficients
dans k) de termes e;, -€;, - - - €, ; en vertu de 2° et 3°, deux termes de cette forme sont
égaux au signe pres s’ils se déduisent 'un de 'autre par une permutation des facteurs
(ils sont égaux si la permutation est paire, opposés si elle est impaire) ; et un tel terme
s’annule s’il contient deux facteurs identiques ; en particulier, le degré d’un tel terme
étant le nombre de ses facteurs e;, tout terme de degré > n est nul, et il n’y a, au signe
pres, qu'un seul terme de degré n, a savoir ejes - - - e,,. Il en résulte que G possede une
base formée de 1 et des éléments e;,e;, ---¢€;, telsque 1l <m < n, i; <ig < -+ <lpy,
la loi de multiplication de ces éléments de base étant parfaitement déterminée par 2°
et 3°; et par conséquent, G(k™) existe et est entierement déterminée. Bien entendu,
puisque la définition de G(k™) ne fait pas intervenir les éléments de base e;, G(k™) est
attaché a I'espace k™ d’une maniere invariante ; cette algebre est donc particulierement
bien adaptée a ’étude de la géométrie affine dans k™.

(5] les coefficients

Considérons l'effet d’'un changement de base e; = ) ¢;5e; sur

v a1s . _
d’'un élément donné de G, A =3 aipiy. i,
transformera en somme de termes de méme degré, de sorte qu’il suffit de considérer
le cas ou tous les termes de A ont méme degré m : dans ce cas, A sera appelée une

forme de degré m. (Observons que si A, B sont des formes de degré respectif p, g,

€i, iy * * - €4, . videmment chaque terme se

leur produit satisfait a la loi AB = (—1)PYBA, car il en est ainsi lorsque A et B
se réduisent a un seul terme, donc aussi, en vertu de la distributivité, dans le cas
général). Evidemment toute forme A de degré m pourra étre écrite sous la forme
A =3y, i, €ir €0y - €, la sommation étant étendue & toutes les combinaisons
de m indices distincts i1, 42, . . ., im, et les coefficients a étant symétriques gauches (on
dit aussi antisymétriques) par rapport a ces indices, c¢’est-a-dire qu’une permutation
paire sur les m indices ne change pas a, et qu'une permutation impaire remplace a
par —a. Alors, en faisant la substitution e; = " ¢;je;, on voit que les coefficients a se
transforment comme des tenseurs covariants antisymétriques a m indices (les e; étant
considérés comme des vecteurs contravariants). Il y a donc identité entre les formes
de degré m dans G et les tenseurs covariants antisymétriques a m indices dans k".

Soit VP une variété a p dimensionsl® dans k" : Palgébre G(V?) est évidemment
isomorphe a la sous-algebre de G(k™) qui est engendrée par 1 et les éléments de VP ; en
particulier, cette algébre contient, & un facteur constant (scalaire) prés, un élément
et un seul de degré p, a savoir vivy - vp, si les v; sont un systéme de vecteurs de
base de VP ; en particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que les v; soient
indépendants, est que ce produit ne soit pas nul. Si on pense a d’autres vecteurs
w; =Y ¢;;v; 'on aura wiws - - - wp = €102 - - - Up, €t la constante c est le déterminant
des ¢;; (on peut le vérifier, ou; ce qui vaut mieux, prendre ceci comme définition des
déterminants).

Ainsi, a toute variété VP est attachée une forme de degré p, bien définie & un facteur
scalaire pres, et qui peut s’exprimer comme produit de p formes de degré 1 : une telle
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forme s’appellera une forme complétement décomposable de degré p; les coefficients de
cette forme, exprimés au moyen des éléments de base e;, €;, - - - €, forment un systeme
de coordonnées homogenes pour V? (pour le cas n = 1,7 ou, ce qui revient au méme,
pour le cas des droites dans ’espace projectif & trois dimensions, on retrouve ainsi les
coordonnées dites pliickeriennes) ; ils satisfont a certaines relations quadratiques qui
ont été données par Grassmann.

Soient VP, W9 deux variétés, et A, B les formes associées, de degrés respectifs
p, q; on pourra exprimer au moyen de A, B, les propriétés géométriques de V, W.
Par exemple, le fait que V contienne W s’exprimera par le fait que A soit multiple
de B; A et B auront une intersection non réduite a 0 si AB = 0; si au contraire,
Iintersection de V', W se réduit a 0, la forme AB correspond a la variété a p + ¢
dimensions qui contient V et W ; etc......

2.— Formes associées

A toute forme de degré p, A, on associe (d’apres Grassmann) une forme A* de
degré n — p par la régle suivante :[8/ Si d’abord A se réduit & un terme €i1€iy €,
on lui associe une forme A* = +eje;, - -e;, _ , telle que AA* = ejex---e,; il est
facile de voir que A* est déterminée d’une maniére unique. Et 'on convient que la
correspondance entre A et A* est linéaire : étant définie pour la base de G, elle est
donc définie pour tous les éléments de G.

Il est naturel, puisque la définition de A* fait intervenir la base e;, que cette dé-
finition ne soit pas invariante par rapport a un changement de base. Il est facile de
trouver le groupe qui laisse invariante la correspondance entre A et A*. Tout d’abord,
si A=1, A* = ejey--- e, donc le groupe est unimodulaire. De plus, si z = > x;e;,
on a zz* = (Y. z?)eiea--- ey, donc le groupe laisse invariante la forme > x2. Ré-
ciproquement, on vérifie par un calcul facile que toute substitution orthogonale de
déterminant 1 laisse invariante la correspondance entre A et A*. La notion de forme
associée permet donc d’exprimer les notions de la géométrie euclidienne. En particu-
lier, soit VP une variété a p dimensions; soit A la forme correspondante de degré p;
par une substitution orthogonale qui ameéne les p premiers vecteurs coordonnés a étre
dans VP, on voit que A* n’est pas autre chose que la forme correspondant a la variété
V"~P orthogonale a VP ; ce qui montre également que la forme associée a une forme
completement décomposable est compléetement décomposable.

La correspondance entre forme et forme associée prend un autre aspect si on intro-
duit I'espace dual de k™, c’est-a-dire 'espace kI des formes linéaires dans k™ ; cette
dualité s’exprime par le fait qu’a tout élément u de kI et a tout élément x de k"
correspond un élément de k, (u, ), & savoir la valeur de la forme u au point x.

Soit G* I'algebre extérieure construite sur k7 ; on trouve que I’ensemble des formes
de degré p dans G* peut étre considéré comme ’espace dual de ’ensemble des formes
de degré p dans G (par exemple, & toute forme décomposable U = uqus - - - u, dans G*
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4 A. WEIL

et & toute forme décomposable X = zq122 - -z, dans G, on fera correspondre (U, X)
égal au déterminant des (u;, ;) ; et cette fonction bilinéaire (U, X) sera étendue par
linéarité a toutes les formes de degré p dans G et G*).

Notons que, de méme que les formes de degré p dans G ne sont pas autre chose
que les tenseurs covariants antisymétriques a p indices dans k", les formes de degré
p dans G* ne sont pas autre chose que les tenseurs contravariants antisymétriques a
p indices; et (U, X) n’est pas autre chose que le « produit contracté » d’un tenseur
covariant et d’un tenseur contravariant (tous deux antisymétriques) & p indices.

Mais, d’autre part, il y a également dualité, dans G, entre les formes A de degré p
et les formes B de degré n — p, cette dualité s’exprimant par I’existence d’une fonction
bilinéaire (A, B) définie par AB = (A, B) - ejes - - - e, invariante par le groupe des
substitutions unimodulaires sur les e;. On en conclut qu’on peut établir, d’'une maniére
invariante par rapport a ce méme groupe, une correspondance entre les formes de
degré p dans G* et les formes de degré n — p dans G. Si maintenant, on établit d’une
maniére arbitraire une correspondance (ou pour mieux dire un isomorphisme) entre
k™ et l'espace dual k' (ce qui se fait par le moyen d’une forme biblinéaire B(z,y),
de déterminant non nul, qu'on se donnera dans k™, et qui pourra par exemple étre
déduite d’une forme quadratique non dégénérée), on obtiendra une correspondance
entre formes de degré p et formes de degré n — p dans G, invariante par un certain
groupe de substitutions.

De la correspondance entre formes et formes associées Grassmann déduit une opé-
ration, dans G, quil appelle le produit régressif.[! Soient A, B deux formes de degré
D, q;sip+q>n,ona AB = 0. Mais considérons la forme (A*B*)* : elle est de degré
p+ q—n; c’est elle que Grassmann appelle le produit régressif. Pour p + ¢ = n, le
produit proprement dit et le produit régressif existent tous deux, et sont alors liés par
une relation tres simple : si AB = ¢ ejes - - - ey, ¢ étant un élément de k, le produit
régressif est ¢. En général, les considérations ci-dessus sur I’espace dual (ou une vérifi-
cation directe) montrent que l'association entre deux formes et leur produit régressif
est invariante par rapport au groupe des substitutions unimodulaires. Ceci permet
de prévoir que le produit régressif permet d’exprimer certains faits géométriques, en
dualité avec ceux qu’on exprime au moyen du produit extérieur. Par exemple, si A et
B sont les formes correspondant a deux variétés VP, W4, le produit régressif s’annu-
lera si V', W sont contenues dans une méme variété de moins de n dimensions et, s’il
n’en est pas ainsi, ce produit sera la forme correspondant a 'intersection de V et W.

3.— Formes différentielles

Sur une variété « différentiable » a n dimensions, on considérera, en chaque point,
I’espace vectoriel a n dimensions des différentielles en ce point. C’est un espace ayant
pour base, si I’'on prend des coordonnées locales z1, o, ..., z, au voisinage d’un point
de la variété, les différentielles des coordonnées. Sur cet espace, on construit I’algebre
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extérieure G : les formes de G sont les formes différentielles extérieures sur la variété.
il y a, ici encore, identité entre ces formes et les tenseurs covariants antisymétriques
sur la variété. Une telle forme s’écrira : A(x) = 3 a4,4,...4, () day, - - - dz;,. Pour éviter
des difficultés trés sérieuses, on supposera les coefficients a(z) deux fois continument
différentiables.

Tout ce qui a été dit plus haut subsiste ici : Tout d’abord, la notion de produit
extérieur ; mais aussi la notion de forme associée, dés qu'on s’est donné une forme
quadratique différentielle non dégénérée (c’est-a-dire un ds?, mais qui n’a pas besoin
d’étre défini positif; par exemple, en théorie électromagnétique (équations de Max-
well) intervient la notion de forme associée par rapport a la forme quadratique bien
connue dz? + dy? + dz? — 2dt?).

Ce qui fait la nouveauté du calcul des formes différentielles extérieures par rap-
port au calcul de Grassmann, c’est 'opération de dérivation extérieure, introduite en
analyse (semble-t-il) par M.Cartan. Par définition, si 'on a :

A= aii,. i (x) das, - da,
les a étant continument différentiables, on posera :
dA = Z dailiz_“ip (.73) dl‘il cee d.l‘ip
da désignant la différentielle de a (qui est une forme de degré 1 de 'algebre G). Si A
est une forme de degré p, dA est une forme de degré p + 1. Cette opération satisfait
aux lois suivantes :
1o Sil'% A est une forme de degré 0, c’est-a-dire une fonction f(z) (continument
différentiable), dA n’est autre que la différentielle ordinaire df (forme de degré
1).
2°— Si A, B sont des formes de degrés respectifs p, ¢, on a :
d(AB)=dA-B+ (-1)?A-dB
comme on le vérifie immédiatement (et trivialement) & partir de la définition.

3°— Quel que soit A, on a d(dA) = 0. Ce théoréeme, qu’on vérifie facilement, est au
0% f B 0% f
0xdy  Oyox

fond équivalent au théoréme

A est de degré 0).

, qui est un cas particulier (celui ot

Réciproquement, ces trois propriétés, jointes & la linéarité (d(A + B) = dA + dB)
suffisent a déterminer entierement ’opération d, comme on le voit immédiatement ;
par conséquent, cette opération posséde une signification invariante (indépendante du
choix des coordonnées). C’est naturellement ce qui en fait 'importance.

Dans le cas ot A est une forme de degré 1 (ou, comme on dit parfois aussi, une
« forme de Pfaff », ou « expression de Pfaff »), on connaissait depuis longtemps le
« covariant bilinéaire » associé a la forme, qui n’est autre que la forme bilinéaire for-
mée avec les coefficients de dA ; ce covariant joue un grand role dans les travaux de
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6 A. WEIL

Frobenius. D’autre part, Poincaré, dans son mémoire « Sur les résidus des intégrales
doubles »," avait écrit des équations qui expriment dA = 0; mais opération gé-
nérale que nous désignons par d apparait pour la premiére fois dans les travaux de
M.Cartan (ot elle est généralement notée A’ et non dA).['? 1l convient de noter que
cette opération n’est autre que la dérivation tensorielle, pour les tenseurs covariants
antisymétriques : on sait, en effet, que 'opération de dérivation tensorielle qui en gé-
néral fait intervenir les g;; de la forme quadratique fondamentale, en est indépendante
dans le cas particulier dont il s’agit.

4.— Aspect intégral

On peut se demander, réciproquement, étant donné une forme A, s’il y a une
forme B telle que dB = A. D’apres ce qui précede, il faut, pour qu’il en soit ainsi,
que dA = 0. Réciproquement, si dA = 0, on vérifie sans aucune difficulté I'existence
de B (qui s’obtiendra par des quadratures) dans le voisinage d’un point donné : on
pourra par exemple, procéder par récurrence sur le nombre des variables (Cf. aussi
les conférences ultérieures de H.Cartan, sur les systémes de Pfaff). On en déduit
immédiatement que si dA = 0, A peut étre mis sous la forme dB, si l’on se trouve sur
une variété simplement connexe (homéomorphe & lespace a n dimensions).[13]

Ce résultat est étroitement lié au théoreme de Stokes, di, lui aussi, a M.Cartan.
Soit A une forme de degré p; soit VP une variété a p dimensions, c¢’est-a-dire une
somme (a coefficients entiers, ou méme plus généralement a coefficients dans le corps
des nombres réels ou complexes) d’images continues, continument différentiables, de

(14]

simplexes euclidiens, alors, l'intégrale de A sur VP possede une valeur bien définie.
Si 'on désigne par VP la frontiére d’une variété VP (c’est-a-dire la somme algébrique
des frontieres des simplexes composant V?) le théoréme de Stokes s’écrit :

/ A=z / aA
Vp+l Vp+1

A étant une forme quelconque de degré p, VP*! une variété a p + 1 dimensions; le
signe dépend de p et des conventions faites pour l'orientation de la frontiere d’une
variété. Il est clair que le théoreme sera démontré si on le démontre pour un simplexe
euclidien ; et dans ce cas il ne présente pas de difficulté.

5.— Extension possible de la théorie

De Rham, dans sa thése et ses travaux ultérieurs,[!%! a mis en évidence une analogie

trés profonde entre le calcul des formes différentielles extérieures et celui des variétés en
topologie combinatoire. Au produit des formes correspond 'intersection des variétés,
a la différentielle extérieure correspond la frontiere; et les regles formelles sur ces
opérations sont exactement les mémes si on fait correspondre aux formes de degré p
dans un espace a n dimensions, les variétés a n — p dimensions.
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Lorsque p = n, on a, d’'une part, les formes de degré n, qui ne sont pas autre
chose que les éléments de volume, c’est-a-dire les distributions de masse « réguliéres »
(possédant une densité continue) dans lespace étudié; d’autre part, les variétés a
0 dimensions, au sens de la topologie combinatoire, sont les sommes de points en
nombre fini, a coefficients réels, c’est-a-dire, les distributions de masse concentrées
en un nombre fini de points. On connait la notion qui embrasse ces deux-la comme
cas particuliers : c’est la notion de mesure de Radon (sur la droite, c’est la notion
d’élément d’intégrale de Stiel[t]jes).

On peut conjecturer qu’il y a de méme, dans le cas général, une notion embrassant
a la fois celle de forme & n dimensions et celle de variété & n — p dimensions.'6 Cette
notion n’a pas encore été trouvée ; mais du moins, I’analogie entre formes et variétés
a déja conduit a des résultats remarquables ; ceux-ci sont esquissés d’une maniere tres
claire dans la conférence de de Rham, citée ci-dessous, et a laquelle je renvoie pour

cette question.!!?]

Bibliographie.
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Notes

1. La bibliographie a la fin de article comprend le livre [Car22] d’Elie Cartan et le récent
petit livre [K&h34] d’Erich Kéhler, ainsi que la conférence [dR36] donnée par Georges de
Rham.

2. Ce que 'on appelle aujourd’hui I'algebre multilinéaire, ou extérieure.

3. L’exemplaire de Claude Chabauty montre qu’il a beaucoup travaillé sur cet exposé (termes
soulignés au crayon, ajouts sur les pages de gauche...).

4. Le livre de Grassmann [Grad4] est paru en 1844.

5. 11 faut lire €}.

6. Dans cet exposé, le mot variété désigne une variété linéaire, c’est-a-dire un sous-espace
vectoriel.

7. C’est plutdt p = 1.

8. Dans le livre [Gra44] de Grassmann, A* est noté |A, et 'élément « associé » est dit Ergdn-
zung (complémentaire). Aujourd’hui, la notation est xA et x est appelée I’étoile de Hodge.
La lecture de Grassmann est plutot ardue. Je remercie le lecteur francophone anonyme qui a
ajouté, il y a fort longtemps, quelques indications en francais dans le volume Iy des (Euvres
de Grassmann (édition de 1896) de la bibliotheque de 'IRMA.

9. Le produit extérieur est appelé produit progressif.

10. Sur son exemplaire, Claude Chabauty a ajouté

0) d(A+ B) =dA+dB
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8 A. WEIL

11. C’est l'article [Poi87].

12. Si c’est bien Elie Cartan qui a inventé la différentielle extérieure, la notation d est,
semble-t-il, due & Kéihler. Malgré I'incommodité de la notation ’, notons que c’est celle
qu’utilisait encore de Rham, et qui ne I’a pas empéché d’inventer la cohomologie des formes
différentielles. Par exemple, dans sa conférence [dR36], la formule de Stokes est écrite

J=

Elie Cartan adopta la « notation plus satisfaisante » d dés la deuxiéme édition [Car46] de
son livre sur les espaces de Riemann (voir la préface). En méme temps, il décida d’utiliser
« différentielle extérieure » plutdt que « dérivée extérieure ».

13. Le sens actuel de « simplement connexe » n’était pas encore fixé.

14. Cette phrase pourrait étre commentée longuement... Voir [Aud14].

15. Weil a choisi de citer [dR36], peut-étre parce que c’est une conférence générale, dans
laquelle les problémes sont trés clairement exposés, peut-étre parce qu’il avait assisté a cette
conférence. La thése de de Rham a été publiée comme [dR31].

16. Ici, Claude Chabauty a ajouté, sur son exemplaire : « Courants? » — un commentaire
certainement pas contemporain du texte lui-méme.

17. La conférence de Georges de Rham, qui fit ’'objet de larticle [dR36], était I'une des confé-
rences du colloque « Quelques questions de Géométrie et Topologie » organisé par I’Université
de Geneve en octobre 1935.

Cet exposé (et les travaux de de Rham) rattachent le programme de Pannée (travaux d’Elie
Cartan) & celui de ’année précédente (topologie); il était d’ailleurs annoncé par Weil dans
un de ses exposés de 'année précédente. L’intérét constant d’André Weil pour la topologie
(et Vintégration) s’incarne ici dans son intérét non moins constant pour le théoréme de de
Rham (qui donnera, par exemple, une dizaine d’années plus tard, 'article [WeidT]).

Des archives du séminaire...
Paris, le 18 Novembre 1936

Monsieur,

Ainsi que vous en avez été prévenu en Juillet, le Séminaire de Mathématiques de
1936-37 s’est ouvert lundi dernier 16 Novembre. Le premier exposé fait par M.André
Weil, a été consacré aux formes différentielles extérieures a titre d’introduction aux
travaux de M.Elie CARTAN sur la théorie des groupes, sujet du Séminaire de cette
année.

Deés a présent, il est prévu pour les 30 Novembre et 14 Décembre, deux conférences
de M.Henri CARTAN sur les formes en involution.

Vous seriez aimable de me faire savoir si vous désirez, comme par le passé, suivre
les travaux du Séminaire et recevoir les rédactions des exposés. Je pense qu'il sera
possible, afin de favoriser ceux qui, comme vous, ont déja participé aux frais de tirage,
de réduite leur cotisation de 75 a 50 frs.

Dans l'attente d’'une réponse favorable, je vous prie d’agréer, Monsieur, I’expression
de mes sentiments dévoués.

Frédéric ROGER
en remplacement de M.André MAGNIER
nommeé professeur & Orléans
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