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Séminaire de mathématiques 16 décembre 1935
Exposé 3-C, p. 1 à 12

PROPRIÉTÉS TOPOLOGIQUES
DES TRANSFORMATIONS CONTINUES

par Jean Leray

I.– Définition des multiplicités

1.–.Une[1] pseudo-multiplicité fermée à n dimensions est par définition un complexe
fini qui possède les propriétés suivantes : chacun de ses simplexes à k (< n) dimensions
est frontière d’au moins un simplexe à n dimensions ; chacun de ses simplexes à n− 1
dimensions est la frontière de deux simplexes à n dimensions ; deux quelconques de
ses simplexes à n dimensions peuvent être reliés par une chaîne de simplexes à n et
n− 1 dimensions, deux à deux incidents.

Une pseudo-multiplicité est dite orientable quand on peut orienter chacun de ses
simplexes à n dimensions en sorte que les orientations induites dans chaque simplexe
à n− 1 dimensions sur les deux simplexes incidents à n dimensions soient opposables.

Une multiplicité à n dimensions est une pseudo-multiplicité[2] à n dimensions dont
chaque point possède un voisinage homéomorphe à la boule à n dimensions :

x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n < 1

II. Homomorphisme engendré par une transformation
(aperçu sommaire)

2.– Définition de cet homomorphisme. Soient deux complexes Kn
1 et Km

2 ; soit
une transformation continue g qui représente Kn

1 dans Km
2 (c’est-à-dire qui attache 1/2

continûment à tout point deKn
1 un point deKm

2 ). En vertu de la définition des chaînes
singulières, les chaînes singulières de Kn

1 sont transformées en chaînes singulières de
Km

2 et les relations de frontière sont conservées :

(1) Fg(Ck) = g(FCk) (F : frontière de ...)

g représente donc homomorphiquement le groupe d’homologie de Kn
1 dans le groupe

d’homologie de Km
2 .
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3.– Une homotopie laisse invariant cet homomorphisme. Faisons subir à g
une homotopie, c’est-à-dire une modification continue. On constate que l’homomor-
phisme engendré par g ne varie pas : la démonstration se relie à celle du théorème
fondamental de la conférence précédente (B. p.19 : une chaîne singulière peut être
déformée continûment en une chaîne homologue non singulière).

4.– Remarque. Supposons que Kn
1 et Km

2 soient des multiplicités fermées. Envisa-
geons deux cycles simpliciaux de Kn

1 , à i et k dimensions (i+ k > n), leurs simplexes
constituant deux hypersurfaces qui se coupent suivant une hypersurface à i + k − n

dimensions ; on définit, avec des simplexes portés par cette hypersurface, un cycle à
i+k−n dimensions, qui est dit produit des cycles précédents. Ceci permet de définir le2/3

produit de deux classes d’homologie ; les classes d’homologie de Kn
1 constituent donc

un anneau.
L’homomorphisme engendré par g représente l’anneau d’homologie de Kn

1 sur celui
de Km

2 ; nous avons vu que cet homomorphisme respecte l’addition.
Il ne respecte pas la multiplication (H.Hopf)[3]

5.– Exemple. Km
2 est la sphère à n dimensions Sn :

(x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n+1 = 1)

L’homomorphisme des groupes d’homologie de dimensions 1, . . . , n−1 de Kn
1 sur ceux

de Sn est banal, puisque chacun de ces derniers Se réduit au seul élément zéro. Seule
la dimension n peut donc être intéressante.

6.– Cas où Kn
1 et Km

2 sont des pseudo-multiplicités fermées, orientées, à
nombre égal de dimensions. Les simplexes à n dimensions de Kn

1 , orientés de
façon cohérente, constituent un cycle à n dimensions modulo o : Zn

1 . Les multiples de
Zn

1 constituent le groupe d’homologie à n dimensions de Kn
1 (mod.o). Nous avons

(2) g(Zn
1 ) = δZn

2

δ reste invariant quand g varie continûment ; δ est nommé degré topologique de g.3/4

Supposons que g soit simpliciale, c’est-à-dire que g soit linéaire sur chacun des
simplexes de Kn

1 et transforme chacun d’eux en un simplexe de Kn
2 . Il figure δ fois

dans le second membre de (2). S’il est recouvert par α simplexes à n dimensions de
Kn

1 avec conservation de l’orientation et par β avec changement de l’orientation, alors
il figure α − β fois au premier membre de (2). Nous pouvons donc dire que δ est le
nombre algébrique de fois que g(Kn

1 ) recouvre Kn
2 .

Exemple : K2
1 et K2

2 sont la sphère S2. Soient θ la latitude, ϕ la longitude de cette
sphère. La transformation continue

θ′ = θ ϕ′ = δϕ

où δ est un entier positif, négatif ou nul, a pour degré topologique δ.
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7.– Théorème de H.HOPF. Nous énoncerons ce théorème sans le démontrer (voir
H.Hopf, commentarii Math.Helvetici, t.5, 39, 1933).

Soient une pseudo-multiplicité et une sphère orientée à n dimensions, Kn et Sn ;
soit g une transformation continue de Kn dans Sn. Soit Zn le cycle que constituent 4/5

les simplexes à n dimensions de Sn, orientés comme Sn. Tout cycle (mod.0, 2, 3, . . . )
est multiple de Zn.

Envisageons sur Kn un système de cycles (mod.0, 2, 3, . . . ) à n dimensions, les
cycles Zn

i , tels que tout cycle à n dimensions de Kn soit homologue à un multiple de
l’un des Zn

i (mod.0, 2, 3, . . . ). Ce système est fini.
Posons

g(Zn
i ) = δiZ

n

Les « degrés » δi sont des entiers, mod.0, 2, 3, . . . ; leur nombre est fini ; ils restent
invariants quand g varie continûment.

Théorème. Pour que deux transformations de Kn dans Sn puissent être réduites conti-
nûment l’une à l’autre, il faut et il suffit que chacun des degrés δi ait la même valeur
pour ces deux transformations.[4]

Remarque I. Deux transformations g et h de Kn dans un plan Pm sont homotopes[5] :
la transformation (1) kh+ (1−k)g, qui dépend continûment du paramètre k, se réduit 5/6

à g pour k = 0, à h pour k = 1. L’homomorphisme engendré par une transformation
de Kn dans Pm est banal et ne définit aucun invariant.

Remarque II. Soient deux transformations g et h d’un complexeKn
1 dans un complexe

Km
2 ; si Km

2 n’est ni un plan ni une sphère, alors il est vraisemblable que l’étude de
l’homologie ne peut plus conduire à une condition suffisante pour que g et h soient
homotopes.

III.– Degré topologique d’une transformation

8.–. Une transformation simpliciale est une transformation continue, définie sur un
complexe et linéaire sur chacun des simplexes de ce complexe.

Toute transformation continue, définie sur un complexe peut être approchée arbi-
trairement près par une transformation simpliciale, à condition d’effectuer une sub-
division assez fine du complexe donné (Brouwer)[6].

9.– Définition du degré topologique (Brouwer). Soit un ensemble ouvert Ω
d’une pseudo-multiplicité orientée, à m dimensions ; soit Ω′ sa frontière ; soit une
transformation g, définie et continue sur Ω + Ω′ qui donne de Ω + Ω′ une image
continue dans une pseudo-multiplicité M à m dimensions. Supposons qu’un point B 6/7

1. kh + (1 − k)g est le point du segment hg qui divise ce segment dans le rapport
k

1 − k
.
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de M , étranger à l’image g(Ω′) de la frontière soit l’image d’un nombre fini de points
A1, . . . , An+p de Ω, en lesquels g est simpliciale ; supposons que A1, . . . , Ap soient
intérieurs à des simplexes à m dimensions que g transforme en simplexes orientés
comme M ; supposons que Ap+1, . . . , Ap+n soient intérieurs à des simplexes à m di-
mensions que g transforme en simplexes dont l’orientation est opposée à celle de M ;
nous dirons alors que le degré topologique de g en B est p− n.

Supposons que B varie et traverse l’image d’un simplexe à n− 1 dimensions ; lors
de cette traversée, deux circonstances différentes peuvent se produire :

1) B sort de l’image d’un simplexe à m dimensions pour pénétrer dans l’image,
orientée similairement d’un simplexe à m dimensions.

2) B pénètre (ou quitte) les images, orientées en sens opposés, de deux simplexes
à m dimensions.

Dans chacun de ces deux cas, p− n ne varie pas.
Le degré topologique est donc constant sur un continu de M quand ce continu est

étranger à g(Ω′) et quand il est l’image de points en lesquels g est simpliciale. Il en
résulte que ce degré reste constant si g varie continûment en respectant ces conditions.

Étant donnés la transformation continue g et un point B étranger à g(Ω′), les7/8

transformations simpliciales qui approchent suffisamment g ont donc le même degré
topologique en B ; ce degré sera nommé : degré topologique en B de la transformation
g envisagée sur Ω.

Les propriétés suivantes sont évidentes dans le cas des transformations simpliciales,
et par suite exactes dans le cas des transformations continues :

1) le degré topologique reste constant quand B, ω et g varient continûment sans
que B rencontre g(Ω′).

2) Si Ω = Ω1 + Ω2, Ω1 et Ω2 étant deux domaines étrangers l’un à l’autre, si B
est étranger à g(Ω′1 + Ω′2), alors le degré en B de g envisagé sur Ω est la somme
des degrés de g envisagé sur Ω1, puis sur Ω2.

3) B appartient nécessairement à g(Ω) quand le degré en B envisagé sur Ω n’est
pas nul. (Quand ce degré est nul, B peut appartenir ou ne pas appartenir à
g(Ω).)

Signalons que ces trois propriétés du degré permettent de discuter les équations du
type :

g(A) = B

où g et B sont donnés, l’inconnue étant le point A.

10.– Degré topologique du produit de deux transformations. Étant donnée
la transformation g, continue sur Ω + Ω′, considérons une transformation h, continue
sur g(Ω+Ω′) qui donne de cet ensemble une image appartenant à une nouvelle pseudo-8/9

multiplicité orientée.
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Ω se compose de domaines connexes D1, . . . , Di, . . . les points du domaine Di

constituent une classe d’homologie a0
i de Ω pour la dimension σ : les a0

i constituent
une base d’homologie pour Ω et cette dimension.
g(Ω′) décompose en domaines la pseudo-multiplicité qui porte g(Ω + Ω′) ; soient

b0
j les classes d’homologie de dimension σ dont chaque élément représente l’un de ces
domaines. Envisageons de même les domaines déterminés par hg(Ω′) et les classes
d’homologie c0

` qui leur correspondent.
Soit δj le degré en les points de la classe b0

j de g envisagée sur Ω ; soit γji le degré
en ces points de cette transformation envisagée sur Di : nous écrirons

(1) g−1(δjb
0
j ) =

∑
i

γjia
0
i

Cette relation a, au second membre, un nombre fini de termes non nuls ; elle doit être
lue comme suit :

Un point de la classe b0
j est recouvert δj fois, à savoir :

γj1 fois par des points de la classe a0
1

γj2 fois ... ” ... a0
2

etc... 9/10

De même, δ′` étant le degré en un point de c0
` de hg envisagée sur Ω

(2) (hg)−1(δ′`c0
`) =

∑
i

γ′′`ia
0
i

Enfin, un point de la classe c0
` est l’image par h de points B que g recouvre chacun

un nombre de fois égal à son degré topologique :

(3) h−1(δ′`c0
`) =

∑
j

γ′`jδjb
0
j

La combinaison de (2) et (3) nous donne :

(4) g−1h−1(δ′`c0
`) =

∑
j,i

γ′`jγjia
0
i

Il est évident que dans le cas des transformations simpliciales donc vrai dans tous les
cas, que cette formule (4) doit être équivalente à (2) ; c’est-à-dire :

(5) γ′′`i =
∑

j

γ′`jγji

Nous allons montrer comment ce fait a pour corollaire le théorème de Jordan.

IV.– Théorème de JORDAN généralisé

11.– Énoncé du théorème. Soient deux hyperplans[7] à m dimensions, Pm
1 et Pm

2
où sont tracés deux ensembles fermés F1 et F2 : si F1 et F2 sont homéomorphes ils 10/11

décomposent respectivement Pm
1 et Pm

2 en le même nombre de domaines.
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Exemple. L’image bicontinue d’un cercle décompose le plan en deux domaines (Jor-
dan). L’image bicontinue d’un cercle ne délimite dans l’espace qu’un seul domaine.

12.– Prolongement de l’homéomorphie. F1 et F2 sont homéomorphes, autre-
ment dit il existe une correspondance ponctuelle bicontinue entre des deux ensembles.
Il est aisé de prolonger cette correspondance en une transformation g qui transforme
continûment Pm

1 dans Pm
2 et en une transformation h qui transforme Pm

2 en Pm
1 ;

on peut même faire en sorte qu’au voisinage de l’infini g et h soient linéaires, soient
inverses l’une de l’autre et conservent l’orientation (Faire en sorte que g et h soient
partout inverses l’une de l’autre est en général impossible sinon aussi difficile que la
démonstration du théorème en vue).

Posons
Ω1 = Pm

1 − F1 Ω2 = Pm
2 − F2

g(F1) appartient à F2, h(F2) à F1, hg(F2) à F1 et gh(F2) à F2.
g(Ω1) recouvre les points de Ω2 autant de fois que g(Pm

1 ), c’est-à-dire autant de11/12

fois que g(Pm
1 ) recouvre Pm

2 ; ce nombre est +1, vu le comportement de g à l’infini.
Plus généralement :

g(Ω1) recouvre + 1 fois les points de Ω2

h(Ω2) recouvre + 1 fois les points de Ω1

hg(Ω1) recouvre + 1 fois les points de Ω1

gh(Ω2) recouvre + 1 fois les points de Ω2;

Dans les formules (1) et (3), où c0
` = a0

` nous devons donc poser δj = 1 ; il vient :

g−1(b0
j ) =

∑
i

γjia
0
i(6)

h−1(a0
i ) =

∑
j

γ′ijb
0
j(7)

On peut réduire continûment hg à être l’identité sans que hg cesse d’être l’identité
sur Ω′1 : il suffit d’introduire la transformation

(1 − k)hg + kI

I étant la transformation identique, le paramètre variant de 0 à 1. La formule (2)
s’écrit donc :

(8) (hg)−1(a0
i ) = a0

i

De même :12/13

(9) (gh)−1(b0
j ) = b0

j
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13.– Démonstration du théorème. La formule (8) exprime que la matrice γ′′`j est
la matrice identique. D’après (5), le produit des matrices γ′`j et γji est cette matrice
identique. Ceci implique que l’indice j a au moins autant de valeurs que l’indice i =
F2 détermine dans Pm

2 au moins autant de domaines que F1 dans Pm
1 . C.Q.F.D.

Variante. Soient B1 et B2 les groupes d’homologie à 0 dimensions de Ω1 et Ω2. La
relation (6) exprime que g−1 établit un homomorphisme de B2 dans B1 ; la relation (7)
exprime que h−1 établit un homomorphisme de B1 dans B2. d’après le paragraphe 10,
(8) et (9) doivent résulter de (6) et (7) ; les deux produits de ces deux homomorphismes
constituent donc les isomorphismes identiques de B1 sur B1 et de B2 sur B2. Par
suite g−1 établit un isomorphisme entre B1 et un sous-groupe de B2 ; h−1 établit
un isomorphisme entre B2 et un sous-groupe de B1 ; les deux produits de ces deux
isomorphismes doivent être les isomorphismes identiques de B1 sur B1 et de B2 sur B2.
Il ne peut donc s’agir de vrais sous-groupes : g−1 et h−1 établissent un isomorphisme
entre B1 et B2. L’existence de cet isomorphisme prouve le théorème. 13/14

V.– L’homomorphisme engendré par l’inverse d’une transformation :
le théorème d’ALEXANDROFF

(H.Freudenthal (2), compositio math. t.II. p.163. 1935)

Définition de cet homomorphisme. Soit un ensemble ouvert Ω d’une pseudo-
multiplicité orientée à m dimensions ; soit une transformation g, continue sur Ω +
Ω′, qui donne de Ω + Ω′ une image contenue dans une pseudo-multiplicité M , à m
dimensions. Soit une chaîne de M , connexe, étrangère à g(Ω′) et à k dimensions : Ck.

Soit δ le degré constant le long de Ck de g envisagé sur Ω. g et Ck étant supposés
simpliciales, nous allons définir une chaîne de Ω, que nous nommerons g−1(δCk).

Nommons Tm et Um les simplexes à m dimensions de Ω et de M orientés positi-
vement ; par hypothèse, g transforme chaque Tm en un ±Um. Soient uk les simplexes
constituant Ck ; δCk est une combinaison linéaire de δuk ; puisque g−1 doit opérer
linéairement sur δCk, il nous suffira de définir g−1(δuk). 14/15

Il n’est pas gênant pour la suite de supposer que uk est, ou bien intérieur à un Um,
que nous nommerons Um

0 ou bien intérieur à la frontière Um−1 de deux Um, que nous
nommerons Um

1 et Um
2 . Traçons dans Ω tous les simplexes tki tels que

g(tki ) = uk

nous poserons
g(δuk) =

∑
i

εit
k
i

2. On peut alléger ce travail du parg.1.4 et de tout le par.5. (p.172–176) en imposant à g et h,
comme nous le faisons, d’établir une correspondance biunivoque entre deux voisinages, cette simpli-
fication n’avait d’ailleurs pas échappé à H.Freudenthal.
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les εi valant ±1 et étant définis comme suit :
Si tki est intérieur à un Tm ; que nous nommerons Tm

i

g(Tm
i ) = εiU

m
0

Si tki est intérieur à un Tm−1, frontière de deux Tm, que nous nommerons Tm
1i

et Tm
2i , nous poserons

g(Tm
1i ) = ε1iU

m
1 , g(Tm

2i ) = ε2iU
m
2 , εi = ε1i + ε2i

2

On constate sans peine que g−1 respecte les relations de frontière :

(10) g−1(δFCk) = Fg−1(δCk) (F : frontière de...)

Par suite, si Ck est un cycle, g−1(δCk) est un cycle ; si Ck
1 et Ck

2 sont deux cycles
homologues dans M − g(Ω′), g−1(δCk

1 ) et g−1(δCk
2 ) sont homologues dans Ω.

Nommons B1 le groupe d’homologie de Ω ; soit ak
i une base de B1 ; chaque ak

i est15/16

une classe de cycles homologues à k dimensions. Soit B2 le groupe d’homologie de
l’ensemble ouvert M − g(Ω′) ; soit bk

j une base de B2 ; nous supposerons que chacune
des classes bk

j continet un cycle connexe Bk
j ; le degré de g, envisagé sur Ω, est constant

le long de Bk
j ; soit δj .

g−1(δjB
k
j ) appartient à une classe

∑
i γija

k
i ; les coefficients δj , γij sont indépen-

dants du choix de Bk
j dans bk

j . Nous exprimerons ce fait en écrivant :

(11) g−1(δjb
k
j ) =

∑
i

γjia
k
i

La formule (11) reste invariante lorsque g varie continûment à l’intérieur de Ω, en
associant constamment à chaque point de Ω′ le même point de M (En effet, il est
loisible de supposer que g ne varie pas sur un Bk

j convenablement choisi à chaque
instant). On peut donc donner un sens à (11) lorsque g n’est pas simpliciale sur Ck ;
on écrit la formule qui vaut pour les transformations simpliciales approchant g.

Envisageons le sous-groupe de B2 qu’engendrent les éléments δjb
k
j ; d’après (11),

g−1 établit un homomorphisme de ce sous-groupe dans B1.
Signalons que :16/17

(12) gg−1(δjb
k
j ) = δjb

k
j

15. – Produit de transformations. Envisageons comme au parg. 10, une seconde
transformation h, définie sur g(Ω+Ω′). Soit ck

` une base du groupe d’homologie de l’en-
semble ouvert, complémentaire de hg(Ω′) dans la pseudo-variété qui porte hg(Ω + Ω′).
Chaque classe ck

` est supposée contenir un cycle connexe Ck
` ; soit δ′` le degré, constant
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sur ce cycle, de hg envisagé sur Ω. Nous avons les formules analogues à (1), (3) et (2),

g−1(δjb
k
j ) =

∑
i

γjia
k
i(13)

h−1(δ′`ck
` ) =

∑
j

γ′`jδjb
k
j(14)

(hg)−1(δ′`ck
` ) =

∑
i

γ′′`ia
k
i(15)

Comme au paragraphe 10, (15) doit être une conséquence de (13) et (14).

16.– Théorème d’ALEXANDROFF.

Démonstration. Nous adopterons les notations du paragraphe 11. Nous avons évi-
demment les formules, plus générales que (6) et (7) : 17/18

g−1(bk
j ) =

∑
i

γjia
k
i(16)

h−1(ak
i ) =

∑
j

γ′ijb
k
j(17)

De ces deux formules doit découler :

(hg)−1(ak
i ) = ak

i (gh)−1(bk
j ) = bk

j

Soient B1 et B2 les groupes d’homologie de Ω1 et Ω2. Le raisonnement du parg.13
(variante) prouve que B1 et B2 sont isomorphes. Donc :

Théorème. Soient deux ensembles fermés homéomorphes, F1 et F2, situés l’un sur
l’hyperplan Pm

1 , l’autre sur l’hyperplan Pm
2 . Les groupes d’homologie des ensembles

ouverts Pm
1 − F1 et Pm

2 − F2 sont isomorphes.

Compléments. Le raisonnement et la conclusion restent les mêmes si l’on suppose que
F1 et F2 sont tracés sur deux hyperplans, mais sur deux hypersphères : il suffit de
compléter chacun de ces hyperplans Pm

1 et Pm
2 par un point à l’infini.

Le raisonnement employé peut prouver plus : l’isomorphie des tableaux d’intersec-
tions et d’enlacements des éléments de B1 et B2. 18/19

VI.– Résumé d’un mémoire de H.HOPF

(Journal für reine u.angew.Math. T.163, 1930)

17.–. Envisageons deux multiplicités fermées, orientées M1 et M2 et une transforma-
tion g de M1 sur M2.

Nous avons déjà dit au parg.4 que g établit une homomorphisme du groupe d’ho-
mologie de M1 dans celui de M2.

Au contraire g−1 établit une homomorphisme de ce second groupe dans le premier.
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Par voie purement algébrique, H.Hopf tire de ce fait une série de théorèmes dont
voici un exemple :

Théorème. Si le degré topologique δ de g diffère de 0, le kième nombre de Betti de M1
est au moins égal à celui de M2.

Exemple. δ = 0 si M1 est une sphère, M2 un tore.

VII.– Topologie des espaces abstraits

18.– Préliminaires. Nous envisagerons des espaces abstraits de Banach (linéaires
et métriques) : ce sont ceux qu’on rencontre le plus fréquemment en Analyse (ex. :
espace de fonctions continues ; espace de fonctions höldériennes d’exposant donné ;
espace de Hilbert).

Un domaine borné d’un espace de Banach, en général, n’est pas compact et ne peut19/20

pas être assimilé à un complexe. Il semble d’abord que les propriétés de la topologie
combinatoire y tombent en défaut.

Certes, il est facile de définir le groupe d’homologie d’un domaine appartenant à
un espace de Banach et de définir l’homomorphisme qu’engendre une transformation
continue opérant dans un tel espace (parg.2 et 3).

Mais dans l’espace de Hilbert, la correspondance bicontinue qui associe au point
(x1, x2, . . . ) le point (0, x1, x2, x3, . . . ) transforme l’un en l’autre un hyperplan de
l’espace et l’espace entier. On contredit aisément le théorème de Jordan. On construit
aisément des transformations pour lesquelles il est absurde d’admettre qu’il existe un
degré topologique possédant les propriétés voulues.

Ces difficultés ont longtemps arrêté le développement du calcul fonctionnel.

19.– Un type spécial de transformations. On vérifie aisément le lemme que
voici :

Lemme. Soit une transformation continue g opérant dans un espace euclidien Em et
qui laisse globalement invariants les hyperplans à plus de p dimensions parallèles à
une direction donnée. Le degré topologique de g (parg.9) et l’homomorphisme engendré
par g−1 (parg.14) sont les mêmes, quand on envisage g comme opérant dans Em

tout entier et quand on envisage g comme opérant dans un hyperplan à plus de p20/21

dimensions parallèle à la direction donnée.

Considérons une transformation g, qui opère dans un espace de Banach et qui est
« dégénérée », c’est-à-dire qui laisse globalement invariants les hyperplans à nombre
fini de dimensions parallèles à une direction donnée. Le lemme ci-dessus nous permet
de définir le degré topologique de g et l’homomorphisme engendré par g−1 comme
étant le degré de l’homomorphisme qui s’introduisent quand on envisage g comme
opérant dans l’un de ces hyperplans.
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Ce degré et cet isomomophisme restent invariants quand g varie continûment ; ceci
permet d’étendre leurs définitions aux transformations qui sont limites de transfor-
mations dégénérées. Celles-ci sont les transformations du type

(18) y = x+ F(x)

x étant un point de l’espace de Banach, y son transformé, F(x) étant un point qui dé-
pend continûment de x et qui décrit un ensemble compact quand x décrit un domaine
de définition.[8]

Par conséquent, le degré topologique d’une telle transformation existe ; et le théo-
rème d’Alexandroff vaut quand l’homéomorphisme entre les deux ensembles fermés
F1 et F2 est une correspondance du type (18). (Le premier théorème de cette nature
est dû à J.Schlauder [sic] ; il s’agissait de « l’invariance du domaine » (3)[9]). 21/22

L’existence de ce degré topologique permet de discuter les équations du type, en
fait très usuel

x+ F(x) = 0
(existence d’au moins une solution ; continuité des solutions par rapport aux données,
unicité de la solution ; ordre d’approximation d’une solution approchée. Voir : Leray et
Schauder, Annales E.N.S. t.51, 1934. et une conférence à paraître dans l’Enseignement
Math.)

D’ailleurs seule la topologie peut fournir des moyens permettant de discuter les
équations dont il est impossible ou compliqué de construire les solutions au moyen de
séries.[10][11]

Notes

1. Les articles cités dans cet exposé sont ceux [Hop30, Hop33] de Heinz Hopf, [Fre35] de
Freudenthal, celui [LS34] de Leray et Schauder, ainsi que [Ler36], alors à paraître.
2. Le mot « multiplicité » est la traduction de l’allemand Mannigfaltigkeit. La terminologie
« variété » n’est pas encore complètement fixée. Il y aura des « variétés combinatoires »
par exemple dans l’exposé 3-D, pages 10 et 11. Ici il est question de ce que l’on appelle
aujourd’hui une « variété topologique »... qui a d’ailleurs été défini, dans ces termes dans
l’exposé précédent (3-B).
3. La cohomologie et sa structure d’anneau ne sont pas encore tout à fait à l’ordre du jour.
4. C’est le théorème I de [Hop33].
5. Ici le « plan » désigne un espace Rm.
6. L’article dans lequel Brouwer définit le degré topologique et en tira son théorème de
point fixe (ainsi que d’autres applications, comme la non existence de champs de vecteurs
non singuliers sur les sphères de dimension paire) est [Bro11]. Voir aussi la correspondance,
notamment avec Hadamard, dans [vD11].
7. Ici hyperplan, comme plus haut plan désigne un espace Rm.

3. L’invariance du domaine est un corollaire du théorème de Jordan.
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8. La propriété exigée de F est plus explicite dans [LS34] : l’image par F de l’adhérence d’un
ouvert borné doit être compacte. Il s’agit de ce qu’on appelait à l’époque une transformation
« complètement continue » (vollstetig), aujourd’hui un opérateur compact.
9. L’article dans lequel Schauder montrait ce résultat est [Sch29].
10. Cette dernière phrase résume ce qu’a apporté la rencontre de Jean Leray et Juliusz Schau-
der. Dans une série d’articles et en particulier dans [Sch29, Sch32], ce dernier avait appliqué
les nouvelles méthodes topologiques à la résolution d’équations aux dérivées partielles. Sur
l’histoire du théorème de Leray-Schauder, voir l’article [Maw99].
11. Des archives de Bourbaki. La veille de cet exposé, dans le no2 du Journal de Bourbaki
(document deljb_002.pdf), Delsarte confirmait la réunion Bourbaki du jour, « en des lieux
déjà maintes fois sanctifiés » (Capoulade, donc) et fait l’état des travaux réalisés par les uns
et les autres. Pour ce qui est lié au programme du séminaire de cette année, signalons :

WEIL n’a pas encore commencé la rédaction du rapport sur
la topologie. Il consacre une partie de son temps à penser que
le livre de Hopf.Alexandroff ; (édition jaune) de parution fort
prochaine, nous épargnera une mise au point délicate.

Le numéro suivant du journal (document deljb_003.pdf), daté du 15 janvier, dira :

WEIL n’a pas encore commencé son rapport détaillé de to-
pologie ; il signale la parution récente de Hopf-Alexandroff.

Références

[Bro11] L. Brouwer – « Über Abbildung von Mannigfaltigkeiten », Math. Ann. 71
(1911), p. 97–115.

[Fre35] H. Freudenthal – « Über die topologische Invarianz kombinatorischer
Eigenschaften des Außenraumes abgeschlossener Mengen. », Compos. Math.
2 (1935), p. 163–176.

[Hop30] H. Hopf – « Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten », Jour-
nal für die reine und angewandte Mathematik 163 (1930), p. 71–88.

[Hop33] , « Die Klassen der Abbildungen der n-dimensionalen Polyeder auf
die n- dimensionale Sphäre », Comment. Math. Helv. 5 (1933), p. 39–54.

[Ler36] J. Leray – « Les problèmes non linéaires. », Enseign. Math. 35 (1936),
p. 139–151.

[LS34] J. Leray & J. Schauder – « Topologie et équations fonctionnelles. », Ann.
Scient. Éc. Norm. Sup. 51 (1934), p. 45–78.

[Maw99] J. Mawhin – « Leray-Schauder degree : a half century of extensions and
applications », Topol. Methods Nonlinear Anal. 14 (1999), no. 2, p. 195–228.

[Sch29] J. Schauder – « Invarianz des Gebietes in Funktionalräumen. », Studia 1
(1929), p. 123–139.

[Sch32] , « Über den Zusammenhang zwischen der Eindeutigkeit und Lös-
barkeit partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen
Typus. », Math. Ann. 106 (1932), p. 661–721.

[vD11] D. van Dalen – Correspondence of L.E.J. Brouwer, Springer, 2011.

deljb_002.pdf
deljb_003.pdf

	I.– Définition des multiplicités
	II. Homomorphisme engendré par une transformation (aperçu sommaire)
	III.– Degré topologique d'une transformation
	IV.– Théorème de JORDAN généralisé
	V.– L'homomorphisme engendré par l'inverse d'une transformation: le théorème d'ALEXANDROFF
	VI.– Résumé d'un mémoire de H.HOPF
	VII.– Topologie des espaces abstraits
	Notes
	Références

