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Séminaire de mathématiques 11 février 1935
Exposé 2-F, p. 149

GENERALISATION DE VAN [VON] NEUMANN

par Claude Chevalley

I.— Rappels. On!l a vul®l que, R représentant un opérateur hermitique borné, on
peut le représenter symboliquement sous la forme d’une intégrale de Stieltjes

+oo
(1) R= / AdF)y,
—o0
ou les F) forment une famille de projecteurs avec les propriétés suivantes
1) Si N <\, Fx < Fy,
2) Si A< g, lim F\ = F/\o
A= Ao
3) F) est égal & 0 pour —oo < A < m, égal & 1 pour M < X\ < +o0.

La formule (1) signifie que, f étant une fonction quelconque, on a

+oo
(2) (RS, f) = / Ad(E>f, f)

— 00
Iintégrale étant une intégrale de Stieltjes prise par rapport a la fonction monotone
(F)f, f)- On en déduit facilement

+o0o
@) (Rf.g) = / Nd(Ff,g)

— 00

Ceci suggere naturellement de considérer F, comme une fonction monotone elle-méme,
mais dont la valeur serait un opérateur, et U'intégrale (1) comme une véritable intégrale
de Stieltjes. Autrement dit, nous définirons d’abord une fonction d’intervalle I de la
maniere suivante : si I est 'intervalle A\g < A < Ay, nous poserons Fr = Fy, — F),.
Cette fonction est complétement additive, nous admettrons que I'on peut la prolonger
de maniére a obtenir une mesure généralisée et qu’on peut définir les intégrales par
rapport & cette mesure : la formule (1) représentera alors I'une de ces intégrales.

Les calculs que nous ferons se justifient, en attendant que la théorie sur laquelle
nous nous appuyons soit completement édifiée, en les transcrivant a chaque fois en
calculs faits sur des intégrales de Stieltjes ordinaires au moyen des formules (2) et (2’).
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2 C. CHEVALLEY

I1.— Les opérateurs normaux. On appelle normal un opérateur A borné qui est
permutable avec son associé A*.
A étant un opérateur borné quelconque, les formules

R=_(A+A4%) S=_(A— A"

1 1
2 2i
définissent des opérateurs hermitiques :

+oo +oo
RZ/ AdF) SSZ/ AdG)y

Si A est normal, R et S sont permutables. Donc F)\ qui est fonction de R, est permu-
table avec G, qui est fonction de S.

Considérons (A, 1) comme des coordonnées dans un plan, et dans ce plan, un rec-
tangle demi-ouvert de c6tés paralleles aux axes.

3 Considérons ( )\ ,YJ) comne des coordonndes dsns un
plan, et dans ce plan, un rectangle demi-
ouvert de cOtés paralitéles auz azes, Soient

i) WP I, I' les intervalies projections des cbtés

, . sur ecs axes , Posons

b

*A Ean
hR = FI GI'

Soient I, I’ les intervalles projections des cotés sur ces axes. Posons
H rR=F TG
Fr et G- étant permutables, c’est un projecteur. Ce projecteur est défini dans la
famille des rectangles & demi-ouverts(®, et y constitue, comme on le voit sans
peine, une fonction complétement additive. Nous admettrons encore que cette fonc-
tions se laisse prolonger en une mesure généralisée qui permet de définir des intégrales

fp()\, w)dH. H n’est autre que le produit des mesures généralisées F, G.
La mesure H permet d’exprimer maintenant R et S avec le méme élément diffé-

R:/)\dH S:/udH

les intégrales étant étendues a tout le plan, ou au moins a un rectangle assez grand.
On en déduit

3) A:/(A—Hu)dH A*:/()\—m)dH

et on peut considérer que ces formules donnent la représentation spectrale des opéra-

rentiel :

teurs bornés normaux.
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II1.— Cas des opérateurs unitaires. Un opérateur unitaire est un opérateur pour
lequel UU* = U*U = 1. 1l est donc normal. Représentons-le par des formules telles 3/4
que (3). En écrivant que UU* = 1, il vient

N +p?—1)dH =0

Soit U un ensemble ouvert & distance finie du cercle ') \2 4+ 2 —1 < 0. Hy = fu dH
est un opérateur de projection. Supposons-le différent de 0 et prenons une fonction
f # 0 telle que Hy f = f. Donc (1 — Hy)f = 0; par suite, si V est un ensemble sans
point commun avec U, Hy f = 0 (en vertu de 'additivité de H). Donc

0= [ u? - vaHf ) = [ 3+ = 1)d(HL )
U
Or, dans U, A% + p? — 1 reste compris entre deux limites de méme signe. On doit avoir

| = (Huf. f) = /u d(Hf, f) =0

ce qui conduit a une contradiction.

Il résulte de 1a que [ dH est nulle sur tout ensemble sans point commun avec I
Comme [ dH étendue & tout Pespace est égale & 1, on a aussi fr dH =1.

Prenons une représentation paramétrique

A+ iy = P 0<p<l1

de I' et soit H,, la mesure-H de 'arc 0 < p < pg de I'. On peut écrire

0
U= / e dH,
r

dans cette formule, les H, sont des projecteurs satisfaisant aux conditions suivantes : 4/5

1)si0<p<p <1, H,<Hy

2) sip<pg, lim H,=H

) P < pPo pipy P Po
3) Hy =1.

IV.— Prolongements. On se propose d’étudier des opérateurs hermitiques R non
bornés, donc qui ne sont pas définis pour toutes les valeurs de la fonction f. Dans ces
conditions, le champ de définition de ces opérateurs va jouer un role fondamental.

On dit que R prolonge R si, pour toutes les fonctions f pour lesquelles Rf est
défini, Rf est aussi défini et égal & Rf.

R est dit fermé si, f,, étant une suite d’éléments du champ de définition de R, les
conditions f, — f, Rf, — f* entrainent que Rf est défini et égal a f*.

On démontre sans peine que :

Un opérateur hermitique R posséde un prolongement hermitique fermé R minimum,
c’est-a-dire tel que tout prolongement hermitique fermé de R soit aussi prolongement

de R.
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4 C. CHEVALLEY

R est univoquement déterminé par R. Nous supposerons toujours dans la suite que
les opérateurs hermitiques dont nous parlerons seront linéaires fermés. D’autre part,
les champs de définition seront toujours supposés (Cf. exposé C) partout denses dans
I’espace de Hilbert.

V.— La transformation de Cayley. Placons-nous d’abord dans un espace & un
nombre fini de dimensions, et considérons une forme hermitique dont le tableau des
coefficients est une matrice A. Si on fait sur les variables une transformation linéaire,
définie par une matrice U, la forme A se change en UAU*, ou U* est la matrice
associée a U obtenue en intervertissant lignes et colonnes et en changeant ¢ en —i. Il
est naturellement important de chercher les équivalences de la forme avec elle-méme
c’est-a-dire les matrices U telles que

(1) UAU* = A

Cette égalité donne des équations du 2éme degré entre les coefficients de U. Mais on
peut le transformer en un probléme linéaire de la maniére suivante : de (1) on déduit

(U+1D)AU* = A(1+U*)  (U+1)A=UA(1+U")

Donc si 1 — U posséde une matrice inverse,

1+U 1+ U
A =
1-U +1—U* 0

et en posant

14U

2 _
(2) R=i1—p
RA = AR*

La détermination des matrices R est un probléme linéaire.

Si A = 1, les matrices U sont les matrices unitaires et les matrices R sont les
matrices hermitiques. Inversement la formule
R—i
R+
permet d’associer a toute matrice hermitique R une matrice unitaire U, car, d’apres
la définition, une matrice hermitique ne peut étre le produit de la matrice unité par

(3) U=

un nombre non réel.

Passons maintenant au cas d’une infinité de dimensions. Les matrices unitaires
deviennent les opérateurs isométriques c’est-a-dire les opérateurs linéaires U tels que
|[Uf| = |f|. Ces opérateurs sont donc bornés. Quant aux matrices hermitiques, elles
se généralisent par les opérateurs hermitiques bornés ou non. La formule (3) va donc
permettre d’étudier des opérateurs non bornés.

Soit donc R un opérateur hermitique quelconque et soit 2 son domaine de défini-
tion. R+ 1 et R — 1 appliquent bi-univoquement 2 sur des variétés linéaires €, . En
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effet
|Rf +if| = [Rf —if| = \/|RFI>+|fI> #0si f #0

Par suite, si on pose U(Rf + if) = Rf —if, on définit un opérateur linéaire fermé
dont le domaine de définition est le champ de valeurs F et qui est isométrique.

Inversement, soit W un opérateur isométrique fermé, dont le champ de définition
est €. Nous supposerons de plus que I’ensemble 2 des ¢ — W (¢ dans €) est partout
dense. Dans ces conditions, I’équation v = W1 n’a pas de solution # 0, car on aurait,
pour ¢ dans € :

W0 =Wo)=(@,0) = (b, W) = (,0) = (W), Wp) =0

et v serait orthogonale & 2. Par suite, la formule R(p — W) = ip — iWp définit
un opérateur linéaire fermé dont le domaine de définition est 2. Cet opérateur est
hermitique : en effet

(R(p = W), = W) =i(p+Wep,p = Wip) = i(Wep, ) —i(e, W)

qui se change en son imaginaire conjuguée si on échange ¢ et 1.
On remarquera encore que, £, ¥, étant domaines de définition et domaines des
valeurs d’opérateurs isométriques fermés sont des variétés linéaires fermées.

VI.— Opérateurs hypermaximaux. Comme on connait déja la théorie des opé-
rateurs unitaires, la transformation de Cayley va permettre d’étudier les opérateurs
hermitiques R dont les transformées de Cayley U sont unitaires. Soit donc

1
W= / e*"? dH,
0

ou les H, sont des opérateurs de projection jouissant des propriétés indiquées plus
haut, ¢ parcourant toutes les fonctions, 'ensemble des ¢ —W p doit étre partout dense.
11 suffit pour cela [sic] que W = ¢ n’ait pas de solution # 0. En effet supposons qu’il
existe un vecteur ¢ orthogonal aux ¢ — Wy :

=Wy -9, Wo)
Or, W étant unitaire, W parcourt toutes les fonctions de I’espace de Hilbert. D’ou
W —1p = 0. Cette condition est encore équivalente a la suivante : 1 n’appartient pas

au spectre ponctuel de W'; ou encore : H, est continu pour p = 0.
Ceci posé, la formule (2), § V conduit & écrire formellement

1 2im
1 + e*'mP
R = dH
]_ _ e?zﬂ'p P
Pour retrouver une forme analogue a celle des opérateurs hermitiques bornés, il est

Larcootgx €€ qui donne l'expression

1
commode de poser p = —arccotg\ et F\ = F_1
’7"' ™
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6 C. CHEVALLEY

formelle

+o0

R= / AdF),

— 00

Cependant, on n’obtient ici qu’une expression formelle.
€ étant un nombre > 0, posons P. = Hy_. — H.. P. projette ’espace de Hilbert

sur une variété linéaire .. P, étant permutable avec les H,, U et R définissent dans
M. considéré comme espace de Hilbert, des opérateurs W, R. qui sont transformés
de Cayley I'un de l'autre. La formule

+oo
R* :/ AdF)y,

définit dans M. un opérateur hermitique borné R} dont le transformé de Cayley

*

i est, en vertu des regles de calcul sur les opérateurs bornés, W.. Donc, R} = R..
i
Prenons donc une suite de nombres €, — 0. Soit ¢ une fonction quelconque, et

¢n = P., . H, étant continu pour p = 0, on a lim ¢,, = ¢, donc
lim(on = Wen) =9 —We,  lim(en +Wen) = ¢+ We.
Or ¢, est dans 9M.. Donc
R (pn = Wen) = B2 (pn = Wen) = i(p + We) = R(e = Wo).
Donc si nous posons f,, = ¢, — W, f =¢ — W, R*f, tend vers Rf et
R fal” = RS
Mais

—ctgm(l—e)
r= [ NdF, f

—ctg me

) —ctgm(l—e) ) )
IR* | =/ N d|Fy |

—ctgme

La seconde de ces intégrales est donc bornée, et on a

+oo
Rf? = / X d|FfP?

o0

Inversement, supposons que, pour une fonction f, 'intégrale précédente soit conver-
gente. Posons f,, = P._ f, f, est dans M., et est donc de la forme ¢,, — Wy,,. De plus,
on a Rf, = i(on + W), et quand n — +00, |Rf,| et |f,| sont bornés. Il en résulte
que |p,| reste borné. On peut donc extraire de la suite (p,,) une suite qui converge fai-
blement vers une fonction ¢. W, converge alors — W, et f, = ¢, — W, converge
faiblement vers ¢ — We. Donc f = ¢ — Wy appartient au domaine de définition R.
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Donc, l'opérateur hypermaximal transformé de Cayley d’un opérateur unitaire W
se représente par une formule de la forme

+oo
R:/ AdF)

ou les Fy sont des projections jouissant des propriétés suivantes :
1) si )\/ < )\, F)\/ <F>\
2) si A< Ag, lim Fy = F)\o
A— Ao

3) lim F’)\:O7 lim F)\Zl.
A——00 A—+oo
VII.— Opérateurs maximaux.— Conditions d’hypermaximalité. Revenons a
un opérateur hermitique fermé R quelconque. Soient W son transformé de Cayley,
€ et F les domaines de définition et des valeurs de W. Ce sont des variétés linéaires
fermées.

Ceci posé, on voit facilement que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un
opérateur hermitique R prolonge R est que son transformé de Cayley W prolonge W.
Supposons qu’il en soit ainsi : les domaines de définition et des valeurs de U sont des
variétés linéaires fermées €, F contenant &, F. Donc &, F peuvent se mettre sous la
forme € + &, T+ F1, ou €1, F| sont respectivement orthogonales & &, F. W étant
isométrique conserve 'orthogonalité de deux vecteurs et change € en F; il doit donc
appliquer bi-univoquement &; sur F; ; par suite €; et F; ont la méme dimension (finie
ou infinie).

Inversement, supposons qu’on puisse trouver deux variétés linéaires fermées €1,
de mémels] dimensions orthogonales respectivement & &, F. Prenons dans €1, F; des
systémes orthogonaux normaux complets (¢1,...,¢n,...) (¥1,...,%n,...) et posons

V(Z a;p;) = Z a;Y;

cette formule définit dans &€; un opérateur isométrique V qui applique bi-
univoquement &; sur F;. L'opérateur linéaire égal a W sur €, & V sur &;, est
isométrique et prolonge W.

Définition. L’opérateur hermitique R est dit maximal s’il ne peut étre prolongé par
aucun autre opérateur hermitique.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que I'une des variétés
&, F soit égale a M l'espace de Hilbert tout entier. Car si elles sont toutes deux
différentes de M, et si par exemple la variété €; des vecteurs orthogonaux a & est de
dimension au plus égale a la variété F; des vecteurs orthogonaux a F, on peut trouver
dans la derniére une variété de méme dimension que €; et par suite prolonger W dans
€ + &1 = M (considérations analogues si dim F; < dim &; : c’est alors le domaine des
valeurs de W qui devient égal a ).
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Donc : un opérateur hermitique non maximal peut étre prolongé par un opérateur
mazximal, et cela d’une infinité de maniéres (a cause de 'indétermination dans le choix
des systémes orthogonaux ¢, ).

Supposons maintenant R maximal. Pour qu’il soit hypermaximal, il faut et il suffit
que € et F soient tous deux égaux a 1. Neumann indique pour cela un critére indépen-
dant de la condition de Cayley. Il appelle élément de prolongement f de l'opérateur
hermitique R une fonction f telle qu’il existe une fonction f* jouissant de la propriété
suivante : pour toute fonction g pour laquelle Rg est défini, on a

(f*,9) = (f, Rg)

Si f est un élément de prolongement, f* est bien déterminé par la donnée de f.

Ceci posé, si I(f, f*) = 0, on voit facilement qu’il existe un opérateur hermitique
prolongeant R et défini pour f. La valeur de cet opérateur pour f est évidemment f*.
Par contre, un opérateur maximal peut encore avoir des éléments de prolongement f
mais pour lesquels on ait (f, f*) # 0. La condition nécessaire et suffisante d’hyper-
maximalité est qu’il n’en aie pas [sic]. Supposons par exemple & = 901 F # N. Soit f
une fonction orthogonale a F. Donc (f, W) = 0 quel que soit ¢. Donc

(frile +We)) = (f,ip) = (—if, @) = (—if,o — W)

Donc f est un élément de prolongement.!”!

Notes

1. Le mot « généralisation » dans le titre de 'exposé fait référence a 'adjectif Allgemeine
dans le titre de I’article [vN29] de John von Neumann.

2. C’est dans l'exposé D que ceci a été vu.

3. Les familles sont définies dans I’exposé 2-A.

4. Rappelons que le mot cercle désignait, a cette époque, le disque.

5. Des archives de Bourbaki. Le méme jour s’était naturellement tenue la quatrieme
réunion du traité d’analyse, en présence, non seulement de Weil, Delsarte, Cartan, Dieu-
donné, Dubreil, de Possel, Chevalley, mais aussi d’Emil Artin (accessoirement et a titre
consultatif). Comme le montre le document delta_004.pdf des archives Bourbaki, la dis-
cussion fut animée, y compris sur les noms des personnes figurant dans les commissions, qui
mena a remplacer Leray par Cartan dans celle des fonctions analytiques. Des listes de sujets
de « théorie des ensembles » (topologie, en réalité) et surtout d’intégration furent dressées.

Des archives du séminaire...

Compte-rendu des séances du 11 Février 1935

De 10h.30 & 11h.30 exposé, en francais de M.ARTIN sur la loi de réciprocité. Avant
ce tres intéressant exposé, M.Julia avait présenté M.Artin et rappelé ses importants
travaux. Il le remercie trés vivement a la fin.


delta_004.pdf
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A 16h.30, séance habituelle. Public nombreux. MM. Artin et Blaschke " assistent
a la séance et M.Julia les en remercie. Exposé de Chevalley de 16h.30 a 17h.40 sur le
mémoire de Von Neumann.

Apres l'exposé remerciements de M.Julia qui signale que l'exposé de Chevalley
est notablement différent de celui de Von Neumann et est considérablement simplifié
grace aux travaux de De Possel sur la notion de mesure. Il compare les résultats des
deux derniers exposés et parle de ceux qui seront donnés dans le prochain : travaux
de Carleman sur les équations intégrales singulieres.

WEelil fait une remarque : Les systéme hypermaximaux peuvent étre caractérisés par
leur propriété d’étre les transformations infinitésimales des groupes de transformations
unitaires de I'espace de Hilbert.

Le programme des séances suivantes @ est distribué. Thé... ®.
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