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Séminaire de mathématiques 28 janvier 1935
Exposé 2-E, p. 1 a 12

LES SOLUTIONS DIFFERENTIELLES DE HELLINGER

par Eugéne Blanc

Le mémoirell de Hellinger « Neue Begriindung der Theorie quadratischen For-
men von unendlichvielen Verédnderlichen » prétend moins, comme son titre 'indique,
apporter des résultats nouveaux qu’un mode nouveau d’exposition, libéré de 1'algé-
brisme initial de Hilbert et des « conditions de convergence compliquée auxquelles il
conduit ».

Le premier et le deuxiéme chapitre en sont consacrés respectivement aux spectres
discontinu et continu d’une forme quadratique a une infinité de variables et a la
recherche pour cette forme d’une représentation qui en mette en évidence tous les
invariants orthogonaux. Le résultat fondamental est le suivant :

Toute forme quadratique (hermitique) & une infinité de variables peut étre décom-
posée en trois parties :

(1) Une somme de carrés de formes linéaires (formes hermitiques simples) corres-
pondant au spectre discontinu.

(2) Une somme d’intégrales dont 1'élément différentiel est une forme quadratique
et dont la variable d’intégration parcourt le spectre continu.

(3) Une forme quadratique qui n’a plus aucun spectre sauf peut-étre le point 0.

Cette derniere forme se réduit d’ailleurs nécessairement a 0. C’est ce que Hellinger
démontre dans le dernier chapitre de son mémoire. Bien que ce point ait été dé-
montré par M.Delsarte dans son exposé, il ne me parait pas inutile de donner ici la
démonstration de Hellinger, intéressante a plus d’un titre.

Plan de I’exposé.
I.— Existence du spectre.
II.— Décomposition d'une forme relativement au spectre ponctuel.— Cas d’une
forme complétement continue.
III.— Décomposition relative au spectre continu.— Solutions différentielles.
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2 E. BLANC

I.— Existence du spectre. Il s’agit de démontrer le théoréme suivant :

Toute forme hermitique non identiquement nulle posséde nécessairement un spectre
qui ne peut se réduire au seul point X = 0.

La démonstration est fondée sur l'existence de l'inverse K de la forme (A — vE)
considérée comme fonction analytique de la variable complexe v = X 4 ipu.

Soit d’abord un opérateur hermitique H. La condition nécessaire et suffisante
d’existence de H~! est que ||H f]| reste bornée inférieurement pour ||f|| = 1. (Nous
dirons pour abréger que H est un opérateur borné inférieurement).

Que cette condition est nécessaire, est & peu prés évident si I'on veut que H ™!
soit un opérateur borné. On pourra démontrer qu’elle est suffisante en employant par
exemple la méthode de Hilb. On pose

Hy = 2[B~ a(E ~ H)

et ’on montre qu'il est possible de choisir « tel que le développement formell?
QE+(E—-H)+ (E—-H)?*+ -]

converge uniformément vers un opérateur qui n’est autre que ’inverse cherché. H !
admet évidemment comme borne, 'inverse de la borne inférieure de H.
Ceci posé, considérons 'opérateur

S=(A—vE)A—-TE)=(A—-\E)>+ ’E

L’existence de S~! entraine celle de K, et réciproquement, car (A — 7E) n’est autre
que P'associé de (A — vE). On aura d’ailleurs :

(1) K=(A-7E)S'=(A-\E)S™! +iuS™!
(2) MK - Msfl

Or, d’apres le théoréme précédent S~! existe si S est borné inférieurement. Il est
immédiat que si pu # 0, on a, pour ||f|| =1, ||Sf|| > p?. Donc, en tout point du plan
complexe non sur l'axe réel K existe, et 'on a
Mgk < 1
I
On voit que lorsqu’on s’approche de I’axe réel, si K présente des singularités, ce seront
au plus des singularités polaires.
Les points de I'axe réel seront de deux sortes :

1°- Ceux en lesquels A — AE est borné inférieurement. Ce sont des points réguliers
en lesquels K existe.

2°- Ceux pour lesquels A — AE n’est pas borné inférieurement. En un tel point, K
n’existe pas. Ce sont, par définition, les points du spectre. Ils sont tous, on I'a
vu, dans l'intervalle (m, M) des bornes de A (Voir D., p.14). Cette circonstance
peut se produire de deux facons :
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a) A — AE s’annule pour un certain élément f de norme unité, de l’espace
hilbertien. En d’autres termes, il existe une solution finie et non nulle de
I’équation

(Ex) (A=AE)f =0
b) A — AE ne s’anule pour aucun élément de norme unité. Alors on pourra

tout au moins, étant donnée une suite évanouissante &,,, trouver une suite
d’éléments f,, tous de norme unité tels que

Pour étudier les singularités de K sur I’axe réel, il est tout indiqué d’utiliser I'inté-
grale de Cauchy. Remarquons que le point a l'infini est régulier et que K admet dans
son voisinage le développement

E A A3
K== 42 ...
2 v 2 3
(Ce développement ne différe pas de celui donné C. p.19, mais comme on avait pris
1
E—)A, aulieu de A—vE, il faut changer le signe et changer A en —). Nous prendrons

comme contour d’intégration € le segment de droite y = C* >0, —R < A < +R, et
le demi-cercle de centre 0 et de rayon R, situé dans le demi-plan supérieur. R est un
nombre positif supérieur a |m| et |M].

dec contre 0 ¢t de¢ reyon R, situé dazns lo demi-plan supéricur

R cst un nombrc positif supéricur 2 ‘ml ot ‘ M! i

Viige
,/ IL'intégrale
i 3
J jf E(v) @a»y
g
wHE o PR est nulle puisqu'il n'y s
m 0 N

aueunc singularité=a 1'inté-

/eK(u) dv

est nulle puisqu’il n’y a aucune singularité a l'intérieur. L’intégrale le long du cercle

L’intégrale

est le demi-résidu du points a U'infini, soit iwE. En séparant la partie réele et la partie
imaginaire, puis en faisant tendre p vers 0, on obtient aisément
+R
lim (A= AE)S™tdr=0
=0 J_p
+R
lim pS~td\=rE
=0J_R
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4 E. BLANC

et comme ces résultats ne dépendent pas de R pourvu que —R < m < M < +R, on
peut écrire

M
(3) lim/ uS~td\ =7E
u=0 J, .
Posons
A
lim [ pS™tdA=o(\)
n=0 S,

la forme hermitique o(J; f), formée avec cet opérateur est une fonction non décrois-
sante de A. Elle ne peut d’ailleurs rester constante dans (m, M) puisque

o(M; f) —o(m; f) ==(f. f)

Elle n’est d’ailleurs pas forcément continue. Ses accroissements pourront donc se pro-
duire, soit continument, soit par sauts. Ils se produiront évidemment au passage d’une
singularité de K, c’est & dire d’une valeur spectrale. (S’il s’agit d’une valeur spectrale
isolée elle produira sur o(A) une discontinuité égale au demi-résidu relatif & cette va-
leur). On voit donc comment la forme o pourra servir a déceler ces valeurs singuliéres
et comment le fait qu’elle ne peut rester partout constante, prouve la nécessité de
I’existence de ces valeurs.

Il y a plus :

Intégrons sur le segment = C* > 0, Ao < A < A\; la relation

(A—vE)K(v)=F

qui définit I'inverse K, puis faisons tendre p vers 0. Il viendra apres réduction
A1

() Alo(h: f) — 0(hoi /)] — / Ado(X; f) = 0

Ao
quel que soit f et quel que soit lintervalle (Ao, A1).
Si au point Ag # 0, (A, f) a une discontinuité non identiquement nulle

Ac(ho; f) = Z Aope(No)TpTy
I’équation (S) devient
(Sl) AAo — /\QAO' =0

ce qui revient a dire que
g ApaDoaqg — Aolpg =0
«@

quels que soient p et q.

Or il y a dans le tableau {Ac,,} au moins une ligne d’éléments non tous nuls;
cette ligne fournit une solution non nulle de 'équation (&,,)

Ao appartient au spectre discontinu.

En particulier, si cela a lieu pour A = 0, I’équation (S1) montre que le saut cor-
respondant Ao est nul. Ainsi donc, si en aucun point autre que A = 0, o ne subit de
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discontinuité, il y aura nécessairement au moins un intervalle (Ag, A1) dans lequel o
croit continument. Soit un point de cet intervalle et AX un accroissement tres petit
de X; on aura si petit que soit A\ :

A+AN
(S2) Ab@+ﬁmf}-d&fﬂ—x Ndo(\, f) =0
ce que l'on pourra traduire symboliquement par
Adxo(X; f) = Addao(X; f) =0
o n’étant pas constante pour la valeur )\, la forme

dxo(N; f) =Y dopg( N7,
rq

n’est pas identiquement nulle; elle a au moins une ligne de coefficients non identi-
quement nulle, on peut dire que cette ligne fournit dans l'intervalle infiniment petit
(A, A+ dX) une solution infiniment petite de I’équation (&)).

C’est ce qu’on appellera une solution différentielle. \ appartient alors au spectre
continu.

Remarque. Silon fait A\g = m, A\; = M dans (S), il vient

M
7rA=/ Ado(X; f)

En composant cette relation avec (D.,p.16)

M
A:/ € dAe

on voit que la forme o(A; f) ne se distingue pas essentiellement de la forme A intro-
duite par Riesz.

II.— Décomposition d’une forme relativement au spectre ponctuel.— Formes
hermitiques complétement continues. Si g est une solution non nulle de

(Exo) (A=XE)f=0
c’est a dire si
Apg — Apo =0 [loll # 0
la fonctionnelle linéaire (f, o) est appelée une forme caractéristique de A relative

d Ap. On peut évidemment, vu ’homogénéité de (Sq) supposer ||¢g] = 1.
La forme hermitiquel®

(f,%0)(f; ¢o)

dérive de l'opérateur
@ = o (fip0)
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qui est un opérateur de projection puisque ®? = ®. (Voir C.p.5 et suivantes). Nous
appellerons en abrégé une telle forme, une forme hermitique simple. Elle généralise le
carré d’une forme linéaire normée.

On a démontré (D.p.17) qu’a toute valeur \; du spectre ponctuel, on peut attacher
une forme

B)\i = A()\z + 0) — A()\l - O)
telle que
B3, = Ba,; B, By, = 0; (A= XNE)By, =0

(cette forme est & un facteur constant pres Ao, du précédent paragraphe).

La premiere relation prouve que B), est un opérateur de projection. Appelons Iy,
la multiplicité sur laquelle il projette, c’est a dire ’ensemble des éléments

gi = B/\lf

lorsque f parcourt tout l’espace hilbertien.
La deuxieme relation prouve que My, et My, sont completement orthogonales.
La troisieme relation montre que tout élément g; est une solution de ’équation

c’est & dire que toute fonctionnelle (f - g;) est une forme caractéristique de A relative
a ;.
On peut (B.p.5) rapporter 9y, & une famille {v; } d’éléments orthogonaux et

normés pris dans cette variété. L’opérateur B), sera la somme des opérateurs ortho-
gonaux deux a deux (C.p.7 et suivantes)

Pik = %‘,k(ﬁ %’,k)

By, = sz’,k
P

Ainsi la forme B, est décomposée en une somme de formes hermitiques simples.
Les opérateurs p; r, pj i relatifs a deux multiplicités 9y, M, sont orthogonaux
puisque ces multiplicités sont complétement orthogonales.
Si l'on se reporte (D.p.16) & la relation

et on aura :

M M
A:/ /\dAA:Z)\i[A()\i+O)—A(>\i—O)]+/ NdA)

M
= A\iBy, +/ AdA)

10/11 dans laquelle A’ est une fonction continue de A, on voit que 1’on pourra écrire

D) A= Z Ai Zpi,k + A
i %
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La forme A’ n’admet plus de spectre ponctuel en dehors du point 0; en ce point elle
admet comme forme caractéristique

P=> pik
ik

en effet

A k=AY By = YA AB)B, =0

On voit du méme coup que
AP = [Z)\ipi,k} [Zpi,k} + AP =Y Nipix
ik ik ik

en sorte que 1’on peut écrire
A=AP+ A

La relation (D) donne la décomposition en formes simples de ce qui dans A correspond
au spectre ponctuel. Il restera dans le paragraphe suivant & décomposer A’ d’une fagon
analogue.

11 peut arriver d’ailleurs que A’ soit nul. C’est en particulier ce qui se passe si A est
complétement continue, c’est a dire si 'opérateur A transforme toute suite faiblement
convergente en une suite fortement convergente.

Si A est complétement continue, il en est de méme de AP et par suite de A’ =
A— AP.

Or, A’ pour ne pas étre identiquement nul doit avoir, en dehors de A = 0, un
spectre qui par hypothése n’est pas ponctuel. Il existe donc une valeur Ay # 0 et une
suite d’éléments normés f, tels que

[A"fr = Ao full < en

c’est & dire tels que A’ f,, — Ao [, tende fortement vers zéro. De la suite f,, nous pour-
rons (puisqu’il existe un principe de Bolzano-Weierstrass pour la convergence faible)
extraire une suite faiblement convergente f,, ; soit f sa limite; A’f,, va converger
fortement vers A’f, ce qui, avec la convergence forte de A’f,, — Aofn, vers zéro,
entraine la convergence forte de f,,, vers f. Alors f est aussi normé et l'on a a la
limite
Af=Xf=0 fl=1

ce qui est impossible puisque A\g ne fait pas partie du spectre ponctuel. Donc A’ est
identiquement nulle.

Ainsi A = Z AiDik

i
Les A; ne sont d’ailleurs pas quelconques. Les ; j, constituent en effet d’apres leur
construction une suite orthogonale et normée, ils ont par conséquent 0 comme point
d’accumulation faible unique; alors les Av; ;, tendent vers zéro en norme :

1A%kl = [Xevi gl = A7 — 0

11/12
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Les \; s’accumulent donc vers 0, ce qui entraine évidemment qu’a chaque \; ne cor-
respond qu’un nombre fini de p; .

Il est bien entendu que cette démonstration n’est valable que pour les formes com-
pletement continues hermitiques. Dans le cas général on A # A*, la démonstration
est beaucoup plus compliquée.

II1.— Spectre discontinu.— Solutions différentielles. Il nous reste a faire I’étude
d’une forme telle que A’, forme n’ayant pas de spectre ponctuel en dehors de A = 0.
C’est donc une forme telle que I’équation

(Ex) (A=AE)f =0

n’ait pour aucune valeur A # 0 de solution a norme finie. Hilbert a donné le premier
un exemple d’une telle forme ; c’est la forme quadratique

X =x1®9 + ToT3 + -+ + Tp—1Tp + -+

Pour cette forme, I’équation (€,) équivaut au systéme

1
5.132 —)\1‘1 =0

1
i(xp,l +zpp1) —Azp =0

Il est aisé de voir que si [A| > 1, on a [z|, > |zp—1] en sorte que > a2 ne peut
converger.
Si au contraire, |A| < 1, on peut poser simultanément A\ = cost, x; = csint. Il
vient alors
Tp = csinpt
Alors in = ¢2Y sin? pt ne converge pas non plus. Il n’y a donc pas de spectre
ponctuel.

t 2
Par contre, pour |A\| < 1, E [/ Tp dt} converge quel que soit t, en sorte que 'on
0
p

t+At

peut considérer si At est trés petit, les xp dt comme satisfaisant sensiblement
t
a I'équation (€,) dans laquelle X\ = cost.

On dira symboliquement que les x, dt sont les coordonnées d’une solution diffé-
rentielle df, de 'équation (£,) pour la valeur A = arccost. On a vu a la fin du
paragraphe 1 que pour toute valeur de A appartenant au spectre, I’équation (£,) a
une solution finie ou une solution différentielle. Les solutions finies correspondent au
spectre discontinu, les solutions différentielles correspondront au spectre continu. De
plus, les unes comme les autres se trouveront, comme I’a remarqué Delsarte, engen-
drées par les variations, soient discontinues, soient continues, de la forme génératrice



(2-E) LES SOLUTIONS DIFFERENTIELLES DE HELLINGER 9

(A, z) ou ce qui revient au méme de la forme Ay de Riesz. La décomposition d’une
forme ayant seulement un spectre discontinu sera analogue & la décomposition faite
plus haut, en formes hermitiques simples, seulement 1’échelle des A étant ici continue,
la sommation dénombrable par rapport aux 7, sera remplacée par une sommation
continue, c’est a dire par une intégration par rapport a A. La sommation par rapport
a l'indice k restera au contraire dénombrable.

Soit défini pour tout A un élément ¢(A) tel que pour des valeurs quelconques Ag
et A1, on ait

A1
Alp(M) = p(Xo)] — \ Adp(A) = 0.
0
Nous dirons symboliquement que, quel que soit A, dp satisfait a ’équation
(&) Adp(X) — Adp(X) =0

Nous raisonnerons pour faire plus vite et plus intuitif sur les différentielles. Il va sans
dire que ces raisonnements peuvent étre rendus rigoureux (Voir Hellinger, p.240-358).
On a, en premier lieu, si A\; et Ay sont deux valeurs quelconques
Adp(A1) = Adp(A1) =0
Adp(A2) — Aadp(A2) =0
En multipliant scalairement la premiére équation par dy(A2), et la deuxiéme par

dp(A1), en retranchant membre & membre et en tenant compte de ce que A = A% il
vient

[de(A1) = dp(A2)] =0
Soient maintenant deux intervalles I; et I5. En les décomposant en intervalles tres
petits, puis passant & la limite (comme pour définir une intégrale) il vient :

(A1, Ayp) = lim Y [6ip, i¢p]

Aq et Ag, §; ayant des significations évidentes, et la sommation étant effectuée sur
ceux des intervalles partiels qui appartiennent & la fois & I et I5. Ce n’est pas diminuer
la généralité que de supposer p(0) = 0, ¢ n’étant définie qu’a une constante additive
pres. Alors si g > A

[o(N), p(u)] = [A07/\<P(/\)7A0,N¢(M)] = [A07/\80()‘)7A07/\90<)‘)]

puisque les intervalles 0, A et 0, 4 n’ont pas de partie commune. Ainsi

[p(A), ()] = [(A), p(N)] = Po(A)  sip > A
On en tire aisément
[A1p(N); Aap(A)] = Aq2P0(A)
ol Aj 2 est 'accroissement subi par ® dans la partie commune a Iy et Is.
En particulier

[Ap(A), Alp) (V)] = Ado(N)

14/15
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les accroissements étant tous pris dans le méme intervalle.
Considérons alors la forme linéaire

1

mA‘I’()\vJC) =

Ado(\

Ap(N) f]
SRR

cette forme est normée d’apres ce qui précede.
Si maintenant on divise U'intervalle (m, M) en intervalles partiels trés petits I;, les
formes hermitiques correspondantes
AR\ f)
A ®o(N)
forment un systéme orthogonal et normé pour lequel, d’apres I'inégalité de Bessel

A;®(N; f), Ay (N; f
Z[ ) (A )]

<F
Ai®o(N)

i
Si I'on passe a la limite comme pour une intégration, on se trouve dans les conditions
ou le premier membre tend vers une intégrale de Hellinger (Voir A,p.17)

/M [d®(\; £), dB(X; )]
m d®o(N)
Si ’on retranche de A’ I'intégrale

/M | [42(x: 1), AN £)]

on obtient une nouvelle forme pour laquelle ®(\) n’engendre plus de solutions diffé-

rentielles. En recommencant on mettra finalement A’ sous la forme

M
’ " [dq)k/(A; f)a dq)k/(/\§ f)]
A=A g A
" ™ /m ad{) (\)

ot A” ne possede plus aucun spectre sauf peut-étre A = 0. Cette forme est nécessai-
rement identiquement nulle. Ainsi toute forme hermitique A peut s’écrire

M
[d®y (A f) - dPir (A; f)]
A= E )\Z-E i g A 7
= 4 Pt = / ad{ ()

I’analogie entre les deux sortes de termes ontenus étant d’ailleurs assez claire pour
qu’il soit inutile d’y insister plus longtemps.

Bibliographie. Hellinger.— Neue Begrindung etc... Crelle t.136-1908

Riesz— Equations linéaires & une infinité d’inconnues

Et les exposés A,B,C,D du séminaire.

Voir aussi : Hellinger— Sitzungsber.d.Phys.Mod.Soc.in Erlangen, t.40 (1908)
p.84.[4
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Notes

1. La principale référence pour cet exposé est 'article [Hel09] d’Ernst Hellinger. 11 faut citer
aussi les articles [Hil08, Hil09] d’Emil Hilb.

Ce n’était bien entendu pas la premiére fois qu’il était question des travaux de Hellinger &
Paris. Par exemple, Lebesgue en avait parlé dans son cours au Collége de France en 1925-26
(et il est probable que certains des « jeunes » participants du séminaire avaient assisté a ce
cours).

2. Il y a un peu de confusion dans les formules. I’idée est de chercher un inverse de A — vE
sous la forme
Ko+ (v—w)Ki + (v —10)’K§ + ...

qui converge pour |v — )| < 1/ || Kol et qui sera un inverse si (A_vyE)Ko = E.

3. Pour cet exposé comme pour ceux de Delsarte, nous avons modifié tres légérement la
notation des formes hermitiennes, y remplagant un point par une virgule, (a.b) ou méme
(a-b) nous ayant semblé inutilement obscur pour ce que les autres orateurs écrivaient (a, b).
4. Des archives de Bourbaki. La troisiéme réunion du « Traité d’analyse se tint avant
le séminaire ce jour-la. Participerent a cette réunion Weil, Delsarte, de Possel, Dieudonné,
Cartan, Mandelbrojt. Le mode de fonctionnement y fut évoqué. Un sommaire (provisoire)
des parties « algébre » et « fonctions analytiques » du futur traité fut dressé. Des commissions
d’algebre et des fonctions analytiques furent formées, constituées de Chevalley, Dieudonné et
Dubreil pour la premiere, de Mandelbrojt, Leray et Weil pour la seconde. Voir le document
delta_003.pdf des archives Bourbaki.

Des archives du séminaire...

Compte-rendu de la séance du 28 Janvier 1935

M.JULIA rappelle que le 11 Février prochain, outre la séance prévue, il y aura la
conférence de M.Artin.

Il donne la parole a Blanc qui, de 16h.40 a 17h.55 fait son exposé sur le mémoire
de Hellinger.

Apres cet exposé M.Julia remercie trés vivement Blanc de la peine qu’il a prise et
le félicite pour la facon dont il a présenté cette question.

Thé. Conversations. Séance levée & 18h.30 (V).
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