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Séminaire de mathématiques 14 mai 1934
Exposé 1-K, p. 1 à 9

LES FONCTIONS ζ DANS LES ALGÈBRES HYPERCOMPLEXES

par Frédéric Marty

Références bibliographiques.
(1) Käte Hey[1], Analytische Zahlentheorie in Systeme hyperkomplexen Zahlen.–

Abh. Math.Semin. Hamburg Univ. -1929-
(2) Zorn Max, Note zur Analytischen hyperkomlexen Zahlentheorie.– Abh. Math.

Semin. Hamburg Univ. 9 (1933) p.197.

1.–. Soit S un système semi-simple de nombres hypercomplexes sur le corps des
nombres rationnels, I un ordre maximum[2] S et ε1, . . . , εn une base minimum de I
dont les coefficients de multiplication sont cik.

Rappelons que deux idéaux à gauche (a| et (b| sont dits équivalents quand il y a
un élément α, non diviseur de 0 tel que :

(a|α = (b|

les idéaux équivalents à un idéal donné forment une classe K.
Dans I nous appelons fonction ζ la série

ζ(s) =
∑
(a|

1
N(a)s

et dans chaque classe d’idéaux à gauche, nous construisons :

ζ(s,K) =
∑

(a|→K

1
N(a)s

(a| parcourant soit tous les idéaux de I, soit tous les idéaux de K.
Ces séries sont convergentes. Cela se démontre indirectement en les regardant for-

mellement comme un produit de fonctions ζ du centre, dont la convergence est connue. 1/2

Provisoirement donc les séries ζ que nous construisons apparaissent comme purement
formelles, et les identités entre elles de même.

Nous allons voir par quelle suite de transformations Mlle Hey parvient à cette
expression.
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a) Passage aux systèmes simples :

Théorème 1. Si S =
r∑
1

S(i) est une représentation de S en somme directe de

systèmes simples, on a :

ζ(s) =
r∏
1
ζ(i)(s) ζ(s,K) =

r∑
1
ζ(i)(s,K(i))

Cela est évident si l’on fait appel à la décomposition des idéaux et des ordres
de S dans les S(i).

b) Passage d’un système simple à son centre :

Lemme 1. ζ(s) est le produit infini ζ(s) =
∏
p

Zp de facteurs :

Zp =
∑
ap|pν

1
Nap

s

où p parcourt tous les idéaux premiers bilatères de I tandis que (ap| parcourt
tous les idéaux à gauche diviseurs d’une puissance quelconque de p.

Car, d’après un théorème de Speiser tout (a| est représentable d’une seule
manière comme p.p.c.m. de (ap| ; d’autre part, il y a multiplication des normes,
d’après la définition comme nombre des classes de restes.2/3

Un facteur Zp est une série de Dirichlet sur les n rationnels, soit
∞∑
1

an
ns

, qui

sera connue si on connaît le nombre des a attachés à p qui ont une même norme.
Soit n le nombre des éléments de S indépendants linéairement sur R, g2 le

nombre d’indépendants sur son centre.
Prenons un p déterminé. Pour évaluer les an on étudie les R(pm), anneaux

de classes de restes relatifs aux pm, représentables comme produit direct d’un
système d’unités matricielles eik et du système des éléments d’un anneau com-
plètement primaire Ξ(m), lui-même extension finie du système des classes de
restes du centre module pm, dont le degré est χp.

Quand p n’est pas un diviseur du discriminant, la méthode marche très
bien car p est identique à l’idéal premier du centre dans lequel il figure, et
Ξm = z (mod. pm) ; alors chaque idéal à gauche est idéal principal puissance
d’idéal premier dans Ξm. Une étude de Mlle Hey que nous ne développerons
pas conduit alors aux résultats suivants :

Soit λp le maximum de i et k dans le système des éléments. Soit pz l’idéal
premier associé à p dans le centre. Si p ne divise pas le discriminant, on n’a pas3/4
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p2 | pz, et on a λp = g, χ = 1 ; on aboutit alors à l’expression :

ζ(s) =
g∏
i=1

ζz(gs− (i− 1))
∏
p|pz

∏g
1[1−Nzpz − (gs− (i− 1))]∏λp

1 [1−Nzpz −mp(λps− i+ 1)]

Son intérêt est d’abord d’établir la convergence de ζ(s) pour le demi-plan
R(z) > 1.

Ensuite elle permet d’établir assez facilement que ζ(s) ne dépend pas de i
[I], et est la même aussi pour les idéaux à droite et pour les idéaux à gauche.

2.–. Nous nous proposons maintenant d’établir pour la fonction ζ une relation fonc-
tionnelle entre ζ(s) et ζ(1− s).

Pour cela, je vais d’abord indiquer quelques éléments du calcul des fonctions ϑ à
plusieurs variables, et leur transformation fondamentale, qui permettra le passage de
ζ(s) à ζ(1− s).

Soit

Y = (y1, . . . , yn) Y ? =

y1
...
yn

 A = (αik)

Supposons la forme quadratique f = Y AY ? définie positive et posons :

ϑ =
∞∑
e−πY AY

?

la sommation étant étendue à tous les systèmes d’entiers pour les y. Soient zk des 4/5

variables continues, la fonction
ϑ(yk + zk)

étant périodique est développable en série de Fourier :

ϑ =
∑

a(m1, . . . ,mn)e−2iπ(m1z1+···+mnzn)

a(m1, . . . ,mn) =
∫ +∞

−∞
e−πf(u1,...,un)+2iπ(m1u1+···+mnun) du1 · · · dun

Pour calculer a(m1, . . . ,mn), on va mettre f sous forme canonique : ayant

f = UAU?

on fait le changement U = V L qui transforme f en somme de carrés ; c’est à dire que

LAL? =

1 . . . 0
...
. . .

...
0 . . . 1


Soit M = (m1, . . . ,mn), N = ML?. Alors∑

uimi = UM? = V N?
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comme

e−πf(u1,...,un)+2iπ(m1u1+···+mnun) = e−π(v2
1+···+v2

n)+2iπ(u1v1+···+unvn)

et du1 · · · dun = |L| dv1 · · · dvn on a, les variables se séparant :

a(m1, . . . ,mn) = |L| e−πML?LM?

Or LAL? = 1 donne A−1 = L?L

a(m1, . . . ,mn) = |L| e−πMA−1M?

d’où la formule de transformation :5/6

+∞∑
y1,...,yn
−∞

e−πY AY
?

= ϑ = 1√
|A|

∞∑
m1,...,mn
−∞

e−πMA−1M?

3.–. Nous allons maintenant adapter ce calcul au cas qui nous occupe. Soit

ω =
∑

uiεi = U

ε1
...
εn


le nombre général du système hypercomplexe.

Soit (a| un idéal à gauche de base (α1, . . . , αn) on auraα1
...
αn

 = B

ε1
...
εn


Soit Q une matrice (qik) symétrique positive définie. Nous associerons à Q, ω, la forme
quadratique aux variables ui :

fQ(ω) = UQU?

et nous poserons :
ϑ(a, ω,Q) =

∑
α⊂(a|

e−πcfQ(αω)

avec
c = 1

n
√
|Q|Na2

On a

α =
∑

yiαi = Y

α1
...
αn

 = Y B

ε1
...
εn


avec Y = (y1, . . . , yn) parcourant le système général quand α parcourt a, et si on
pose :6/7



(1-K) LES FONCTIONS ζ DANS LES ALGÈBRES HYPERCOMPLEXES 5

ε1ω
...

εnω

 = Ω

ε1
...
εn


on voit que

αω = Y BΩ

ε1
...
εn

 fQ(αω) = Y BΩ ·Q · Ω?B?Y ?

Si on pose
cBΩQΩ?B? = A1

on voit que le ϑ que nous venons d’introduire est bien identique à celui que nous
avions plus haut. En appliquant la transformation on voit que :

ϑ(a, ω,Q) =
∞∑
e−πY A1Y

?

= 1√
|A1|

∞∑
e−πMA−1

1 M?

Mais on s’aperçoit alors que A−1
1 peut s’obtenir comme A à partir d’un idéal |a)

qui sera cette fois à droite et qu’on appelle le complémentaire de (a|. Désignons par
s la trace dans le système hypercomplexe, on posera[3] α′i étant base de a′

s(αiα′i) = δik avec ‖δik‖ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 0
...
. . .

...
0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣ .

Si (α′1, . . . , α′n) = B

ε1
...
εn

 on constate que

B = B?−1R−1 avec R = ‖s(εiεk)‖

alors B?−1 = BR. D’autre part, si on formeωε1
...

ωεn

 = Ω

ε1
...
εn


on constate que Ω = RΩ?R−1 7/8

Posons de même Q = RQ−1R, il vient M1A
−1
1 M? = fQ(ω−1α′) et si on pose

c′ = 1
n

√
|Q|Nα′2

on constate que la formule de transformation des ϑ s’écrit

ϑ(a, ω,Q) = 1
|Nω|

ϑ(ω−1, a′, Q).
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4.–. Nous allons maintenant faire intervenir la fonction ζ. Pour cela nous utilisons un
procédé analogue à celui qui sert pour la fonction ζ élémentaire.

Nous partons de l’intégrale∫
∞
. . .

∫
e−πcfQ(αω) |Nω|s−1

dui

si on fait ω′ = αω, elle devient
1

|Nα|s
∫
. . .

∫
e−πcfQ(ω) |Nω|s dui

Nω

Nous allons sommer séparément ces deux formes en faisant parcourir à α un système
de nombres non diviseurs de 0 et non associés à droite de l’idéal (a|. La deuxième
forme donnera, Φ étant la fonction ainsi engendrée :

Φ(s,K, Q) =
∑

α dans (a|

1
|Nα|s

∫∫
e−πcf(ω) |Nω|s−1

dui

qui s’écrit alors, K étant la classe qui contient l’idéal a :

Φ = ζ(s,K)Na−s
∫∫

e−πcf(ω) |Nω|s−1
dui

Il reste encore c et Na qui paraissent dépendre de (a) et non de la classe ; mais grâce8/9

au choix de c il vient[4] :

Φ(s,K, Q) = ζ(s,K) · π−ns2 |Q|
s
2 Γ(s,Q)

avec
Γ(s,Q) =

∫
. . .

∫
e−fQ(ω) |Nω|s−1

dui.

En refaisant à l’envers ce calcul purement formel, on justifie les convergences néces-
saires.

La première forme va faire apparaître une fonction ϑ mais pas directement. Car il
faut étendre le

∑
à tous les α non associés et non diviseurs de 0 de a. Et remplacer α

par un associé, c’est opérer sur les u la substitution linéaire biunivoquement définie
par une unité du corps hypercomplexe.

Ces substitutions forment un groupe proprement discontinu. Car soit ui un point,
et soit e une unité qui transforme αω en αeiω donc ω en eω. Si eω est dans un petit
domaine donné de centre ω, ses coefficients sont bornés, donc ceux de eωω−1 aussi,
donc ceux de e, et il n’y a pas une infinité de e possibles.

Soit alors F un domaine fondamental du groupe. On voit que la substitution ω′ =
eω n’altère pas la forme de l’intégrale, de sorte qu’au lieu d’intégrer à l’infini et de
sommer sur les non associés, il suffit de sommer sur tous les non diviseurs de 0, et
d’intégrer sur F .

Comme il n’y a d’autre diviseur de 0 que 0, en compensant le terme 1 qui lui
correspond dans ϑ, il vient :9/10
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Φ(s,K, Q) =
∫
F

. . .

∫
{ϑ(a, ω,Q)− 1} |Nω|s−1

dui

Cette formule permet, à elle seule, d’effectuer la transformation ; en effet, on sait
associer à chaque transformation par unité à droite des ω une transformation par unité
à gauche des ω−1, ce qui permet d’obtenir une transformation de l’intégrale dans F
en une intégrale dans F domaine fondamental pour les unités opérant à gauche. Par
le passage de (a| à son complémentaire, K devient la classe complémentaire K̂, et un
calcul que nous ne développerons pas conduit alors à :

Φ(s,K, Q) = Φ(1− s, K̂, Q).

Or, en échangeant la droite et la gauche, on voit aussi que la nouveau Φ s’exprime au
moyen de ζ(1− s, K̂)

Φ(1− s,K, Q) = ζ(1− s, K̂)π
−n(1−s)

2
∣∣Q∣∣ 1−s

2 Γ(1− s,Q)

Si on remarque que
ζ(s) =

∑
K

ζ(s,K)

on aboutit à l’identité fondamentale :
ζ(1− s)
ζ(s) = π

n
2 (1−2s) |Q|

1
2 |∆|s−1 Γ(s,Q)

Γ(1− s,Q)
Cette forme n’est pas encore parfaitement sattisfaisante, parce que les expressions Γ
paraissent encore dépendre de Q et de la base choisie pour l’ordre I. Mais on peut
achever le calcul en faisant intervenir les constantes des systèmes simples en lesquels 10/11

le système SR (extension de S sur le corps des réels) se décompose. On aboutit à
une expression que nous écrirons seulement[5] :

ϕ(s) = ζ(s)π
−ns

2
|∆|

s−1
2∣∣∆∣∣ s−1
2

r∏
j=1

π σj2 f2
j

fj∏
i=1

Γ
[σj

2 (fjs− i+ 1)
]

Γ
[σj

2 (fj − i+ 1)
]


où les Γ sont des fonctions Γ ordinaires ; SR est semi-simple, somme directe de r
systèmes simples Ti ; Ti est système complet de matrices de degré fi sur un corps
gauche d’ordre σi sur R (σi ne peut être que 1, 2 ou 4 : nombres réels, complexes,
quaternions réels).

5.–. Mais alors ζ(s) apparaît comme régulier entre 0 et 1. Si nous nous reportons à la
toute première expression par les ζ du centre, on voit que les pôles des facteurs ζ qui
apparaissent dans le cas où g > 1, doivent être compensés. Mais on ne peut en déduire
immédiatement la nécessité d’éléments de ramification, car les ζ d’un corps algébrique
ont un 0 à l’origine quand ce corps n’est pas réel ou imaginaire quadratique.

La difficulté a été tournée par Max Zorn en utilisant l’expression de ϕ(s) au moyen
des fonctions ϕ du centre.
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Les éléments simples de SR (les Ti) interviennent comme fermetures p-adiques
relativement à un idéal premier à l’infini du centre. Les nombres fi sont les degrés du
système de matrices correspondants [sic] et valent g2 ou g, suivant qu’il apparaît ou11/12

non des corps de quaternions, c’est à dire que Γ est ou non ramifié sur des idéaux à
l’infini.

Le fait que S n’est pas ramifié à l’infini s’exprime donc par σi 6 2. Dans cette
hypothèse, on aurait :

ϕ(s) = E(s)δ(s)
g∏
i=1

ϕz(gs− i+ 1)

où E(s) est une fonction régulière et sans 0 et où ϕz est la fonction ϕ du centre

ϕ(s) = Asζ(s)Γ
(s

2

)r1
Γ(s)r2 A = 2−r2π

−n
2
√
|d|

r1, r2 indices de réalité du centre, d discriminant du centre.
La fonction ϕz est elle-même munie d’un pôle du premier ordre en 0 et 1. Et cette

fois le pôle i

g
doit être compensé par le terme δ relatif aux idéaux premiers finis de

ramification. Donc :
Si le degré d’un corps gauche sur son centre est supérieur à 1, ce corps a des

ramifications, soit à distance finie, soit à l’infini.
Ce résultat a d’ailleurs été obtenu indirectement par des procédés de la théorie du

corps de classe [sic]. La méthode que nous avons employée étant non commutative,
présente surtout jusqu’à présent un intérêt de principe.

Notes

1. Les références bibliographiques données dans l’article sont la thèse de Käte Hey (1) [Hey27]
soutenue en 1927 à Hambourg sous la direction d’Emil Artin, diffusée mais non publiée,
contrairement à ce qu’annonce le début de l’exposé, et l’article de Max Zorn [Zor33]. Pour
le contexte, citons le petit livre [Roq05] de Peter Roquette.
2. La notion d’ordre et la norme N utilisée dans les formules sont définies dans les exposés
1-I et 1-J.
3. Ce devrait être s(αiα

′
k) = δik (et la matrice δik est l’identité).

4. La formule a été encadrée.
5. Des erreurs dans la formule ont été corrigées grâce à l’article [Zor33] que, à part ça, l’exposé
suit à peu près mot à mot.

1. Käthe Hey (1904–1990) soutint la toute première thèse qu’Emil Artin dirigea. Sur cette thèse
et quelques détails biographiques sur cette mathématicienne, renvoyons à un article de Falko Lo-
renz [Lor04].
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Des archives du séminaire...

Compte-rendu de la séance du 14 Mai 1934
1. La séance est ouverte à 16h.35. MM.Hadamard et Cartan, en mission à Moscou

sont absents (2). M.Julia donne la parole à Marty.
2. De 16h.35 à 17h.40 Marty fait un exposé sur les fonctions ζ(s) dans les algèbres

hypercomplexes.
3. Après l’exposé M.Julia remercie Marty dont le sujet était particulièrement ingrat

et difficile à présenter. Weil et Chevalley font quelques remarques. Le programme de
l’année 1934–35 est distribué. On envisage la présence à Paris de Artin et Zorn (3).

4. Thé. Conversations. La séance est levée à 18h (4).
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2. D’après [MS05, p. 182], une délégation de neuf savants français, parmi lesquels Jacques Ha-
damard et Élie Cartan, s’était rendue en Union Soviétique à l’occasion de la semaine de la Science
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3. Si Emil Artin était encore en Allemagne (et vint effectivement à Paris en février 1935), le jeune
mathématicien Max Zorn (1906–1993), qui serait célèbre pour le « lemme de Zorn » dès l’année
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4. Une page ronéotée. Archives de l’ihp. Le document suivant conservé dans les archives est le
projet de programme que l’on trouvera dans la présentation de la deuxième année du séminaire (et
qui semble dû à Delsarte).
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